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Préface

Ce volume constitue la traduction française de la quatrième édition du livre « Vector Spaces First »
de Thierry Giordano, Barry Jessup et Monica Nevins, lequel est né de la mise en commun de notes du
cours Introduction à l’algèbre linéaire enseigné à l’Université d’Ottawa. Ce livre est destiné à servir de
manuel ou de compagnon pour compléter le cours.

L’approche que nous adoptons dans ce livre n’est pas standard : contrairement aux approches
usuelles, nous introduisons les espaces vectoriels très tôt et nous ne traitons les systèmes linéaires
qu’après une telle introduction approfondie des espaces vectoriels.

Nous agissons ainsi pour au moins deux raisons. D’une part, après avoir enseigné ce cours de
diverses manières à plusieurs milliers d’étudiants sur près de vingt-cinq ans, nous sommes maintenant
en mesure d’observer que les outils relatifs aux espaces vectoriels sont généralement mal vécus par les
étudiants car ils représentent la partie la plus difficile du cours et trouvent pourtant traditionnellement
leur place à la fin. Dans un cours dispensé en seulement douze semaines, le fait que la matière la plus
difficile se trouve à la fin ne laisse pas à la plupart des étudiants suffisamment de temps pour s’attaquer
aux concepts (apparemment) nouveaux que l’on peut rencontrer lorsque l’on s’attaque aux espaces
vectoriels pour la première fois.

À l’opposé, notre expérience nous montre que le fait d’aborder les espaces vectoriels dès les deux
premières semaines permet aux étudiants de bien mieux appréhender les deux « grandes » idées de
l’algèbre linéaire : la notion de combinaison linéaire d’une famille de vecteurs, qui donne lieu à ce que
l’on appelle « enveloppe linéaire », et la notion d’« indépendance linéaire » d’une famille de vecteurs.
Ces deux notions sont au cœur de l’algèbre linéaire et sont généralement ressenties comme nouvelles,
abstraites et difficiles par les étudiants lorsqu’elles sont rencontrées pour la première fois. Le mieux est
donc sans doute d’introduire ces notions le plus tôt possible pour pouvoir ensuite les utiliser et ainsi
définir par exemple les notions de base et de dimension, lesquelles sont utiles à la fois dans le reste
du cours et dans différents autres contextes. Aussi, toujours d’après notre expérience, la plupart des
étudiants semblent préférer aborder les concepts difficiles le plus tôt possible afin d’avoir le temps de
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se familiariser avec des idées vraisemblablement nouvelles et différentes de ce qu’ils avaient vu dans
l’enseignement secondaire.

D’autre part, une autre raison justifiant notre organisation est d’alerter les étudiants sur le fait qu’il
y a réellement des concepts à la fois nouveaux et différents dans ce cours ! En effet, si l’on commençait
le cours avec les systèmes linéaires que beaucoup d’étudiants ont déjà étudiés auparavant (en petite
dimension du moins), il serait alors facile de se reposer sur l’idée qu’au final peu de nouvelles notions
seront abordées dans ce cours, si bien que les étudiants seraient pris au dépourvu plus tard lorsque les
espaces vectoriels sont introduits... Au contraire, si l’on commence avec des concepts nouveaux mais
abordables, les étudiants sont stimulés pour aller de l’avant. D’où notre choix d’organisation pour cet
ouvrage.
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L’un des principaux thèmes
de l’algèbre linéaire est la
généralisation des idées de
la géométrie à des dimen-
sions supérieures, en interpré-
tant les idées géométriques
de manière algébrique. Ré-
ciproquement, on peut aussi
voir qu’aborder un problème
algébrique avec un point de
vue géométrique donne du
recule sur les questions algé-
briques.

Nous commençons notre ex-
ploration de ces thèmes par
l’étude des nombres com-
plexes, puis par une révision
de la géométrie vectorielle
(dans l’optique d’étendre cer-
taines idées aux dimensions su-
périeures).
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1. Nombres complexes

Pour faire court, on pourrait dire que l’algèbre est l’étude des solutions d’équations polynomiales.
Par exemple, l’algèbre linéaire est une branche de l’algèbre qui se consacre à l’étude des solutions
d’équations linéaires. (Cette branche de l’algèbre est particulièrement intéressante lorsque l’on utilise
de nombreuses variables et équations, ce que nous ferons dans le Chapitre ).

Dans le chapitre d’aujourd’hui, intéressons-nous à une conséquence fameuse de l’algèbre pour se
« remettre en jambes » après un long été de vacances : les nombres complexes. C’est un incontournable
pour nos chers ingénieurs (particulièrement en génie électrique) et nos chers physiciens qui vont très
bientôt les utiliser à longueur de journée.

1.1 Définition des nombres complexes

L’histoire des nombres complexes est très intéressante. Elle ne commence pas comme on pourrait
le croire avec la fameuse équation

x2 +1 = 0,

mais plutôt avec des équations cubiques (qui font intervenir des termes en x3) ! À l’époque, tout le
monde était certain que l’équation x2 +1 = 0 n’a pas de solution—il suffit de regarder le graphe de la
fonction y = x2 +1 et de voir qu’il ne croise pas l’axe des abscisses. 1 Cependant, en se basant sur la
remarque que chaque équation cubique avec coefficients réels admet au moins une solution réelle, les
nombres imaginaires (aussi longtemps appelés « nombres sophistiqués » par le mathématicien Jérôme
Cardan) ont été introduits pour obtenir une formule décrivant ces solutions réelles. 2

1. De même, encore avant, on aurait dit que l’équation x+1 = 0 n’a pas de solution non plus puisque les nombres négatifs
ne représentent pas une quantité mesurable dans la vie de tous les jours et que donc ils « n’existaient pas ».

2. Pour plus de détails, cherchez sur le web « histoire des nombres complexes ».

chapter:11-solvingsystems
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Ceci étant dit, revenons à la notation de i comme étant une solution de l’équation x2 +1 = 0 ; « i »
pour « imaginaire » (notation due à Euler, 1777). Alors :

i2 =−1 ou bien i =
√
−1,

et avec ceci nous définissons la racine carrée d’un nombre réel négatif a par
√

a := (
√
|a|)i.

Cela peut sembler fastidieux ! En fait, si nous appliquons les règles de l’algèbre, comme dans
√
−9 =

√
9 · (−1) =

√
9 ·
√
−1 = 3i,

nous obtenons la bonne réponse,
√
−9 = 3i, mais il faut faire très attention à la troisième égalité. 3

Contentez-vous de cette définition fastidieuse pour le moment !
(Toutefois, veuillez noter que comme en arithmétique, nous adhérons à la convention

√
a2 = |a|

peu importe si a est positif ou négatif. En d’autres termes, quand on calcule la racine carré
√

b d’un
nombre réel positif b, la réponse à donner est l’unique valeur positive c telle que c2 = b, même si on
aurait pu aussi prendre c négative.)

Cependant, le nouveau nombre i en tant que tel n’est pas tout à fait suffisant ! Il va falloir qu’on
puisse multiplier i avec un nombre réel et y ajouter un nombre réel. En effet par exemple, considérons
l’équation

x2 +4x+8 = 0.

Par la formule quadratique, cette équation donne les deux racines suivantes :

x =
−4±

√
16−32

2
=−2± 1

2

√
−16 =−2± 1

2
(4i) =−2±2i,

où nous avons simplifié
√
−16 grâce à la définition « fastidieuse » introduite précédemment. Vérifions

que ces racines ont bien un sens. Substituons d’abord x = (−2+2i) dans l’équation quadratique et
simplifions :

(−2+2i)2 +4(−2+2i)+8 = (4−4i−4i+4i2)+(−8+8i)+8 = 4+4i2 = 0 ,

où dans la dernière étape nous appliquons i2 =−1. On obtient donc bien 0. De même, nous pouvons
vérifier que −2−2i est aussi racine de l’équation.

Ayant cette remarque à l’esprit ainsi que la formule quadratique , nous arrivons à la définition
suivante.

Définition 1.1.1 L’ensemble des nombres complexes est l’ensemble

C= {a+bi : a,b ∈ R}.

(À interpréter comme : « l’ensemble de tous les objets de la forme a+bi, où a et b sont des nombres
réels »).

3. Un vrai cours d’analyse complexe est nécessaire ici car sinon on peut avoir des problèmes, comme par exemple la
contradiction 9 =

√
81 =

√
(−9)(−9) ̸=

√
−9
√
−9 = 3i3i =−9... En effet, la règle pour les nombres réels positifs a, b qui

énonce (correctement) que :
√

ab =
√

a
√

b n’est pas valable en général pour les réels négatifs. Ceci peut sembler être une
nuisance, mais c’est en fait la source de beaucoup de découvertes mathématiques intéressantes. Cherchez sur le web « surface
de Riemann et racine carrée ».
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Lorsque l’on écrit
z = a+bi ∈ C,

on veut dire z (ou a+bi) appartient à C.
Terminologie : a est appelé la partie réelle de z (notée Re(z)) et b est appelé la partie imaginaire

de z (notée Im(z)). Notez que Re(z) et Im(z) sont des nombres réels !
Lorsque Re(z) = 0, alors z = bi et nous dirons que z est un imaginaire pur ; et quand Im(z) = 0,

alors z = a et on dit que z est un réel pur. Ainsi R⊂ C, ce qui se lit : R est un sous-ensemble de C.

De même que les nombres réels sont représentés sur une droite, la droite des nombres réels, les
nombres complexes sont représentés dans un plan, le plan complexe, que nous étudierons bientôt.

Rappelez-vous bien que, pour toute équation quadratique ax2 + bx+ c = 0 dont les coefficients
a, b, c sont réels, les racines sont de la forme

x =
−b
2a
±
√

b2−4ac
2a

.

Si b2−4ac≥ 0, les racines sont (purement) réelles. Sinon, elles sont des nombres complexes. Donc au
final, TOUTES les équations quadratiques admettent DEUX racines (en adoptant la convention qu’une
racine double est comptée comme deux racines à partir de maintenant).

1.2 Algèbre des nombres complexes
— Égalité : a+bi = c+di⇔ a = c et b = d.
— Addition : (a+bi)+(c+di) = (a+ c)+(b+d)i.
— Multiplication : (a+bi)(c+di) = (ac−bd)+(ad +bc)i.

En fait, les nombres complexes satisfont les mêmes propriétés que les nombres réels, sauf qu’il
n’y a pas de relation d’ordre (c’est-à-dire que l’expression « z > y » n’a pas de sens avec les nombres
complexes).

Question : Qu’en est-il de la division?

■ Exemple 1.2.1 Essayons de résoudre l’équation (4+3i)z= 1, si possible. Autrement dit, qu’entendons-
nous par la fraction suivante :

z =
1

4+3i
?

(SVP SVP rappelez-vous que par exemple 1
2+3 ̸=

1
2 +

1
3 ! ! !)

Solution Idée : rappelez-vous que i est une racine carrée puis utilisez le processus standard de l’algèbre
appelée rationalisation du dénominateur.

Remarquez que
(a+bi)(a−bi) = a2− (bi)2 = a2 +b2,

et comme a et b sont réels, on a a2 +b2 ̸= 0 sauf si a et b sont tous les deux nuls.
En considérant le nombre complexe z = a+bi avec a, b ∈ R, on définit :

— z = a−bi s’appelle le conjugué (complexe) de z. Notez que nous avons en fait déjà utilisé des
conjugués complexes dans la formule quadratique. Essentiellement, l’idée pour calculer z à
partir de z est de remplacer « i » par « −i », et il n’est même pas nécessaire d’avoir simplifié
l’expression de z au préalable avant de faire un tel remplacement.

— |z| =
√

a2 +b2 s’appelle le module de z. Contrairement à z qui est un nombre complexe, son
module |z| est un nombre réel.
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— La forme z = a+bi, où a, b ∈ R, s’appelle la forme cartésienne de z. On verra plus tard d’autres
formes pour écrire un nombre complexe.

Soulignons que l’égalité z = 0 est vraie si et seulement si (ssi) |z|= 0, et contrairement aux nombres
complexes, nous POUVONS toujours comparer le module des nombres complexes : par exemple
|i|= 1 > 0 = |0| ; ceci est vrai car, comme on l’a dit, le module |z| est toujours un nombre réel.

Maintenant que nous avons rappelé les notions de conjugué et de module d’un nombre complexe,
on peut s’intéresser à l’expression suivante :

zz = |z|2 = |z|2,

laquelle donne

z ·
(

z
|z|2

)
= 1

ou encore
1
z
=

z
|z|2

.

Ainsi, dans notre exemple, on obtient finalement :

1
4+3i

=

(
1

4+3i

)(
4−3i
4−3i

)
=

4−3i
42 +32 =

4−3i
25

=
4

25
− 3

25
i.

■

Exercice 1.2.2 Écrire sous forme cartésienne a+bi le nombre complexe suivant :

3+2i
−2+4i

.

Solution Multipliez par 1 = −2−4i
−2−4i puis simplifiez comme suit :

3+2i
−2+4i

=
3+2i
−2+4i

· −2−4i
−2−4i

=
(3+2i)(−2−4i)
4+8i−8i−16i2

=
2−16i

20
=

1
10
− 4

5
i.

Ainsi, il suffit de prendre a = 1
10 et b =−4

5 .

Voici d’autres propriétés faciles à démontrer.

Lemme 1.2.3 — Propriétés des nombres complexes. Pour z,w ∈ C et c ∈ R, on a :
1. 1

z =
z
|z|2 ;

2. z+w = z+w ;
3. cz = cz ;
4. zw = z w ;
5. z/w = z/w.

6. z = z (e.g. : 3+2i = 3−2i = 3+2i) ;
7. z = z ssi z ∈ R ;
8. z =−z ssi z est un imaginaire pur ;
9. |z| ∈ R et |z| ≥ 0 ;

10. |z|= |z| ;
11. |zw|= |z| |w| ;
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12. |z/w|= |z|/|w| ;
13. |z+w| ≤ |z|+ |w| (« Inégalité triangulaire ») ;
14. Si a est un nombre réel, alors |a+0i| est la valeur absolue de a. (On écrit simplement z = a

plutôt que z = a+0i).

Démonstration. Nous prouvons ici deux de ces propriétés et nous laissons les autres en exercice aux
soins du lecteur. (Conseils : pour l’inégalité triangulaire, une astuce est d’utiliser la géométrie des
nombres complexes, cf. section 1.3. Pour les propriétés avec des multiplications de nombres complexes,
il est plus simple d’utiliser la forme polaire, cf. sections 1.4 et 1.5).

2. Supposons que z et w sont des nombres complexes. Alors z s’écrit z = a+ bi pour certains
nombres réels a et b, et w = c+di pour certains nombres réels c et d.
D’une part, on a z+w = (a+ c)+(b+d)i et donc

z+w = (a+ c)− (b+d)i.

D’autre part, on a z = a−bi et w = c−di, ce qui donne

z+w = (a+ c)+(−b−d)i = (a+ c)− (b+d)i.

Les deux côtés sont donc égaux, ce qui complète la preuve.
10. Supposons que z est un nombre complexe. Comme |z|=

√
zz, on a

|z|=
√

z z =
√

zz =
√

zz = |z|.

CQFD.
■

1.3 Géométrie des nombres complexes

Chaque nombre complexe z peut s’écrire de manière unique sous la forme z = a+ bi pour certains
nombres réels a et b. Pour représenter z dans un graphique, on lui associe le point de coordonnées (a,b)
dans le plan xy. Ainsi z = a+bi est vu comme un point du plan xy, et nous appellerons donc ce plan le
plan complexe. L’axe horizontal est appelé l’axe réel et l’axe vertical est appelé l’axe imaginaire.

L’addition de deux nombres complexes est la même que l’addition de deux vecteurs dans le
plan. L’opposé −z d’un nombre complexe z correspond au vecteur opposé du vecteur lié à z, comme
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représenté sur le dessin ci-dessus. La multiplication par un nombre réel est simplement la multiplication
scalaire d’un vecteur, mais la multiplication par un nombre complexe est plus subtile : c’est en fait une
combinaison de rotation et d’homothétie. (Essayez de faire les calculs pour voir ce que ça donne !)

Le conjugué complexe z correspond juste la symétrie par rapport à l’axe réel. Ainsi, les nombres
complexes z = a+bi et z = a−bi ont la même abscisse mais leurs ordonnées sont opposées.

Le module |z| de z est simplement la longueur du vecteur représentant z. (Rappelons que la formule
de la longueur du vecteur de coordonnées (a,b) est simplement

√
a2 +b2. )

1.4 Forme polaire d’un nombre complexe
Dans cette section nous ré-écrirons les nombres complexes sous une nouvelle forme, la forme

polaire z = r eiθ . Notez que les coordonnées (r,θ) sont aussi appelées « coordonnées polaires » dans le
cas du plan réel R2, cf. les cours Calcul II et Calcul III.

Si z = x+ y i ∈ C est non-nul, alors on définit

r = |z|=
√

x2 + y2 ̸= 0,

et par les formules trigonométriques, on a :

x
r
= cos(θ),

y
r
= sin(θ).

Par conséquent, on peut écrire

z = x+ yi = r cos(θ)+ ir sin(θ) = r(cos(θ)+ isin(θ)).

L’angle θ est noté θ = arg(z) et s’appelle argument de z. Remarquez que θ n’est pas déterminé
de façon unique puisque n’importe quel θ ′ = θ +2nπ avec n ∈ Z fonctionne aussi. C’est pour cela
qu’en général nous choisirons θ tel que −π < θ ≤ π , qui lui par contre est unique, que nous noterons
θ = Arg(z) et que nous appellerons l’argument principal de z.
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En 1748, Euler a démontré que

ez = 1+ z+
z2

2
+ · · ·=

∞

∑
n=0

zn

n!
.

(C’est ce qu’on appelle généralement série entière). De manière surprenante, en comparant les séries
entières avec les fonctions trigonométriques, on obtient la formule élégante :

eiθ = cos(θ)+ isin(θ).

La notation moderne de la forme polaire du nombre complexe z est donc simplement :

z = r eiθ .

■ Exemple 1.4.1 À partir du diagramme ci-dessous, vérifiez que 2i = 2ei π

2 , −i = e−i π

2 , −1 = eiπ et
1+ i =

√
2ei π

4 . ■

Notez que nous avons également les propriétés suivantes :
— reiθ = r′eiθ ′ ssi r = r′ et θ = θ ′+2nπ pour un certain n ∈ Z ;
— reiθ = re−iθ ;
— |eiθ |= 1 pour tout θ ∈ R.

1.5 Multiplication de nombres complexes sous forme polaire
Soient z = reiθ et w = seiφ . Alors

zw = (r(cos(θ)+ isin(θ)))(s(cos(φ)+ isin(φ))

= (rs)((cos(θ)cos(φ)− sin(θ)sin(φ))+ i(cos(θ)sin(φ)+ sin(θ)cos(φ)))

= rs(cos(θ +φ)+ isin(θ +φ))

= rsei(θ+φ).

On se retrouve donc avec la formule habituelle de la multiplication avec des exposants. (Idem pour la
division, on retrouve la formule habituelle.)
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Exercice 1.5.1 Écrire sous forme polaire le nombre complexe suivant :

i
1+ i

.

Solution D’après l’exemple 1.4.1, nous avons i = ei π

2 et 1+ i =
√

2ei π

4 . Donc

i
1+ i

=
ei π

2
√

2ei π

4
=

1√
2

ei π

4 .

(Vérifiez aussi ceci en utilisant la première méthode avec la forme cartésienne, et vous verrez quelle
est un peu plus lente que la nouvelle méthode.)

1.6 Le Théorème fondamental de l’algèbre

Nous avons déjà vu que toute équation quadratique à coefficients réels admet deux racines com-
plexes. Remarquez d’ailleurs que si l’une des deux racines z n’est pas réelle, alors l’autre non plus n’est
pas réelle car elle correspond au complexe conjugué z.

Inversement, étant donné un nombre complexe z, on peut toujours trouver un polynôme à coefficients
réels dont les racines sont exactement z et z :

(x− z)(x− z) = x2− (z+ z)x+ zz.

Heu... mais est-ce que les coefficients de ce polynôme sont vraiment réels ? HÉ OUI ! Écrivez z = a+ ib ;
alors z+ z = 2a est réel, et zz = |z|2 aussi comme nous l’avons prouvé précédemment.

En résumé, tout polynôme à coefficients réels admet au moins une racine complexe (lorsque bien sûr
le polynôme n’est pas constant...), et tout nombre complexe est racine d’au moins un certain polynôme
à coefficients réels.

Notez toutefois que si vous prenez deux nombres complexes z et w qui ne sont pas conjugués,
alors le polynôme (x− z)(x−w) n’est pas forcément à coefficients réels, il est en général à coefficients
complexes... Ceci nous amène à la question suivante : si vous prenez une équation quadratique à
coefficients complexes et que vous utilisez la formule quadratique pour pour la résoudre, de quels
nombres supplémentaires (comme i) aurez-vous besoin?

Réponse : en fait, comme l’énonce le théorème suivant, AUCUN! Les nombres complexes sont
tellement généraux qu’ils englobent tout ce dont vous aurez besoin à jamais (ou du moins pour très
longtemps) ! C’est ça qui fait le vrai intérêt des nombres complexes.

Théorème 1.6.1 — Théorème fondamental de l’algèbre. Tout polynôme à coefficients dans C
se factorise complètement en facteurs simples de la forme ax+b, avec a, b ∈ C.

1.7 Quelques réflexions sur la signification du Théorème fondamental de l’algèbre

Le théorème 1.6.1 justifie en quelque sorte l’existence des nombres complexes C. En effet, pour un
algébriste, une équation quadratique devrait toujours avoir 2 racines puisque c’est une équation avec
un polynôme de degré 2, et de même une équation cubique devrait toujours avoir 3 racines à cause du
polynôme de degré 3. Ou même plus généralement, une équation donnée par un polynôme de degré n
devrait admettre n racines.
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Mais comme on l’a vu, la quadratique x2 + 2 n’a pas de racine réelle... En effet, en Calcul, on
justifie cette remarque en traçant le graphe de y = x2 +2 et en argumentant « Regardez, le graphe ne
coupe pas l’axe des x. » Cela explique tout—ou presque... Mais pour un algébriste ceci ne répond pas à
la question, et il vous dira « il vous manque encore deux racines à trouver » !

En algèbre, nous cherchons à unifier les thèmes en trouvant des points communs à certains types de
problèmes. Nous sommes comme à la conquête de (merveilleuses) solutions universelles, et les nombres
complexes sont un exemple de solution universelle : après avoir ajouté

√
−1, tous les problèmes ont

soudain une solution, x2 +2 admet bien deux racines et ix7 +3x2− (4+ i) admet bien 7 racines !
(Bon, en réalité, « tous » les problèmes ne sont pas complètement résolus. En effet, le Théorème

fondamental de l’algèbre dit qu’il existe des racine, mais il ne dit RIEN sur COMMENT TROUVER
ces racines. Il dit simplement qu’elles existent. On finit donc toujours par revenir au cours de Calcul
pour nous aider à concrètement trouver ces racines.)

Dans le restant de ce livre, nous allons étudier l’algèbre LINÉAIRE, une branche particulière de
l’algèbre, où il s’avère qu’il existe des solutions universelles pour absolument tous les problèmes (non
seulement « l’existence », mais aussi des outils pour réellement trouver ces solutions, wow!).

Exercices
La solution des exercices marqués par un astérisque ⋆ se trouvent à la fin du livre. Essayez-les

d’abord avant de consulter la solution.

Exercice 1.1 ⋆

Écrire les nombres complexes suivants sous forme cartésienne a+bi avec a, b ∈ R.

a) (2+ i)(2+2i).

b)
1

1+ i
.

c)
8+3i
5−3i

.

d)
5+5

√
3 i√

2−
√

2 i
.

e)
(1+2i)(2+5i)

3+4i
.

f)
1− i
2− i

+
2+ i
1− i

.

g)
1

(1− i)(3−2i)
.

Exercice 1.2 ⋆ Trouver la forme polaire des nombres complexes suivants (c’est-à-dire les écrire soit
sous la forme reiθ soit sous la forme r(cosθ + isinθ), avec r ≥ 0 et −π < θ ≤ π) :

a) 3
√

3−3i.

b)
3
√

3−3i√
2+ i
√

2
.
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c)
1−
√

3i
−1+ i

.

d)
5+5

√
3i√

2−
√

2i
.

e)
3+3

√
3i

−2+2i
.

Exercice 1.3 Trouvez le module de chacun des nombres complexes des exercices 1 et 2. (Rappelez-
vous que |zw|= |z| |w| et que si w ̸= 0, alors

∣∣ z
w

∣∣= |z|
|w| .)

Exercice 1.4 ⋆ Si z est un nombre complexe,
(i) Est-il possible que z = z̄?

(ii) Est-il possible que |z̄|> |z|?
(iii) Est-il possible que z̄ = 2z?

Si oui, donnez des exemples pour illustrer la réponse. Si non, expliquez pourquoi l’énoncé est
toujours faux.

Exercice 1.5 Pour les algébristes ...
Montrez qu’il n’existe pas de relation d’ordre sur les nombres complexes, c’est-à-dire qu’il n’existe
pas de relation binaire > ayant la propriété que si x > 0 et y > z alors xy > xz.



2. Géométrie vectorielle

Une grande partie du contenu de ce chapitre est sans doute une revue de la géométrie vectorielle
déjà étudiée au lycée, mais cela nous permettra de préparer le terrain pour les chapitres à venir.

2.1 Vecteurs de Rn

Le mot vecteur vient du latin vehere qui signifie porter, transmettre. De façon abstraite, lorsque l’on
dessine un vecteur avec une flèche, on peut se dire en quelque sorte que le vecteur nous emmène d’un
bout à l’autre de la flèche, dans la direction indiquée par la flèche. Par exemple, on utilise les vecteurs
en physique pour indiquer l’intensité et la direction d’une force.

Dans ce qui suit, nous ferons appel à notre compréhension de la géométrie et de l’algèbre en
dimensions 2 et 3 pour généraliser les idées aux dimensions supérieures.

Algèbre Géométrie
R : nombres réels, scalaires droite réelle
R2 = {(x,y)|x,y ∈ R}, vecteurs u = (x,y) plan
R3 = {(x,y,z)|x,y,z ∈ R}, vecteurs u = (x,y,z) espace tridimensionnel

...
(pourquoi ne pas continuer?)

...
R4 = {(x1,x2,x3,x4)|xi ∈ R}, vecteurs x = (x1,x2,x3,x4)
Hamilton (1843) : extension de C aux hamiltoniens espace temps

n ∈ Z, n > 0 : Rn = {(x1,x2, · · · ,xn)|xi ∈ R},
vecteurs x = (x1, · · · ,xn) espace de dimension n
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Notations :

Voici les différentes notations équivalentes pour écrire un vecteur x de R4 par exemple. Nous les
utiliserons de manière interchangeable :

— x = (1,2,3,4) ;

— x =


1
2
3
4

 ;

— x =
[
1 2 3 4

]T , où l’exposant T signifie qu’on prendre la transposée du vecteur ligne.
(Transposer signifie par définition transformer les lignes en colonnes et vice versa les colonnes
en lignes.)

La notation verticale (également appelée forme matricielle) est la plus facile à lire, mais la première
notation est plus facile à écrire. (La notation verticale vient de la multiplication matricielle que nous
aborderons plus tard).

2.2 Manipulation des vecteurs de Rn

L’algèbre des vecteurs de Rn se déduit directement de celle qu’on connaît déjà dans R2 et R3 :
— égalité : (x1, · · · ,xn) = (y1, · · · ,yn) ⇐⇒ (xi = yi pour tout i ∈ {1, · · · ,n}). En particulier on a

toujours (x1, · · · ,xn) ̸= (y1, · · · ,ym) lorsque n ̸= m ;
— addition : (x1, · · · ,xn)+(y1, · · · ,yn) = (x1 + y1, · · · ,xn + yn) ;
— vecteur nul : 0 = (0,0, · · · ,0) ∈ Rn ;
— inverse additif ou opposé : si x = (x1, · · · ,xn), alors −x = (−x1, · · · ,−xn) ;
— multiplication par un scalaire : soit c ∈ R un scalaire, alors c(x1, · · · ,xn) = (cx1, · · · ,cxn).

Notez que nous n’avons aucun moyen de multiplier deux vecteurs ; néanmoins, ce qui s’en rapproche
le plus est sans doute le produit scalaire, qui multiplie deux vecteurs en un certain sens et renvoie un
scalaire, c’est-à-dire un nombre de R. Dans le cas de la dimension 3, i.e. dans R3, il y a également
le produit vectoriel, qui multiplie deux vecteurs en un certains sens et renvoie un autre vecteur. 1 Il y
a également une méthode pour pour construire des « produits multiples » de n−1 vecteurs de Rn et
d’obtenir une réponse aussi dans Rn. Quoi qu’il en soit, une fois que nous aurons vu le déterminant ,
vous comprendrez plus aisément le sens de la définition du produit vectoriel.

Il existe une interprétation géométrique de chacune des règles algébriques données ci-dessus. Vous
pouvez même les dessiner dimension 2 (voire aussi en dimension 3 si vous dessinez bien !) :

— égalité : deux vecteurs sont égaux ssi ils ont la même longueur et la même direction ;
— addition : règle du parallélogramme;
— vecteur nul : le vecteur de longueur nulle ;
— opposé : la même flèche mais avec tête et queue échangées ;
— multiplication par un scalaire c ∈ R : vecteur dont la longueur est |c| fois celle du vecteur de

départ et dont la direction est inversée si c < 0. Donc deux vecteurs sont parallèles si et seulement
si on peut passer de l’un à l’autre en faisant simplement une multiplication par un scalaire.

1. Il existe aussi des moyens de généraliser ce produit vectoriel de R3 à Rn pour n quelconque, mais la particularité est
que le résultat du produit n’appartient plus à Rn... Cherchez sur le web « algèbre extérieure ».
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2.3 Combinaisons linéaires (concept important !)

Les seules opérations sur les vecteurs que nous utiliserons pour l’instant sont : l’addition et la
multiplication par un scalaire. Nous allons nous intéresser à la question suivante. Si l’on a m vecteurs
de Rn, disons u1, u2, · · · , um, et que l’on s’autorise à les dilater et à les sommer, peut-on obtenir un
nouveau vecteur qui ne figure pas parmi ces m vecteurs?

La réponse est OUI. Donnons un exemple : considérons un vecteur u1 parallèle à la rue Bank,
pointant vers le nord, et un vecteur u2 parallèle à l’avenue Laurier, pointant vers l’est. Alors, en partant
de l’université, on peut se rendre n’importe où dans le centre-ville en combinant des déplacements vers
le nord grâce à u1 (ou vers le sud grâce à son opposé), et vers l’est grâce à u2 (ou vers l’ouest grâce à
son opposé). En revanche, on ne peut pas aller sous terre ni dans les airs car on n’a pas de vecteur qui
nous permet de changer notre hauteur. En fait, on est limité à des déplacements dans le plan du sol, on
ne peut ni aller plus haut, ni aller plus bas.

Algébriquement, tout cela se résume en la définition suivante :

Définition 2.3.1 Étant donnés des scalaires k1,k2, · · · ,km ∈ R et des vecteurs u1,u2, · · · ,um ∈ Rn,
on définit le vecteur

k1 u1 + k2 u2 + · · ·+ km um ∈ Rn,

et on l’appelle combinaison linéaire de u1,u2, · · · ,um avec coefficients (ou poids) k1,k2, · · · ,km.

■ Exemple 2.3.2 Soit u1 = (1,2,3) et u2 = (1,0,0).
Alors x = (17,4,6) est une combinaison linéaire de u1 et de u2 car17

4
6

= 2

1
2
3

+15

1
0
0

 .
Par contre y = (0,1,0) n’est pas une combinaison linéaire de u1 et u2. En effet, l’équation0

1
0

= a

1
2
3

+b

1
0
0

 (2.1)

impliquerait 0
1
0

=

 a
2a
3a

+
b

0
0


=

a+b
2a
3a


et donc

0 = a+b, 1 = 2a, et 0 = 3a,

ce qui est absurde car les deux dernières égalités sont contradictoires : a = 1
2 et a = 0... D’où il ne peut

y avoir de solution à l’équation (2.1), et ainsi y ne peut pas être une combinaison linéaire de u1 et u2. ■
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2.4 Propriétés de l’addition vectorielle et de la multiplication par un scalaire
On a vu que l’addition de deux vecteurs u+v est similaire dans Rn à celle que l’on connaissait dans

R2, et de même pour la multiplication par un scalaire cu. Il en découle donc que toutes les propriétés
algébriques dans R2 de l’addition et de la multiplication par un scalaire restent valables dans Rn. En
d’autres termes, si l’on se donne des vecteurs u,v,w ∈ Rn et des scalaires c,c′ ∈ R, on a :

— u+0 = u ;
— u+(−u) = 0 ;
— (u+v)+w = u+(v+w) ;
— u+v = v+u ;
— c(u+v) = cu+ cv ;
— (c+ c′)u = cu+ c′u ;
— (cc′)u = c(c′u) ;
— 1u = u.

Gardez ces propriétés en tête, car elles sont la clé pour la généralisation aux espaces vectoriels encore
plus généraux que Rn.

2.5 Plus de géométrie : le produit scalaire dans Rn

Le produit scalaire nous donne un moyen algébrique d’étudier certaines propriétés géométriques
intéressantes, comme la longueur d’un vecteur ou l’angle entre deux vecteurs.

Rappelons la définition du produit scalaire dans R3. Soient u = (x1,x2,x3) et v = (y1,y2,y3) deux
vecteurs de R3. Alors leur produit scalaire est définit comme :

u ·v = x1 y1 + x2 y2 + x3 y3.

Notez que le résultat est un scalaire, c’est-à-dire un nombre réel.
Une fois que l’on a introduit le produit scalaire, on peut définir :

— la longueur ou norme de u : ∥u∥=
√

x2
1 + x2

2 + x2
3 =
√

u ·u ;
— la distance entre u et v : ∥u−v∥.

On peut visualiser ceci en dessinant un parallélépipède rectangle dont la diagonale principale est u : on
remarque alors que la longueur de la diagonale principale est donnée par la racine carrée de la somme
des carrés des longueurs des côtés (ceci est vrai par applications répétées du théorème de Pythagore).

Généralisons donc cela à Rn !

Définition 2.5.1 Soient u = (x1, . . . ,xn) et v = (y1, . . . ,yn) des vecteurs de Rn. Alors leur produit
scalaire est défini comme étant :

u ·v = x1 y1 + · · ·+ xn yn,

et la norme de u est définie comme étant :

∥u∥=
√

u ·u =
√

x2
1 + · · ·+ x2

n .

L’espace Rn muni du produit scalaire est parfois décrit comme un espace euclidien de dimension n. a

a. Contrairement à l’« espace-temps de Minkowski » par exemple, où les « longueurs » des vecteurs peuvent être
imaginaires ! Cherchez sur le web « espace de Minkowski ».



2.6 Orthogonalité 33

■ Exemple 2.5.2 Soient u = (1,2,−1,0,1) et v = (1,3,2,1,1). Alors

u ·v = 1+6−2+0+1 = 6

et ∥v∥=
√

1+9+4+1+1 =
√

16 = 4. ■

Notez que pour tout vecteur u ∈ Rn :

∥u∥= 0⇔ u = 0

(parce que la norme est toujours la somme de carrés des composantes réels, et donc n’est jamais nulle,
sauf si chaque composante l’est).

2.6 Orthogonalité
Rappelons que dans R2 et R3, on a l’équivalence :

u ·v = 0 ⇐⇒ u et v sont « orthogonaux » (ou « perpendiculaires »).

Définition 2.6.1 Soient u,v ∈ Rn. On dit que u et v sont orthogonaux si u ·v = 0.

■ Exemple 2.6.2 Les vecteurs (1,2,−2,1) et (4,1,3,0) de R4 sont orthogonaux puisque
1
2
−2
1

 ·


4
1
3
0

= 4+2−6+0 = 0 .

■

2.7 Angles entre vecteurs dans Rn

Dire que deux vecteurs sont orthogonaux dans R2 ou R3 signifie aussi qu’ils se croisent en un
angle droit (soit 90◦). En fait, nous pouvons déterminer l’angle entre deux vecteurs de R2 ou de R3

grâce au produit scalaire. D’où la question : peut-on généraliser ceci ? Nous avons besoin de la formule
suivante :

Théorème 2.7.1 — Inégalité de Cauchy-Schwarz. Si u,v ∈ Rn, alors

|u ·v| ≤ ∥u∥ ∥v∥ .

La preuve 2 est simple.
En appliquant ceci à ∥u+v∥2 = (u+v) · (u+v) on obtient

∥u+v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥,

et on retrouve la fameuse inégalité triangulaire. Notez qu’elle ressemble beaucoup à celle annoncée
pour C dans notre premier chapitre.

2. Pour x ∈ R, considérez la fonction quadratique q(x) = ∥u+ xv∥2. Écrivez le côté droit comme (u+ xv) · (u+ xv),
développez pour obtenir un polynôme de degré 2 et calculez le discriminant « b2−4ac ». Le discriminant doit satisfaire
b2−4ac≤ 0 puisque q(x)≥ 0 pour tout x implique qu’on ne peut pas avoir deux racines réelles distinctes. En simplifiant, on
obtient l’inégalité désirée.
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Définition 2.7.2 Si u,v ∈ Rn et u,v ̸= 0, alors l’angle θ entre u et v est défini comme étant l’unique
nombre θ ∈ R satisfaisant :

— cosθ =
u ·v
∥u∥ ∥v∥

;

— 0≤ θ ≤ π .
(La première condition est une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, puisque cette inégalité
implique que le membre de droite est toujours compris entre−1 et 1. La deuxième condition garantit
l’unicité de θ . )

■ Exemple 2.7.3 L’angle θ formé par u = (0,0,3,4,5) et v = (−1,1,−1,1,2) doit satisfaire :

cos(θ) =
u ·v
∥u∥ ∥v∥

=
11√
50
√

8
=

11
20

,

donc on trouve θ = arccos(11/20). 3
■

Énonçons deux remarques intéressantes :
— Deux vecteurs non nuls u et v sont orthogonaux ssi l’angle entre eux est π

2 (ou 90◦). Comme
cos(π

2 ) = 0, notre formule ci-dessus nous dit que le numérateur u ·v doit être nul. C’est de là que
vient en fait la condition d’orthogonalité u ·v = 0 de la section 2.6.

— Deux vecteurs u et v sont parallèles ssi l’angle entre eux est soit 0◦ soit π . Notons que comme
cos(0) = 1 et cos(π) = −1 , notre formule ci-dessus donne u · v = ±∥u∥ ∥v∥, et le produit
scalaire atteint donc sa valeur maximale dans les deux cas (en terme de valeur absolue).

2.8 Projection orthogonale sur une droite dans Rn

L’idée de la projection orthogonale est la suivante : étant donnés deux vecteurs non nuls u et v, la
projection de v sur u, notée

proju(v),

est l’unique vecteur satisfaisant les deux conditions suivantes :
— proju(v) est parallèle à u (c’est donc un multiple scalaire de u) ;
— v−proju(v) est orthogonal à u (c’est donc un vecteur qui donne un produit scalaire nul avec u).

En particulier, ceci permet de décomposer n’importer quel vecteur v comme la somme suivante :

v = (proju(v))+(v−proju(v)),

dont le premier terme est un vecteur parallèle à u et le second est un vecteur perpendiculaire à u, comme
représentés dans notre figure 2.1.

Alors comment calcule-t-on proju(v)? Ceci s’avère en fait facile. En utilisant la trigonométrie, ou
en résolvant directement les deux conditions ci-dessus, on aboutit à :

proju(v) =
v ·u
∥u∥2 u.

(Attention : le quotient est juste un scalaire. Pour s’en souvenir : si vous projettez v sur u, le résultat est
toujours un vecteur qui est un multiple scalaire du vecteur u. Notez que c’est le même u qui apparaît
aussi dans la norme au dénominateur).

3. À l’aide d’une calculatrice - ce dont vous n’aurez jamais besoin dans ce cours, on arrive à θ ≃ 0.988432≃ 56.6◦.
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FIGURE 2.1 – Projection orthogonale de v sur u.

■ Exemple 2.8.1 Soient u = (1,0,0) et v = (2,3,4). Écrivons v comme une somme de deux vecteurs,
l’un parallèle à u et l’autre orthogonal à u. (Bien sûr, c’est toujours possible de « deviner à tâtons » la
réponse, mais voyons plutôt ce que donne la formule). On calcule

proju(v) =
v ·u
∥u∥2 u =

2+0+0
12 +02 +02

1
0
0

=

2
0
0


et v−proju(v) = (2,3,4)− (2,0,0) = (0,3,4). Notre décomposition est alors

v =

2
3
4

=

2
0
0

+
0

3
4


et il est clair qu’on a obtenu le bon résultat : le premier vecteur est parallèle à u tandis que le second lui
est orthogonal. Notez que c’est la seule paire de vecteurs à satisfaire ceci. ■

■ Exemple 2.8.2 Soient u = (1,1) et v = (2,3). Alors

proju(v) =
v ·u
∥u∥2 u =

2+3
12 +12

[
1
1

]
=

[
5/2
5/2

]
est la projection de (2,3) sur (1,1). ■

Dans la vie de tous les jours, la projection orthogonale est utilisée dans le système UMTS (système
universel de télécommunications mobiles) pour corriger les perturbations et les erreurs dans les signaux,
et pour produire des communications plus fiables.

Remarque : une autre façon d’interpréter la projection orthogonale est de dire que nous trouvons le
point le plus proche de v sur la droite passant par l’origine et dirigée par u. Notre prochain objectif est
donc de discuter de droites et de plans.
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Exercices
La solution des exercices marqués par un astérisque ⋆ se trouvent à la fin du livre. Essayez-les

d’abord avant de consulter la solution.

Exercice 2.1 Donnez l’expression du vecteur nul de R2, de R3 et de R5.

Exercice 2.2 Montrez que u+(v+w) = (u+v)+w pour tous u,v,w ∈ R3.

Exercice 2.3 ⋆ Soient A = (1, 2, 3), B = (−5, −2, 5) et C = (−2, 8, −10), et soit D le milieu du
segment AB. Trouvez les coordonnées du milieu du segment CD.

Exercice 2.4 Résoudre les questions suivantes en utilisant le produit scalaire.

a) Trouvez toutes les valeurs k ∈ R telles que les vecteurs (k, k, 1) et (k, 5, 6) sont orthogonaux.

b) ⋆ Trouvez l’angle entre les vecteurs (0, 3, −3) et (−2, 2, −1).

c) Si A = (2, 4, 1), B = (3, 0, 9) et C = (1, 4, 0), trouver l’angle ∠BAC.

Exercice 2.5 ⋆ Résoudre les problèmes suivants.

a) Si u = (2, 1, 3) et v = (3, 3, 3), trouvez projv u.

b) Si u = (3, 3, 6) et v = (2, −1, 1), trouver ∥projv u∥.

c) Trouver l’angle entre le plan d’équation cartésienne x− z = 7 et le plan d’équation y− z = 234.



3. Droites, plans

Dans le chapitre précédent, nous avons rappelé l’algèbre et la géométrie des vecteurs de R2 et de
R3, puis nous avons généralisé à Rn les notions d’addition vectorielle, de multiplication scalaire, de
produit scalaire, d’orthogonalité et d’angle entre deux vecteurs.

Dans ce qui suit, nous considérerons les droites de R2, ainsi que les droites et les plans de R3. Nous
verrons que certaines notions se généralisent facilement à Rn, mais que d’autres demandent plus de
travail pour aboutir à une généralisation convenable. En fait, trouver ce qui est exactement l’analogue
d’une droite ou d’un plan dans Rn est l’un de nos objectifs dans ce cours.

3.1 Description des droites

Dans R2 ou R3, une droite est définie de manière unique simplement en se donnant un point par
lequel elle passe et un vecteur qui lui donne une direction. Ainsi, la droite L passant par le sommet de
v0 et parallèle à un vecteur d est unique et est décrite par l’ensemble

L = {v0 + td | t ∈ R}.

FIGURE 3.1 – Forme paramétrique vectorielle de L
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En d’autres termes, tout point v de la droite L peut être écrit comme v = v0 + td pour un certain t. Le
vecteur d est appelé vecteur directeur de L .

■ Exemple 3.1.1 Considérons la droite y = 3x+ 2 dans R2. Nous pouvons obtenir une équation
paramétrique de cette droite en posant x = t comme paramètre et en isolant y, et on obtient : x = t et
y = 3t +2. Il est possible de passer à la forme paramétrique vectorielle avec les étapes suivantes :[

x
y

]
=

[
t

3t +2

]
=

[
0+1t
2+3t

]
=

[
0
2

]
+ t
[

1
3

]
.

Ainsi la droite L est décrite par

L =

{[
0
2

]
+ t
[

1
3

]∣∣∣ t ∈ R
}
.

Remarque : Une autre façon d’obtenir une équation paramétrique de la droite L est de prendre
deux points par lesquels elle passe, par exemple (0,2) et (−2

3 ,0), puis de construire le vecteur directeur
d en calculant la soustraction

d =

[
0
2

]
−
[
−2/3

0

]
=

[
2/3
2

]
.

Maintenant, en prenant par exemple v0 = (0,2), on obtient alors :

L =

{[
0
2

]
+ t
[

2/3
2

]∣∣∣ t ∈ R
}
.

Notez qu’on obtient une expression différente de celle qu’on avait précédemment pour L : en fait,
cette manière d’écrire L n’est pas unique car elle dépend de nos choix (on aurait pu plutôt prendre
v0 = (−2

3 ,0) par exemple, ou prendre un vecteur d deux fois plus grand par exemple). Malgré tout,
même si les écritures sont différentes, elle décrivent en fait la même droite L , et donc plusieurs
réponses peuvent être justes (vérifiez ceci avec un dessin !). ■

ATTENTION ! Nous utilisons souvent la variable t ∈ R comme paramètre pour une droite, mais si
on veut comparer deux droites différentes, il faut prendre le soin d’utiliser des lettres différentes, par
exemple t et s, pour représenter les paramètres dans leurs équations respectives !

■ Exemple 3.1.2 Trouvez le point d’intersection (s’il existe) des droites L = {t(1,2) | t ∈ R} et
L ′ = {(0,1)+ t(3,0) | t ∈ R}.

MAUVAISE MÉTHODE : résoudre pour t l’équation vectorielle t(1,2) = (0,1)+ t(3,0). Cette
méthode ne donne pas de solution t... En fait, ça vient du fait que les deux droites n’arrivent pas au
point d’intersection au même temps t. Pourtant, sur un dessin, on voit que ces deux droites se croisent.
Elles se croisent donc avec des paramètres t et s différents !

MÉTHODE CORRECTE : Trouver les paramètres s et t tels que t(1,2) = (0,1)+ s(3,0). On
obtient t = 1

2 et s = 1
6 et donc le point d’intersection est (1

2 ,1). Ouf ! ■

Pour une droite de Rn, la forme

L = {v0 + td | t ∈ R}

est appelée forme vectorielle de L ou forme paramétrique vectorielle de L . Remarquez que dans
R2, on peut aussi décrire une droite L par une équation du type ax+by = c, qu’on appelle équation
cartésienne de L , mais PAS dans R3 car sinon cette équation décrirait alors un plan ! ! Voir section 3.3.
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Notez que la forme paramétrique nous permet aussi d’obtenir des équations paramétriques. Par
exemple dans R3, si l’on se donne v0 = (a,b,c) et d = (d1,d2,d3), alors notre droite L est l’ensemble
de tous les points v = (x1,x2,x3) tels que

x1 = a+ td1,

x2 = b+ td2,

x3 = c+ td3,

pour un certain paramètre t ∈ R.

3.2 Remarques sur la géométrie des droites
Voici quelques observations à propos des droites :

— Il n’y a qu’une seule droite dans R : c’est la droite réelle R elle-même...
— Deux droites disjointes dans R2 peuvent soit être parallèles, soit se croiser en un unique point.
— Deux droites disjointes dans R3 peuvent soit être parallèles, soit se croiser en un unique point,

soit être gauches. Dans les deux premiers cas, elles sont contenues dans un plan (qui est même
unique), mais dans le troisième cas il n’existe pas de plan qui les contient toutes les deux (par
contre, on peut trouver deux plans parallèles distincts contenant chacun une des deux droites).

3.3 Description des plans dans R3

Rappelez-vous que les plans dans R3 peuvent être décrits par une équation cartésienne ; c’est-à-dire
par l’ensemble des points (x,y,z) tels que

ax+by+ cz = d ,

où n = (a,b,c) est un vecteur normal au plan, et où d ∈ R.
Comment avons-nous obtenu cette équation ? Si v0 est un point quelconque du plan, alors un point

v appartient au plan ssi (v−v0) ·n = 0.
Donc le plan passant par v0 et de vecteur normal n est donné par

W = {v ∈ R3|(v−v0) ·n = 0}.

■ Exemple 3.3.1 Le plan passant par v0 = (1,0,3) et de vecteur normal n = (−1,1,2) est

W = {v ∈ R3|(v−v0) ·n = 0}
= {(x,y,z)|((x,y,z)− (1,0,3)) · (−1,1,2) = 0}
= {(x,y,z)|− (x−1)+(y−0)+2(z−3) = 0}
= {(x,y,z)|− x+ y+2z = 5} .

(Notez que les coefficients dans l’équation cartésienne nous permettent de retrouver l’expression d’un
vecteur normal). ■

Le vecteur normal est utile dans de nombreuses situations. En voici un exemple.
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FIGURE 3.2 – Équation cartésienne d’un plan

Exercice 3.3.2 Trouvez la distance du point P = (1,2,3) au plan W d’équation cartésienne
3x−4z =−1.
Solution Soit A un point quelconque du plan W , disons A = (1,0,1), et soit Q le point (inconnu)
du plan W le plus proche de P. En d’autres termes Q est la projection orthogonale a de P sur W ,
voir la définition dans la section 2.8. Comme on peut le voir sur la figure ci-dessous, ceci revient à
calculer la longueur de la projection du vecteur rouge PA = A−P sur le vecteur normal n en bleu.

Distance du point P au plan W .

On a donc

∥P−Q∥= ∥projn(P−A)∥
= ∥proj(3,0,−4)(0,2,2)∥

=
∥∥∥ 0+0−8

32 +(−4)2 (3,0,−4)
∥∥∥

=
8
25
∥(3,0,−4)∥

=
8
25

√
25 =

8
5
.
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a. Voici une preuve. Si Q′ est un autre point quelconque sur W , ∥P−Q′∥2 = ∥P−Q+Q−Q′∥2 = ∥P−Q∥2 +∥Q−
Q′∥2 (car P−Q et Q−Q′ sont perpendiculaires, donc le théorème de Pythagore s’applique). Ainsi ∥P−Q′∥2 ≥∥P−Q∥2.

Dans ce qui suit, nous abordons une question plus simple : l’intersection de deux plans.

Exercice 3.3.3 Trouvez l’intersection des plans x+ y+ z = 3 et x− y− z = 2.
Solution Nous devons trouver tous les points (x,y,z) qui satisfont les deux équations. Si on soustrait
la deuxième équation de la première, on obtient 2y+2z = 1, ce qui donne y = 1

2 − z. Alors, à partir
de la première équation, nous avons x = 3− (1

2 − z)− z = 5
2 . Mais z peut être arbitraire et donc on

peut le considérer comme paramètre (appelons le t). On a alors

x =
5
2
, y =

1
2
− t, z = t

qui est la droite suivante (écrite sous forme vectorielle) :

L =


5/2

1/2
0

+ t

 0
−1
1

 |t ∈ R

 .

3.4 Géométrie des plans dans R3

On définit l’« angle » entre deux plans comme étant l’angle aigu entre deux de leurs vecteurs
normaux (bien que prouver que ceci à un sens demande quelques réflexions).

Avant de développer plus, comparons les plans de R2 avec ceux de R3 :
— Le seul plan dans R2 est... R2 lui-même!
— R3 admet une infinité de plans, et deux plans disjoints de R3 peuvent soit être parallèles, soit se

couper en une droite.
Après ceci, on peut alors se poser des questions sur R4, n’est-ce pas? Ceci dit, nous n’avons pas

de bonne façon pour décrire (pour l’instant) un plan dans R4, ni même dans Rn de manière générale
pour tout n≥ 4 : en effet, une équation paramétrique vectorielle en une variable donne une droite ; et
une équation cartésienne donne un hyperplan de dimension n−1... En fait, les équations cartésiennes
donnent des objects différents selon la dimension de Rn :

n Équation dans Rn Objet géométrique
1 ax = b point
2 ax+by = c droite
3 ax+by+ cz = d plan
4 ax1 +bx2 + cx3 +dx4 = e ??

L’idée derrière tout ça est qu’une équation réduit le degré de liberté (ou la dimension, pour utiliser
la terminologie à venir), et donc le résultat est toujours un objet de dimension n−1 appelé un hyperplan
lorsque n−1≥ 3.

Voici ce qu’on se dit : puisque l’intersection non-vide de deux plans disjoints de R3 est une droite,
l’intersection non-vide de deux hyperplans disjoints de R4 devrait donner un plan. Wow! C’est une
idée sur laquelle nous reviendrons dans les prochains chapitres.

Mais pour l’instant, revenons à quelque chose de plus concret, dans R3, et regardons comment
construire facilement des vecteurs normaux d’un plan.
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3.5 Produit vectoriel dans R3

Tout d’abord, on adopte la notation suivante :

î =

1
0
0

 , ĵ =

0
1
0

 , k̂ =

0
0
1

 .
Cette notation est intéressante puisqu’alors (x,y,z) = x î+ y ĵ+ z k̂.

Dans la suite, nous utiliserons également la notation du déterminant qui est très pratique à ce niveau.
Le produit vectoriel de u = (x,y,z) et v = (x′,y′,z′) est le vecteur noté u×v et donné par

u×v =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
x y z
x′ y′ z′

∣∣∣∣∣∣
=
(
yz′− y′z,−(xz′− x′z),xy′− x′y

)
=

(∣∣∣∣y z
y′ z′

∣∣∣∣ ,− ∣∣∣∣x z
x′ z′

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣x y
x′ y′

∣∣∣∣) .

Exercice 3.5.1 Calculez (1,2,3)× (4,5,6).
Solution Écrivez ceci comme un déterminant puis développez :∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
1 2 3
4 5 6

∣∣∣∣∣∣= (12−15,−(6−12),5−8) = (−3,6,−3).

Exercice 3.5.2 Déterminez (4,5,6)× (1,2,3).
Solution De même que dans l’exercice précédent on a :∣∣∣∣∣∣

î ĵ k̂
4 5 6
1 2 3

∣∣∣∣∣∣= (15−12,−(12−6),8−5) = (3,−6,3) ,

Notez qu’on a obtenu le vecteur opposé à celui d’avant : (4,5,6)× (1,2,3) =−(1,2,3)× (4,5,6).

Par ailleurs, on remarque que :

(1,2,3) · (3,−6,3) = 3−12+9 = 0, (4,5,6) · (3,−6,3) = 12−30+18 = 0.

Mais rien de tout cela n’est le fruit du hasard !

Théorème 3.5.3 — Propriétés du produit vectoriel. Soient u,v,w ∈ R3. Alors :
— u×v =−v×u ;
— (u×v) ·u = 0 ;
— (u×v) ·v = 0 ;
— (u+v)×w = u×w+v×w ;
— ∥u×v∥= ∥u∥ ∥v∥sin(θ), où 0≤ θ ≤ π est l’angle entre u et v. Il s’agit en fait de l’aire du

parallélogramme formé par u et v.
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Notez qu’en général u× (v×w) ̸= (u×v)×w ; par exemple : î× (k̂× k̂) = 0 mais (î× k̂)× k̂ =−î.
Par conséquent, le produit vectoriel n’est ni commutatif ni associatif.

Ainsi, si deux vecteurs u et v sont parallèles, alors leur produit vectoriel est nul. Sinon, leur
produit vectoriel est non-nul, c’est l’un des deux vecteurs orthogonaux à la fois à u et à v, de longueur
∥u∥ ∥v∥sinθ , où θ est l’angle entre u et v. Le produit vectoriel est utilisé par exemple en physique
pour mesurer le moment d’une force (le moment traduit l’aptitude de cette force à faire tourner un
système mécanique autour d’un point). Il sert aussi à déterminer le troisième vecteur d’une base de
R3 avec la règle des trois premiers doigts de la main droite. Notez qu’une formule facile à retenir est
î× ĵ = k̂ et ses permutations cycliques.

3.6 Première application du produit vectoriel : Les vecteurs normaux
Le produit vectoriel donne un vecteur normal aux plans définis par u et v.

Exercice 3.6.1 Trouvez l’équation du plan contenant les trois points A = (1,2,3), B = (1,0,0) et
C = (0,1,1).
Solution Les vecteurs BA = (0,2,3) et BC = (−1,1,1) sont tous les deux parallèles au plan
passant par A,B,C, donc tout vecteur n normal au plan doit être orthogonal à chacun des deux
vecteurs, et la réciproque est aussi vraie. Par le théorème 3.5.3, on peut donc prendre le produit
vectoriel des deux vecteurs :

n = BA×BC =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
0 2 3
−1 1 1

∣∣∣∣∣∣= (−1,−3,2) .

(Vérifiez votre réponse ! Ce vecteur n devrait être orthogonal à BA et à BC.)
L’équation du plan a donc la forme suivante :

−x−3y+2z = d .

Enfin, pour trouver d, on utilise un point du plan, disons B = (1,0,0), et on obtient d =−1.

3.7 Deuxième application du produit vectoriel : volumes d’un parallélépipède
(produit mixte)

Théorème 3.7.1 — Volume d’un parallélépipède. Le volume du parallélépipède dont les côtés
sont les vecteurs u, v et w de R3 est

|(u×v) ·w|.

Notez que l’ordre des vecteurs n’a pas d’importance.

Nous pouvons le prouver en utilisant davantage de trigonométrie. Le volume du parallélépipède
est l’aire de la base (un parallélogramme) fois sa hauteur. Cependant, l’aire de la base est la norme du
produit vectoriel de deux des vecteurs (∥u×v∥) et sa hauteur sera de ∥w∥cos(θ), où θ est l’angle entre
w et un vecteur normal à la base.
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Exercice 3.7.2 Trouvez le volume du parallélépipède dont les côtés sont u = (1,0,1), v = (1,2,2)
et w = (10,0,0).
Solution On a

u×v =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
1 0 1
1 2 2

∣∣∣∣∣∣= (−2,−1,2)

et donc
(u×v) ·w = (−2,−1,2) · (10,0,0) =−20 .

D’où le volume est de 20.

Et quelle déduction peut-on faire si l’on a l’égalité (u×v) ·w= 0 ? On aurait donc un parallélépipède
de volume nul, ce qui signifie que ce n’est pas vraiment un parallélépipède... En fait, cette égalité
signifie que les trois vecteurs se trouvent tous dans le même plan. Nous dirons que ces vecteurs sont
coplanaires, puisque contenus dans le même plan, et linéairement dépendants (terminologie clé pour la
suite), puisqu’on peut exprimer un vecteur en fonction des autres.

3.8 Remarques finales sur les droites, les plans et les objets de dimensions supé-
rieures dans Rn

Faisons quelques réflexions sur certaines idées que nous explorerons aux prochains chapitres.
Nous avons introduit des bons moyens d’exprimer les droites et les plans dans R2 et R3 : équations
paramétriques et équations cartésiennes. Cependant, dans R4, ces deux techniques échouent pour
décrire un objet « bi-dimensionnel » alors que notre intuition nous amène à penser qu’ils existent bel et
bien.

Ou bien, peut-être pouvons-nous généraliser les procédés des petites dimensions aux grandes
dimensions??

Pour rappel, pour obtenir une droite, nous avons vu qu’il suffit d’avoir un seul paramètre (un degré
de liberté) :

L = {v0 + td1 | t ∈ R} .
Si maintenant on utilise deux paramètres s et t et deux vecteurs non colinéaires d1 et d2, on obtient un
plan :

W = {v0 + sd1 + td2 |s, t ∈ R} .
En d’autres termes, c’est le plan de vecteur normal d1×d2 et passant par le point v0. Ce sera la clé
pour généraliser les notions aux dimensions supérieures.

Nous généraliserons prochainement ce type d’énoncé en vue de mieux comprendre les sous-espaces
des espaces vectoriels dans le cas général.

Exercices
Exercice 3.1 Répondez aux questions suivantes en n’utilisant que le produit vectoriel et/ou le
produit scalaire.

a) Pour u = (3, −1, 4) et v = (−1, 6, −5), calculez u×v.

b) ⋆ Trouvez tous les vecteurs de R3 qui sont orthogonaux à la fois à (−1,1,5) et à (2,1,2).

c) Si u = (4, −1, 7), v = (2, 1, 2) et w = (−1, −2, 3), déterminez (u×v)×w.
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d) ⋆ Si u = (−4, 2, 7), v = (2, 1, 2) et w = (1, 2, 3), déterminez u · (v×w).

Exercice 3.2 Même consigne qu’à l’exercice précédent.

a) Trouvez l’aire du parallélogramme défini par les vecteurs u = (1, −1, 0) et v = (2, −3, 1).

b) ⋆ Trouvez l’aire du triangle dont les trois sommets sont A = (−1, 5, 0), B = (1, 0, 4) et
C = (1, 4, 0).

c) Trouvez l’aire du triangle dont les trois sommets sont P = (1, 1, −1), Q = (2, 0, 1) et
R = (1, −1, 3).

d) ⋆ Trouvez le volume du parallélépipède formé par les vecteurs u = (1, 1, 0), v = (1, 0, −1)
et w = (1, 1, 1).

e) Trouvez le volume du parallélépipède formé par u = (1,−2,3), v = (1,3,1) et w = (2,1,2).

Exercice 3.3 Résolvez les problèmes suivants dans R3.

a) ⋆ Trouvez le point d’intersection du plan dont l’équation cartésienne est 2x+2y− z = 5 et de la
droite d’équations paramétriques x = 4− t, y = 13−6t, z =−7+4t.

b) ⋆ Si L est la droite passant par (1, 1, 0) et (2, 3, 1), trouvez le point d’intersection de L avec
le plan d’équation cartésienne x+ y− z = 1.

c) Trouvez le point d’intersection de la droite d’équations paramétriques x = t−1, y = 6− t,
z =−4+3t avec la droite d’équations x =−3−4t, y = 6−2t, z =−5+3t.

d) Déterminez si les plans d’équations cartésiennes 2x− 3y+ 4z = 6 et 4x− 6y+ 8z = 11 se
croisent ou non.

e) Trouvez la droite à l’intersection des plans d’équation cartésienne 5x+7y−4z = 8 et
x− y =−8.

f) ⋆ Trouvez la droite à l’intersection des plans d’équations cartésiennes x+ 11y− 4z = 40 et
x− y =−8.

Exercice 3.4 Résolvez les problèmes suivants dans R3.

a) Trouvez la distance du point (0, −5, 2) au plan d’équation cartésienne 2x+3y+5z = 2.

b) ⋆ Trouvez la distance du point (−2, 5, 9) au plan d’équation cartésienne 6x+2y−3z =−8.

c) Trouvez la distance entre le point (5, 4, 7) et la droite passant par les points (3, −1, 2) et
(3, 1, 1).

d) ⋆ Trouvez la distance entre le point (8, 6, 11) et la droite passant par les points (0, 1, 3) et
(3, 5, 4).

e) Trouvez l’angle entre les plans d’équations cartésiennes x− z = 7 et y− z = 234.
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Exercice 3.5 Trouvez les équations paramétriques et la forme vectorielle de chacune des droites
suivantes :

a) La droite passant par les points (3, −1, 4) et (−1, 5, 1).

b) ⋆ La droite passant par (−5, 0, 1) et parallèle aux deux plans d’équations cartésiennes
2x−4y+ z = 0 et x−3y−2z = 1.

c) La droite passant par (1, 1, −1) et perpendiculaire au plan d’équations cartésiennes
2x− y+3z = 4.

Exercice 3.6 Trouvez une équation cartésienne pour chacun des plans suivants :

a) Le plan contenant (3,−1,4), (−1,5,1) et (0,2,−2).

b) ⋆ Le plan parallèle au vecteur (1,1,−2) et contenant les points (1,5,18) et (4,2,−6).

c) Le plan passant par les points (2,1,−1) et (3,2,1) et parallèle à l’axe x.

d) ⋆ Le plan contenant les deux droites {(t−1,6−t,−4+3t) | t ∈R} et {(−3−4t,6+2t,7+5t) |
t ∈ R}.

e) Le plan contenant à la fois le point (−1,0,2) et la droite à l’intersection des deux plans
3x+2y− z = 5 et 2x+ y+2z = 1.

f) ⋆ Le plan contenant le point (1,−1,2) et la droite {(4,−1+2t,2+ t) | t ∈ R}.

g) Le plan passant par l’origine et parallèle aux deux vecteurs (1,1,−1) et (2,3,5).

h) ⋆ Le plan passant par le point (1, −7, 8) et perpendiculaire à la droite
{(2+2t,7−4t,−3+ t) | t ∈ R}.

i) Le plan passant par le point (2, 4, 3) et perpendiculaire aux plans d’équations cartésiennes
x+2y− z = 1 et 3x−4y = 2.

Exercice 3.7 Trouvez la forme vectorielle pour les plans W dont les équations cartésiennes sont les
suivantes (c’est-à-dire, trouvez un point a ∈W et deux vecteurs u,v ∈ R3 non-nuls et non-parallèles
entre eux mais parallèles au plan W , tels que W = {a+ su+ tv | s, t ∈ R}) :

a) x− y− z = 3.

b) ⋆ x− y−2z = 4.

c) 2x− y+ z = 5.

d) y+2x =−3.

e) x− y+2z = 0.

f) x+ y+ z =−1.

Exercice 3.8 ⋆ Soient u,v et w des vecteurs quelconques de R3. Déterminez lesquels des énoncés
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suivants pourrait être faux et donnez un exemple pour justifier chacune de vos réponses.

(1) u ·v = v ·u.
(2) u×v = v×u.
(3) u · (v+w) = v ·u+w ·u.
(4) (u+2v)×v = u×v.
(5) (u×v)×w = u× (v×w).

Exercice 3.9 ⋆ Soient u,v et w des vecteurs de R3. Lesquels des énoncés suivants sont (toujours)
vrais ? Justifiez vos réponses quand c’est VRAI et donnez un contre-exemple lorsque c’est FAUX.

(i) (u×v) ·v = 0.
(ii) (v×u) ·v =−1.
(iii) (u×v) ·w est le volume du parallélépipède formé par u, v et w.
(iv) ||u×v||= ||u|| ||v|| cosθ , où θ est l’angle entre u et v.
(v) |u ·v|= ||u|| ||v|| cosθ , où θ est l’angle entre u et v.

Exercice 3.10 Prouvez l’identité u× (v×w) = (u ·w)v− (u ·v)w pour tous u,v,w ∈ R3 comme
suit. Dénotez D(u,v,w) la soustraction entre le côté gauche de l’identité et le côté droit.

Tout d’abord, par les propriétés des produits scalaires et vectoriels, il est facile de montrer les
identités suivantes pour tout k ∈ R et tout u,v,w,u′,v′,w′ ∈ R3 :

(i) D(ku+u′,v,w) = k D(u,v,w)+D(u′,v,w),

(ii) D(u,kv+v′,w) = k D(u,v,w)+D(u,v′,w),

(iii) D(u,v,kw+w′) = k D(u,v,w)+D(u,v,w′),

(iv) D(u,v,w) =−D(u,w,v).

(On résume les propriétés (i)–(iii) en disant que « D est linéaire en tous les arguments ». Nous en
reparlerons lorsque nous aborderons les transformations linéaires).

Ensuite, puisque chaque vecteur de R3 est une combinaison linéaire de î = (1,0,0), ĵ = (0,1,0)
et k̂ = (0,0,1), il suffit de vérifier qu’on a toujours

D(u,v,w) = 0

lorsque u ∈ {î, ĵ, k̂} et que (v,w) est une des 6 paires de deux éléments distincts de {î, ĵ, k̂}. En se
limitant à ces 3× 6 = 18 possibilités, il est facile de voir que D(u,v,w) est égal à zéro à moins
que u = v ou u = w. Enfin, il reste à vérifier D(u,u,w) = 0 que dans les 6 cas où u ∈ {î, ĵ, k̂} et
w ∈ {î, ĵ, k̂}\{u}, ce qui conclut la preuve.





II

On a vu que l’algèbre de R2

et R3 s’étend facilement à
Rn. Alors il est naturel de se
demander quels autres types
d’objets mathématiques satis-
font les mêmes propriétés al-
gébriques que Rn. Nous for-
mulerons cette question dans
cette partie et nous étudie-
rons de nombreux exemples
familiers.
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4. Espaces vectoriels

Jusqu’à présent, nous avons vu qu’il n’est pas trop difficile de généraliser certaines notions sur
les vecteurs de R2 ou R3 à l’espace plus général Rn. Avec cette idée en tête, nous appelons toujours
vecteurs les éléments de Rn, même si nous ne pouvons plus vraiment les dessiner avec une flèche dans
l’espace.

Dans le chapitre 2 sur la géométrie vectorielle, nous avons aussi rencontrer quelques problèmes.
Parmi les questions principales, on se demandait : quel est l’analogue des droites et des plans en
dimensions supérieures? Et comment les décrire ?

Dans ce chapitre, nous nous attaquons à ces questions, et pour ce faire, nous revenons un peu en
arrière pour voir jusqu’à quel point nous pouvons généraliser la notion d’espace vectoriel. Est-ce que
Rn est le seul objet qui se comporte comme R2 et R3, ou y a-t-il d’autres objets mathématiques qui, si
on les regarde de la bonne façon, se comportent également comme R2 et R3 ?

4.1 Un premier exemple
Jusqu’ici, on ne peut nier le fait que les éléments de R, R2 et R3 sont des vecteurs géométriques,

puisqu’on peut les dessiner avec une flèche. Nous sommes également d’accord que nous pouvons
toujours appeler vecteurs les éléments de Rn pour n≥ 4.

Cherchons maintenant des « vecteurs » qui ne sont pas dans Rn (et qui ne seront pas non plus
géométriques).

■ Exemple 4.1.1 L’espace des équations « linéaires »
Considérons les trois équations E1, E2 et E3 suivantes :

E1 : x− y− z =−1;

E2 : 2x− y+ z = 1;

E3 : −x+2y+4z = 4.
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Nous pouvons obtenir une nouvelle équation à partir de ces trois équations, en calculant par exemple

E4 = E2−2E1 : y+3z = 3

ou encore
E5 = E1 +E3 : y+3z = 3 .

On peut même dire qu’alors
E2−2E1 = E1 +E3,

et il est légitime de ré-écrire ceci comme

3E1−E2 +E3 = 0 ,

où « 0 » ici représente l’équation « 0 = 0 ».
Mais que signifie réellement ceci ?

— On peut additionner deux équations pour en obtenir une autre.
— On peut multiplier une équation par un scalaire et avoir une autre.
— Il existe une équation nulle donnée par « 0 = 0 ». Appelons-la disons E0.
— Les équations ont des opposés : l’opposé de E1 est

−E1 :−x+ y+ z = 1.

Pourquoi est-ce l’opposé? Simplement parce que (E1)+(−E1) = E0.
— Les « règles habituelles de l’arithmétique » sont respectées :

— E1 +E2 = E2 +E1 (« commutativité ») ;
— E1 +(E2 +E3) = (E1 +E2)+E3 (« associativité ») ;
— k(E1 +E2) = kE1 + kE2 ;
— (k+ l)E1 = kE1 + lE1 ;
— (kl)E1 = k(lE1) ;
— 1E1 = E1.

En d’autres termes, on retrouve exactement les propriétés de Rn qu’on avait introduites dans le
chapitre précédent ! Donc, même si nous n’avons pas (encore) de moyen d’écrire les « équations »
comme des n-uplets de nombres, on peut voir que, algébriquement, elles se comportent vraiment
comme des vecteurs. ■

! Idée importante #1 (de ce chapitre) : il existe en fait de nombreux espaces
vectoriels autres que Rn.

Pour comprendre l’intérêt de notre méthode, donnons un peu plus de détails.
Considérons l’espace E de toutes les équations « obtenues à partir » des équations E1, E2 et E3.

Plus précisément, on dit que E est généré par ou engendré par ces trois équations, et il s’écrit :

E = {k1E1 + k2E2 + k3E3 | ki ∈ R}.

En fait, c’est l’ensemble des toutes les combinaisons linéaires de E1, E2 et E3, et on peut montrer que
E satisfait les critères d’un espace vectoriel dans le sens où il vérifie tous les points de la liste ci-dessus
(on reviendra sur une définition plus formelle dans la suite).

À présent, une question que l’on peut se poser est : étant donné y0 ∈ R, est-ce que l’équation
« y = y0 » est un élément de E ? C’est-à-dire, est-ce que nous pouvons l’écrire comme combinaisons
linéaire de E1, E2 et E3 pour certains coefficients k1,k2,k3 ?
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■ Exemple 4.1.2 Traitons une question plus facile : pouvons-nous trouver a,b,y0 ∈ R de sorte que
l’équation y = y0 soit égale à aE1 +bE2 ?
Réponse : NON, jamais. Pourquoi ?
Dans l’équation aE1 +bE2, le coefficient devant la variable x est a+2b, et celui devant z est −a+b.
On veut obtenir une équation de la forme « y = y0 » qui ne dépend que de la variable y, donc les
coefficients devant x et z sont forcément nuls, c’est-à-dire a+2b = 0 et −a+b = 0. De ceci, on déduit
que nécessairement a = 0 et b = 0 (vérifiez-le), ce qui donne aE1 +bE2 = E0, l’équation nulle. Donc
on ne pourra jamais obtenir une équation de la forme y = y0 à partir de E1 et E2 seulement... ■

(Nous considérerons plus tard des questions plus difficiles, mais la technique plus sophistiquée de
l’élimination de Gauss-Jordan qu’on introduira au chapitre 11 sera en fait entièrement basée sur cette
idée de ne prendre que des combinaisons linéaires d’équations).

Application : la stœchiométrie est la science qui étudie comment produire un certain composé
chimique en faisant des réaction de composés chimiques élémentaires. En d’autres termes, si l’on
dénote E l’ensemble de toutes les réactions chimiques possibles, on peut dire que la stœchiométrie
cherche la meilleure combinaison (linéaire) de réactions de E qui donnera le résultat souhaité.

! Idée importante #2 (des deux prochains chapitres) : Pour répondre à certains
problèmes, nous aurons besoin de comprendre les notions de sous-espace vectoriel
et d’ensemble générateur.

4.2 Alors, de quoi avons-nous vraiment besoin?

Idée : Les vecteurs n’ont pas besoin d’être géométriques ni même des n-upplets. Cependant nous
voulons avoir des propriétés similaires à celles connues sur les vecteurs. (Notez que nous allons mettre
en pause les propriétés géométriques (comme le produit scalaire) pour quelques temps et nous nous
concentrons sur l’algèbre).

Nous avons donc besoin de :
— un ensemble V , dont les éléments seront appelés « vecteurs » ;
— une loi pour l’« addition » de deux « vecteurs » (notée +) ;
— une loi pour la « multiplication par un scalaire » d’un « vecteur » par un scalaire c ∈ R (notée ·

ou sans symbol),
tels que les 10 axiomes suivants sont vérifiés :
Fermeture (ces deux axiomes garantissent que V est « suffisamment grand »)

(1) La somme de deux vecteurs doit être à nouveau un vecteur : si u,v ∈V , alors u+v ∈V .
(2) Le multiple scalaire d’un vecteur est un vecteur : si u ∈V et c ∈ R, alors cu ∈V .

Existence (ces deux axiomes garantissent que V satisfait les critères élémentaires de l’algèbre)
(3) Il doit exister un vecteur nul 0 dans V qui satisfait 0+u = u pour tout u ∈V .
(4) Chaque vecteur de V doit admettre un opposé dans V : pour u ∈V , il doit exister un vecteur
v ∈V tel que u+v = 0. On note habituellement −u = v l’opposé de u.

Critères d’arithmétique (Ces axiomes garantissent que les opérations se comportent comme dans Rn)
Pour tous u,v,w ∈V et tous c,d ∈ R :
(5) u+v = v+u ;
(6) u+(v+w) = (u+v)+w ;
(7) c(u+v) = cu+ cv ;
(8) (c+d)u = cu+du ;
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(9) c(du) = (cd)u ;
(10) 1u = u.

Définition 4.2.1 Tout ensemble V muni de deux lois + et · satisfaisant ces 10 axiomes est appelé
espace vectoriel.

Notez qu’on peut aussi ajouter les deux formules suivantes pour tout vecteur u ∈V :

0 ·u = 0 et −u = (−1) ·u,

mais ce ne sont pas des axiomes car on peut les obtenir à partir des 10 axiomes ci-dessus comme montré
dans l’exercice 4.14.

4.3 Exemples d’espaces vectoriels

■ Exemple 4.3.1 Munis des opérations habituelles + et ·, les ensembles R, R2, . . ., Rn sont tous des
espaces vectoriels. ■

■ Exemple 4.3.2 L’ensemble E de toutes les équations linéaires en n variables muni des opérations
habituelles est un espace vectoriel. ■

■ Exemple 4.3.3 L’ensemble V = {0} muni des lois suivantes 0+ 0 = 0 et c · 0 = 0 est un espace
vectoriel. C’est l’espace vectoriel nul. (Attention : par contre, l’ensemble vide /0 n’est pas un espace
vectoriel car il ne contient pas 0 et donc il contredit l’axiome (3).) ■

■ Exemple 4.3.4 L’ensemble V = {(x,2x)|x ∈ R} muni des opérations standards de R2 est un espace
vectoriel car :

— FERMETURE (1) Soient u,v ∈V . On peut écrire u = (x,2x) et v = (y,2y) pour certains x ∈ R
et y ∈ R. Il suit que u+v = (x+ y,2x+2y) = (x+ y,2(x+ y)), qui est bein dans V parce qu’il
est de la forme (z,2z) avec z = x+ y ∈ R.

— FERMETURE (2) Soient u = (x,2x) et c ∈ R. Alors cu = (cx,c(2x)) = (cx,2(cx)) qui est à son
tour dans V , car il a la forme (z,2z) avec z = cx ∈ R.

— EXISTENCE (3) Le vecteur nul de R2 est 0 = (0,0) et il est dans V (prendre x = 0). Il satisfait
la condition 0+u = u pour tout u ∈ R2, donc a fortiori il vérifie la même condition pour tout
u ∈V puisque V ⊆ R2. D’où l’existence d’un vecteur nul dans V .

— EXISTENCE (4) L’opposé de u = (x,2x) est −u = (−x,−2x) = (−x,2(−x)), puisque (x,2x)+
(−x,2(−x)) = (0,0), et on voit que (−x,2(−x)) est bien dans V . D’où l’existence d’un opposé
dans V .

— CRITÈRES D’ARITHMÉTIQUE : comme on l’a vu dans les chapitres précédents, ces critères
fonctionnent pour TOUS vecteurs u,v,w de R2, donc ils fonctionnent encore pour TOUS vecteurs
u,v,w de V puisque V ⊆ R2.

Ainsi V est un bien espace vectoriel car il vérifie les 10 axiomes. ■

■ Exemple 4.3.5 L’ensemble V = {(x,x+2)|x ∈ R} muni des opérations habituelles dans R2 N’EST
PAS un espace vectoriel. (Voir l’exercice 4.1, question (8), pour une variante avec une opération
différente.)

Pour montrer que V n’est pas un espace vectoriel, il suffit de donner UN SEUL contre-exemple
parmi les 10 axiomes, même si l’axiome n’est faux que pour UN SEUL vecteur. (Car dans un espace
vectoriel, TOUS les axiomes doivent TOUJOURS être vrais et pour tout vecteurs.)
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Ceci étant dit, analysons quand même tous les axiomes juste pour voir comment ceux-ci peuvent
échouer de manières différentes.

— FERMETURE (1) Prenez (x,x+ 2) et (y,y+ 2) de V . Alors leur somme (x+ y,x+ y+ 4) n’a
PAS la bonne forme (z,z+ 2), par exemple prenez z = 0. En d’autres termes, lorsque vous
ajoutez deux éléments de V , vous vous retrouvez à l’extérieur de V . Cet ensemble n’est donc
PAS FERMÉ pour l’addition, et l’axiome (1) n’est pas vérifié.

— FERMETURE (2) Prenez c ∈ R et u = (x,x+2) ∈V . Alors cu = (cx,cx+2c), et pour c ̸= 1 on
a cu /∈V ... Donc V n’est PAS FERMÉ pour la multiplication par scalaire, et l’axiome (2) n’est
pas vérifié.

— EXISTENCE (3) Le vecteur nul 0 = (0,0) de R2 n’est pas dans V , puisque on ne peut pas avoir
(0,0) = (z,z+2) quelque soit z ∈ R. Plus généralement, on peut montrer que V n’admet aucun
vecteur nul, et donc l’axiome (3) n’est pas vérifié.

— EXISTENCE (4) L’opposé de u = (x,x+2) dans R2 est −u = (−x,−x−2), mais il n’est pas un
élément de V . Plus généralement, on peut montrer qu’il n’y a pas l’existence de l’inverse pour
tous les éléments de V , et donc l’axiome (4) n’est pas vérifié.

— CRITÈRES D’ARITHMÉTIQUE (5)-(10) : ils sont tous vrais car V est un sous-ensemble de R2.
En fait, l’ensemble V n’est pas un espace vectoriel car nous l’avons « mal choisi », il ne passe pas par le
point 0 ∈R2 et c’est en fait un sous-espace affine de R2... (Voir sur internet pour plus d’informations). ■

! Ce qu’il faut retenir : un sous-ensemble d’un espace vectoriel ne peut être un
espace vectoriel vectoriel que s’il contient le vecteur nul 0. En particulier les
droites et les plans qui ne passent pas par l’origine ne sont pas des espaces
vectoriels.

Définition 4.3.6 Une matrice est un tableau de nombres. Elle est généralement notée entre crochets,
et on dit que sa taille est m×n si elle comporte m lignes et n colonnes. Par exemple,[

1 2 3
4 5 6

]
est une matrice de 2×3. Deux matrices de la même taille peuvent être additionnées composante par
composante comme suit : [

1 2
3 4

]
+

[
5 6
7 8

]
=

[
6 8
10 12

]
,

et nous pouvons aussi les multiplier par des scalaires en multipliant toutes ces composantes par ce
scalaire :

2
[

1 2
3 4

]
=

[
2 4
6 8

]
.

Notez que deux matrices sont égales si, et seulement si, toutes leurs composantes sont deux-à-deux
égales. Par exemple : [

1 2
3 4

]
̸=
[

3 4
1 2

]
.

■ Exemple 4.3.7 L’ensemble V = M22(R) =
{[

a b
c d

]∣∣∣a,b,c,d ∈ R
}

muni des opérations ci-dessus
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est un espace vectoriel. Vérifions les axiomes.
(1),(2) Les critères de fermeture sont vérifiés car (1) la somme de deux matrices de taille 2×2 est encore

une matrice 2×2 ; et (2) les multiples scalaires d’une matrice 2×2 sont encore des matrices
2×2.

(3),(4) Les critères d’existence sont aussi satisfaits : (3) le vecteur nul est 0 =
[

0 0
0 0

]
∈ M22(R) car

A+0 = A pour toute matrice A ; et (4) l’opposé de M =
[

a b
c d

]
est −M =

[
−a −b
−c −d

]
∈M22(R)

car lorsqu’on les additionne on obtient la matrice nulle.
Les critères d’arithmétique (5)-(10) découlent des propriétés déjà connues de R4. Il est donc facile de
les vérifier, mais on inclut quand bien même les preuves ci-dessous, avec parfois quelques techniques
différentes. Considérons u =

[
u1 u2
u3 u4

]
, v =

[
v1 v2
v3 v4

]
deux matrices, et soient c,d ∈ R. Alors :

(5) u+v =

[
u1 + v1 u2 + v2
u3 + v3 u4 + v4

]
et v+u =

[
v1 +u1 v2 +u2
v3 +u3 v4 +u4

]
. D’où u+v = v+u.

(6) u+(v+w) =

[
u1 u2
u3 u4

]
+

[
v1 +w1 v2 +w2
v3 +w3 v4 +w4

]
=

[
u1 +(v1 +w1) u2 +(v2 +w2)
u3 +(v3 +w3) u4 +(v4 +w4)

]
, et (u+v)+

w =

[
(u1 + v1)+w1 (u2 + v2)+w2
(u3 + v3)+w3 (u4 + v4)+w4

]
. D’où u+(v+w) = (u+v)+w.

(7) On a bien c(u+v) = cu+ cv :

c(u+v) = c
[

u1 + v1 u2 + v2
u3 + v3 u4 + v4

]
=

[
c(u1 + v1) c(u2 + v2)
c(u3 + v3) c(u4 + v4)

]
=

[
cu1 + cv1 cu2 + cv2
cu3 + cv3 cu4 + cv4

]
=

[
cu1 cu2
cu3 cu4

]
+

[
cv1 cv2
cv3 cv4

]
= cu+ cv .

(8) On a bien (c+d)u = cu+du :

(c+d)u = (c+d)
[

u1 u2
u3 u4

]
=

[
(c+d)u1 (c+d)u2
(c+d)u3 (c+d)u4

]
=

[
cu1 +du1 cu2 +du2
cu3 +du3 cu4 +du4

]
=

[
cu1 cu2
cu3 cu4

]
+

[
du1 du2
du3 du4

]
= cu+du,

(9) On veut montrer que a(bu) = (ab)u. Comparons la i-ème composante de chaque côté, pour
1≤ i≤ 4. À gauche, la i-ème composante est a(bui), tandis qu’à droite elle est (ab)ui. Comme
on compare ces valeurs dans R qui est un espace vectoriel, on en déduit qu’on a bien l’égalité
des i-ièmes composantes, et par la suite on obtient l’égalité désirée a(bu) = (ab)u.
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(10) La i-ième entrée de 1u est 1ui, qui est égal à la i-ème entrée ui de u. D’où 1u = u.
Ainsi M22(R) muni de ces opérations est un espace vectoriel. ■

! Plus généralement, l’ensemble Mmn(R) de toutes les matrices m×n, muni d’opé-
rations similaires à celles décrites ci-dessus, est également un espace vectoriel, et
ceci est vrai pour tout m,n≥ 1 !

Notre prochain exemple est l’espace de fonctions. Nous établissons d’abord quelques notations.

Définition 4.3.8 Soit [a,b] = {x ∈ R |a≤ x≤ b} un intervalle. On dénote par

F
(
[a,b]

)
= { f | f : [a,b]→ R}

l’ensemble de toutes les fonctions définies sur [a,b] et à valeurs dans R. Pour f ,g ∈F ([a,b]), on dit
que f = g si et seulement si f (x) = g(x) pour tout x ∈ [a,b]. Aussi, nous définissons f +g comme
la fonction qui associe à x la valeur f (x)+g(x), c’est-à-dire :

( f +g)(x) = f (x)+g(x) ,

et pour tout scalaire c ∈ R, c f est la fonction qui à x associe c f (x), c’est-à-dire :

(c f )(x) = c( f (x)).

Géométriquement, l’addition correspond à l’addition verticale des graphes de f et de g, et la
multiplication par scalaire correspond à la dilatation du graphe de f par un coefficient c.

■ Exemple 4.3.9 Espace des fonctions
Muni des ces deux lois, l’ensemble F ([a,b]) est un espace vectoriel.
La vérification est laissée au lecteur. (Les critères de fermeture sont vrais par définition. Notez que

le vecteur nul est donné par la fonction nulle 0 qui associe à tout x la valeur 0 ; l’opposé de f est la
fonction − f qui à x associe − f (x) ; et que les axiomes d’arithmétique sont une conséquence de ceux
sur R.) ■

■ Exemple 4.3.10 Nous pouvons également considérer F (R), l’ensemble de toutes les fonctions
de R dans R, muni des mêmes opérations. Il s’agit là encore d’un espace vectoriel ! Notez que par
exemple cos(x) et x+ x2 sont dans F (R), et toute fonction polynomiale est également dans F (R). En
revanche, des fonctions comme 1

x ou tan(x) ne sont pas dans F (R) car elles ne sont pas définies sur R
tout entier... ■

Dans plusieurs de nos exemples, les axiomes d’arithmétique (5)-(10) étaient automatiquement
vérifiés car ils étaient vrais pour un « plus grand » ensemble de vecteurs. En d’autres termes, nous
disposons d’un raccourci pour vérifier si un sous-ensemble d’un espace vectoriel est aussi un espace
vectoriel (avec les mêmes opérations !). Si c’est bien le cas, on l’appellera sous-espace vectoriel.
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Exercices
Dans les exercices suivants, indiquez si l’énoncé est VRAI ou FAUX.

— S’il est VRAI, donnez une explication (une preuve) qui montre pourquoi ceci est vrai en toute
généralité. Il faut que le raisonnement fonctionne pour tous les vecteurs, pas uniquement pour
certains.

— S’il est FAUX, donnez un contre-exemple précis qui montre que ça ne peut pas être vrai.

Exercice 4.1 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la loi d’addition + indiquée.
En d’autres termes, prendre deux éléments u et v de l’ensemble, les additionner et vérifier si u+v
appartient aussi à l’ensemble.

1. {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R}, avec l’addition standard de R2.
2. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0}, avec l’addition standard de R2.
3. {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 1}, avec l’addition standard de R2.
4. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0}, avec l’addition standard de R2.
5. {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 0}, avec l’addition standard de R3.
6. ⋆ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1}, avec l’addition standard de R3.
7. {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}, avec l’addition standard de R4.
8. ⋆ {(x,x+2)∈R2 | x∈R}, avec une addition non-standard : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+x′,y+y′−2).
9. {(x,y,z) ∈ R3 | x+ 2y+ z = 1}, avec une addition non standard : (x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+

x′,y+ y′,z+ z′−1).

Exercice 4.2 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la loi de multiplication par
scalaire indiquée.

1. {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R}, avec la multiplication par scalaire standard de R2.
2. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0}, avec la multiplication par scalaire standard de R2.
3. {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 1}, avec la multiplication par scalaire standard de R2.
4. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0}, avec la multiplication par scalaire standard de R2.
5. {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 0}, avec la multiplication par scalaire standard de R3.
6. ⋆ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1}, avec la multiplication par scalaire standard de R3.
7. {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}, avec la multiplication par scalaire standard de R4.
8. ⋆ {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R}, avec une multiplication par scalaire non-standard : pour k ∈ R,

k⊛ (x,y) = (kx, ky−2k+2).

9. {(x,y,z) ∈ R3 | x+ 2y+ z = 1}, avec une multiplication par scalaire non-standard : pour
k ∈ R,

k⊛ (x,y,z) = (kx, ky, kz− k+1).

Exercice 4.3 Déterminez si les sous-ensembles suivants de F (R) = { f | f : R→ R} sont fermés
pout l’addition standard de fonctions dans F (R). (Rappelez-vous que F (R) est l’espace de toutes
les fonctions à valeurs réelles en une variable réelle ; c’est-à-dire toutes les fonctions avec domaine
exactement R et dont les valeurs sont dans R).

1. { f ∈F (R) | f (2) = 0}.
2. ⋆ { f ∈F (R) | f (2) = 1}.
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3. { f ∈F (R) | f (1) = 2}.
4. ⋆ { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.
5. { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) = f (x)}.
6. ⋆ { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.
7. { f ∈F (R) | f est dérivable deux fois et satisfait, pour tout x ∈ R, f ′′(x)+ f (x) = 0}.

Exercice 4.4 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la multiplication par scalaire
standard des fonctions de F (R).

1. { f ∈F (R) | f (2) = 0}.
2. ⋆ { f ∈F (R) | f (2) = 1}.
3. { f ∈F (R) | f (1) = 2}.
4. ⋆ { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.
5. { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) = f (x)}.
6. ⋆ { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.
7. { f ∈F (R) | f est dérivable deux fois et satisfait, pour tout x ∈ R, f ′′(x)+ f (x) = 0}.

Exercice 4.5 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés sous l’opération standard d’addition
de matrices de M22(R).

1.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b = c

}
.

2. ⋆
{[

a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

3.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad−bc = 0

}
.

4. ⋆
{[

a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad = 0

}
.

5.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ bc = 1

}
.

Exercice 4.6 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la multiplication par scalaire
standard des matrices de M22(R).

1.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b = c

}
.

2. ⋆
{[

a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

3.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad−bc = 0

}
.

4. ⋆
{[

a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad = 0

}
.
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5.

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ bc = 1

}
.

Exercice 4.7 On considère les sous-ensembles suivants de Rn, et on les munit de certaines lois
d’addition et de multiplication par scalaire réel (dites « opérations vectorielles » ) comme indiquées
ci-dessous. À chaque fois, vérifiez s’il existe un vecteur nul 0 dans le sous-ensemble. Sinon, justifiez
votre réponse.

(Remarque : dans les deux dernières questions, comme les opérations vectorielles ne sont pas
standards, le vecteur nul ne sera probablement pas celui auquel vous êtes habitués...)

1. {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R}, avec les opérations vectorielles standards de R2.
2. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0}, avec les opérations vectorielles standards de R2.
3. {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 1}, avec les opérations vectorielles standards de R2.
4. ⋆ {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0}, avec les opérations vectorielles standards de R2.
5. {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 0}, avec les opérations vectorielles standards de R3.
6. ⋆ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1}, avec les opérations vectorielles standards de R3.
7. {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}, avec les opérations vectorielles standards de R4.
8. ⋆ {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′−2). Multiplication par

scalaire : pour k ∈ R : k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).
9. {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} ; Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′,z+ z′−1). Multi-

plication par scalaire : pour k ∈ R : k⊛ (x,y,z) = (kx,ky,kz− k+1).

Exercice 4.8 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :
1. ⋆ Pour chacun des sous-ensembles de l’exercice 4.3, déterminez si la fonction nulle 0 de F (R)

y appartient.
2. Pour chacun des sous-ensembles de l’exercice 4.5, déterminez si la matrice nulle 0 de M22(R)

y appartient.

Exercice 4.9 On considère les sous-ensembles suivants de Rn, et on les munit de certaines lois
d’addition et de multiplication par scalaire réel (dites « opérations vectorielles » ) comme indiquées
ci-dessous. Dans chaque cas, si possible, vérifiez si l’opposé de tout vecteur du sous-ensemble
appartient à aussi ce dernier.

Encore une fois, comme les opérations vectorielles ne sont pas standards, l’opposé d’un vecteur
ne sera probablement pas celui auquel on pourrait s’attendre...

1. {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′−2). Multiplication par
scalaire : pour k ∈ R : k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

2. {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} ; Addition :

(x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′,z+ z′−1).

Multiplication par scalaire : pour k ∈ R : k⊛ (x,y,z) = (kx,ky,kz− k+1).

Exercice 4.10 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :
1. ⋆ Déterminez si les sous-ensembles de l’exercice 4.1 (étant données les opérations des exercices



4.3 Exemples d’espaces vectoriels 61

4.1 et 4.2, ligne par ligne) sont des espaces vectoriels.
2. Déterminez si les sous-ensembles de F (R) de l’exercice 4.3, munis des opérations vectorielles

standards de F (R), sont des espaces vectoriels.
3. Déterminez si les sous-ensembles de M22(R) de l’exercice 4.5, munis des opérations vecto-

rielles standards de M22(R), sont des espaces vectoriels.

Exercice 4.11 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :
1. ⋆ Déterminez si les sous-ensembles de F (R) des l’exercice 4.3 sont des espaces vectoriels.
2. Pour chacun des sous-ensembles de l’exercice 4.3, déterminez si la fonction nulle 0 de F (R)

y appartient.
3. Pour chacun des sous-ensembles de l’exercice 4.5, déterminez si la matrice nulle 0 de M22(R)

y appartient.

Exercice 4.12 Justifiez clairement vos réponses aux points suivants :
1. Soit V = R2 muni des lois suivantes.

Addition :
(x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′−2).

Multiplication par scalaire, pour k ∈ R,

k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Vérifiez que R2, avec ces nouvelles lois, est bien un espace vectoriel.
2. Soit V = R3 muni des lois suivantes. Addition :

(x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+ x′,y+ y′,+y,z+ z′−1).

Multiplication par scalaire : pour k ∈ R,

k⊛ (x,y,z) = (kx,ky,kz− k+1).

Vérifiez que R3, avec ces nouvelles opérations, est un espace vectoriel.
Notez que, dans ces cas, les axiomes d’arithmétique (5) à (10) ne sont pas vérifiés automati-
quement, il faut les vérifier à la main, car les opérations ne sont pas standards... Par exemple,
le critère de distributivité k⊛ (u+̃v) = k⊛ u+̃k⊛ v ne découlent pas de façon évidente de
l’opération usuelle !

Exercice 4.13 Soit E = {« ax+by+ cz = d » | a,b,c,d ∈ R} l’ensemble des équations linéaires
à coefficients réels en les variables x, y et z. On munit E des opérations habituelles sur les équa-
tions (telles que vues dans l’exemple 4.1.1), qu’on note ici « ⊕ » pour l’addition et « ⊛ » pour la
multiplication par scalaire. On rappelle qu’elles sont définies comme suit :

« ax+by+ cz = d »⊕« ex+ f y+gz = h » = « (a+ e)x+(b+ f )y+(c+g)z = d +h »
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et
∀k ∈ R, k⊛« ax+by+ cz = d » = « kax+ kby+ kcz = k d ».

Prouvez que E est un espace vectoriel.

Exercice 4.14 (Pour les mathématiciens curieux)
1. Parmi les axiomes définissant un espace vectoriel V , il n’y a pas le fait que 0v = 0 pour tous

les vecteurs v ∈V . (Ici, le zéro du côté gauche de l’équation est le scalaire zéro, tandis que le
zéro du côté droit dénote le vecteur nul.)
Pourtant, il est en effet vrai dans tout espace vectoriel que 0v = 0 quel que soit le vecteur
v ∈V .
Prouvez-le en utilisant quelques-uns des axiomes d’un espace vectoriel.

2. Dans un espace vectoriel V , l’énoncé « (−1)v =−v pour tout vecteur v ∈V » n’est pas non
plus un axiome, où le « (−1)v » désigne la multiplication de v par le scalaire −1, et le « −v »
désigne le vecteur opposé au vecteur v (dont l’existence est garantie par l’un des axiomes).
Pourtant, il est en effet vrai dans chaque espace vectoriel que (−1)v = −v quel que soit le
vecteur v ∈V .
Prouvez-le en utilisant quelques-uns des axiomes d’un espace vectoriel. Vous pouvez utiliser
le résultat de la question 1.

3. Soit /0 = {} l’ensemble vide. Peut-on trouver des lois vectorielles de telles manière à ce que
l’ensemble vide soit un espace vectoriel ?

4. Enfin, voici un autre espace vectoriel intéressant : soit V l’ensemble des séries entières. Une
série entière est une expression de la forme

∞

∑
n=0

anxn = a0 +a1x+a2x2 + · · ·

où les coefficients an sont des nombres réels. On définit l’addition par la formule

∞

∑
n=0

anxn +
∞

∑
n=0

bnxn =
∞

∑
n=0

(an +bn)xn

et la multiplication par scalaire, pour c ∈ R

c
∞

∑
n=0

anxn =
∞

∑
n=0

canxn.

Montrez qu’il s’agit d’un espace vectoriel. a

a. Notez que ce ne sont pas des fonctions définies sur R en général, car la plupart du temps, si vous remplacez x par
une valeur non nulle, la somme n’a aucun sens (terme technique : « la série diverge »). Les séries qui sont « convergentes »
sont celles pour lesquelles on peut trouver un sens pour certaines valeurs de x ; elles incluent les séries entières de ex,
cos(x) ou encore sin(x), fonctions que nous avons déjà vues dans notre premier chapitre. Les « séries » sont des outils
extrêmement utiles dans le calcul différentiel et intégrale. Si vous avez de la chance, vous en apprendrez davantage sur le
sujet dans certains cours de Calcul !
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion d’espace vectoriel : c’est un ensemble V
muni de deux lois (addition et multiplication par scalaire) satisfaisant 10 axiomes. La moralité est que,
algébriquement, un espace vectoriel n’est au final pas si différent que ça de Rn (du moins, ils ont des
comportements similaires avec l’addition et avec la multiplication par scalaire).

Nous avons aussi présenté des exemples d’espaces vectoriels particuliers :
— Rn pour n≥ 1 ;
— E , l’espace des équations linéaires en 3 variables ;
— F ([a,b]), l’espace des fonctions définies sur l’intervalle [a,b] ;
— F (R), l’espace des fonctions définies sur la droite réelle ;
— Mm×n(R), l’espace des matrices m×n avec entrées réelles,

pour lesquels nous avons dû vérifier les 10 axiomes. Mais nous avons remarqué que parfois axiomes
d’arithmétique (5)-(10) sont « automatiquement » vérifiés, sous prétexte que nous avons un sous-
ensemble d’un espace vectoriel pour les mêmes lois.

Examinons cela plus attentivement.

5.1 Sous-espaces d’un espace vectoriel

Dans ce qui suit, considérons V un espace vectoriel et W ⊆V un sous-ensemble de V .

■ Exemple 5.1.1 Soit V = R2, qui est bien un espace vectoriel, et soit W = {(x,2x)|x ∈ R}, qui est
bien un sous-ensemble de V . Avec les mêmes opérations d’addition et de multiplication par scalaire
que celles sur R2, que faudrait-il vraiment savoir pour décider si W est un espace vectoriel ?

Fermeture : (1) Fermeture pour l’addition : si (x,2x) et (y,2y) sont dans W , alors (x,2x)+(y,2y) =
(x+ y,2(x+ y)) qui est dans W car c’est de la forme (z,2z) ∈W avec z = x+ y. Le premier axiome est
donc vrai.
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(2) Fermeture pour la multiplication par scalaire : si (x,2x) ∈ W et c ∈ R, alors c(x,2x) =
(cx,2(cx)) ∈W , ce qui montre que ce critère est aussi vérifié.

Existence : (3) Le vecteur nul est 0 = (0,0), qui est bien dans W . Cependant nous n’avons pas
besoin de vérifier que 0+u = u pour tout u ∈W , car nous savons déjà que c’est vrai pour tout u ∈V
(en effet V est un espace vectoriel donc satisfait l’axiome (3)). Donc il suffit de vérifier que 0 ∈W !

(4) Si u ∈W , on a que −u = (−1)u appartient à W grâce au point (2). Remarquez que cette égalité
découle du fait que V est un espace vectoriel.

Critères d’arithmétique : (5) - (10) Tous ceux-ci sont vrais pour tous les vecteurs de V , donc ils
le sont aussi en particulier pour tous les vecteurs du sous-ensemble W ⊂V . Nous n’avons donc pas
besoin de les vérifier à nouveau non plus !

En conclusion, on obtient assez rapidement que W est un espace vectoriel ! ■

Définition 5.1.2 Un sous-ensemble W d’un espace vectoriel V est appelé un sous-espace (vectoriel)
de V si W est un espace vectoriel muni des même lois d’addition et de multiplication que scalaire
sur V .

■ Exemple 5.1.3 W = {(x,2x)|x ∈ R} est un sous-espace de R2.
■

Théorème 5.1.4 — Test du sous-espace. Soit V un espace vectoriel et soit W ⊆ V un sous-
ensemble. Alors W est un sous-espace de V si et seulement si les 3 conditions suivantes sont
vérifiées :

1. 0 ∈W ;
2. W est fermé pour l’addition ; c’est-à-dire, pour tous u,v ∈W , u+v ∈W ;
3. W est fermé pour la multiplication par scalaire ; c’est-à-dire, pour tous u ∈W et r ∈R, ru ∈W .

Considérez ce théorème comme un raccourci pour vérifier si un ensemble donné est un espace
vectoriel ou non. Nous avons vu dans l’exemple ci-dessus pourquoi cela se résume à ces trois axiomes. 1

5.2 Exemples
Dans cette section, nous appliquons le test du sous-espace (cf. théorème précédent) pour donner

davantage d’exemples d’espaces vectoriels. Les exercices suggérés incluent de nombreux exemples de
sous-ensembles, dont certains pour lesquels on ne peut pas appliquer le test du sous-espace (car les
opérations ne sont pas les mêmes) ou pour lesquels le test du sous-espace échoue. Il est recommandé de
résoudre le maximum d’exercices pour développer une intuition sur ce qu’est vraiment un sous-espace
(et sur ce que n’est pas un sous-espace) !

Exercice 5.2.1 Déterminez si l’ensemble T = {u ∈ R3|u · (1,2,3) = 0}, muni des opérations
standards sur R3, est un sous-espace de R3.

1. Vous vous demandez peut-être pourquoi nous devons inclure le premier point, surtout que « 0u = 0 » découle de la
fermeture pour la multiplication par scalaire. On peut en fait ignorer le point 1, mais seulement si l’ensemble W n’est pas
vide. Autrement dit, si W n’est pas vide, il suffit en fait de vérifier les points 2 et 3. MAIS de manière générale, le point 1 est
très facile à vérifier, et lorsque ce point 1 est faux, on peut conclure directement que W n’est pas un sous-espace. C’est donc
un moyen assez rapide d’exclure certains ensembles et nous l’utiliserons assez régulièrement.
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Solution Notez d’abord que T ⊂ R3 et que T ̸= R3. En fait, T est le plan d’équation

x+2y+3z = 0 ,

puisque (1,2,3) est un vecteur normal à T . Comme nous utilisons les opérations standards sur R3,
on peut appliquer le test du sous-espace :

1. Est-ce que 0 ∈ T ? Oui, puisque 0 = (0,0,0) satisfait la condition u · (1,2,3) = 0.
2. T est-il fermé pour l’addition?

Oui. En effet, pour tout u, v ∈ T , on a u · (1,2,3) = 0 et v · (1,2,3) = 0, et donc

(u+v) · (1,2,3) = (u · (1,2,3))+(v · (1,2,3)) = 0+0 = 0 .

Il suit que u+v ∈ T et donc que T est fermé pour l’addition.
3. T est-il fermé pour la multiplication par scalaire?

Oui. En effet, soient k ∈ R et u ∈ T . Par définition on a u · (1,2,3) = 0).
Pour voir si ku ∈ T on regarde si (ku) · (1,2,3) = 0.
On a bien (ku) · (1,2,3) = k(u · (1,2,3)) = k(0) = 0.
Donc ku ∈ T et T est fermé pour la multiplication par scalaire.

D’où, T est un sous-espace de R3.

Notez que nous aurions pu en fait remplacer le vecteur (1,2,3) par n’importe quel autre vecteur n
et le résultat aurait été le même. Plus généralement, on a le résultat suivant :

! Tout plan dans R3 passant par l’origine est un sous-espace de R3.

En fait, si un plan ne passe pas par l’origine, alors il ne satisfait pas la première condition du test
du sous-espace test. Ceci nous amène à dire que :

! Tout plan dans R3 qui NE PASSE PAS par l’origine N’EST PAS un sous-espace
de R3.

Remarque : on appelle d’ailleurs plan affine un plan qui ne passe pas par 0.

Exercice 5.2.2 Pour v ∈ Rn on définit L = {tv | t ∈ R} comme étant la droite de Rn passant par
l’origine et ayant pour vecteur directeur le vecteur v. On munit l’ensemble L des opérations standards
sur Rn. Est-il alors un sous-espace de Rn ?
Solution Comme T est muni des mêmes opérations que Rn, on peut appliquer le test du sous-
espace :

1. On prenant t = 0 on observe que 0 ∈ L.
2. Si tv et sv sont deux vecteurs de L, alors tv+ sv = (t + s)v qui est encore un multiple de v et

donc appartient à L. Donc L est fermé pour l’addition.
3. Si tv ∈ L et k ∈R, alors k(tv) = (kt)v, qui est aussi un multiple de v et est donc un vecteur de

L. Ainsi L est fermé pour la multiplication par scalaire.
En conclusion L est bien un sous-espace de Rn.

De même que ci-dessus, nous avons plus généralement que :
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! Toute droite de Rn passant par l’origine est un sous-espace de Rn. Récipro-
quement, toute droite de Rn qui NE PASSE PAS par l’origine N’EST PAS un
sous-espace de Rn.

Exercice 5.2.3 Soit V = F (R) l’espace vectoriel de toutes les fonctions définies sur R tout entier
et à valeurs dans R, et soit P l’ensemble de tous les fonctions polynomiales qui peuvent être écrites
comme :

p(x) = a0 +a1x+a2x2 + · · ·+anxn

pour certains n≥ 0 et ai ∈ R. L’ensemble P est-il un espace vectoriel ?
Solution Nous notons d’abord (cela n’est pas forcément évident) que les opérations habituelles
d’addition de deux polynômes et de multiplication d’un polynôme par un scalaire sont exactement
les mêmes que les opérations standards sur l’espace F (R) des fonctions. Donc on a bien l’inclusion
P ⊂F (R) avec les mêmes opérations dans les deux ensembles, et on peut appliquer le test du
sous-espace :

1. Est-ce que 0 ∈ P? Rappelez-vous que 0 est la fonction nulle. En fait, c’est aussi le polynôme
nul p(x) = 0+0x+0x2 (ou simplement p(x) = 0.) Donc c’est un polynôme et alors 0 ∈ P.

2. L’ensemble P est-il fermé pour l’addition? Oui, car la somme de deux polynômes est à
nouveau un polynôme (on ne peut pas obtenir une fonction quelconque comme l’exponentielle
par exemple).

3. L’ensemble P est-il fermé pour la multiplication par scalaire ? Oui, car multiplier un polynôme
par un scalaire donne encore un polynôme.

D’où P est un sous-espace de F (R), et est en particulier un espace vectoriel.

Définition 5.2.4 La transposée d’une matrice A de taille m×n est la matrice de taille n×m, notée
AT , dont les lignes sont exactement les colonnes de A. Par example,[

a b
c d

]T

=

[
a c
b d

]
.

Exercice 5.2.5 Soit S = {A ∈M22(R)|AT = A} l’ensemble des matrices symétriques 2×2 (avec
les opérations standards sur Mmn(R)). Est-ce que S est un espace vectoriel ?
Solution Comme S⊂M22(R) et qu’il est muni des même opérations que M22(R), nous pouvons
appliquer le test du sous-espace.

Toutefois, il est utile de se familiariser avec cet ensemble S. Réécrivez-le :

S =

{[
a b
c d

]∣∣∣[a b
c d

]T

=

[
a b
c d

]}

=

{[
a b
c d

]∣∣∣[a c
b d

]
=

[
a b
c d

]}
=

{[
a b
b d

]∣∣∣a,b,d ∈ R
}
.

Tout à coup, on y voit plus clair !
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1. En prenant a = 0, b = 0 et d = 0 on voit que la matrice nulle 0 appartient bien à S.
2. On prend deux matrices arbitraires dans S et on les additionne comme suit[

a b
b d

]
+

[
a′ b′

b′ d′

]
=

[
a+a′ b+b′

b+b′ d +d′

]
.

C’est à nouveau dans S, car c’est bien de la forme typique d’un vecteur de S (c’est-à-dire les
entrées (1,2) et (2,1) de la matrice sont bien égales). Donc S est fermé pour l’addition.

3. Soit k ∈ R. Alors

k
[

a b
b d

]
=

[
ka kb
kb kd

]
est à nouveau un vecteur de S, et donc S est fermé pour multiplication par scalaire.

En conclusion, S est un sous-espace de M22(R), et S est donc bien un espace vectoriel.

Exercices
Exercice 5.1 Pour chacun des sous-ensembles suivants, déterminez si c’est un sous-espace de
l’espace vectoriel indiqué. Sauf indication contraire, supposez que l’espace vectoriel est muni des
opérations standards.

Rappelez-vous que certains raccourcis sont utiles et rapides : nous avons vu que (1) toute droite
ou tout plan passant par l’origine dans Rn est un sous-espace. Dans le prochain chapitre, nous verrons
(2) le Théorème 6.4.1 qui énonce que toute « enveloppe linéaire » est un sous-espace, c’est-à-dire
que si W = Vect{v1, . . . ,vk} pour certains vecteurs v1, . . . ,vk d’un espace vectoriel V , alors W est un
sous-espace de V . En fait, une fois qu’on aura vu le Théorème 6.4.1, on n’utilisera même plus le test
du sous-espace, il ne sera là qu’en dernier recours !

a) {(2x,x) ∈ R2 | x ∈ R} dans R2.

b) ⋆ {(x,x−3) ∈ R2 | x ∈ R} dans R2.

c) {(x,y) ∈ R2 | xy = 0} dans R2.

d) {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} dans R2.

e) ⋆ {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0} dans R2.

f) {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 1} dans R2.

g) ⋆ {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0} dans R2.

h) {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 0} dans R3.

i) ⋆ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} dans R3.

j) {(x,y,z) ∈ R3 | xyz = 0} dans R3.

k) ⋆ {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0} dans R4.

l) {(x,y,z,w) ∈ R4 | xy = zw} dans R4.
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m) ∗ {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} dans R2 muni des opérations non-standards suivantes :
Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y−2).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

n) ∗ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} dans R3 muni des opérations non-standards suivantes :
Addition : (x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+ x′,y+ y′,z+ z′−1).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊛ (x,y,z) = (kx,ky,kz− k+1).

Exercice 5.2 Pour chacun des sous-ensembles suivants, déterminez si c’est un sous-espace de
F (R) = { f | f : R→ R} muni de ses opérations standards. (Ici, vous devrez utiliser le test du
sous-espace sauf peut être pour la dernière partie.).

a) { f ∈F (R) | f (2) = 0}.

b) ⋆ { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

c) { f ∈F (R) | f (1) = 2}.

d) ⋆ { f ∈F (R) | for all x ∈ R, f (x)≤ 0}.

e) { f ∈F (R) | for all x ∈ R, f (−x) = f (x)}.

f) ⋆ { f ∈F (R) | for all x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.

g) { f ∈F (R) | f est dérivable deux fois et pour tout x ∈ R, f ′′(x)+ f (x) = 0}.

h) ⋆ P= {p ∈F (R) | p est un polynôme en une variable x}.

Exercice 5.3 Déterminez si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces de

P= {p ∈F (R) | p est une fonction polynomiale en la variable x}

muni de ses opérations standards. (Dans certaines questions, vous pouvez utiliser le fait que tout
ensemble qui est de la forme Vect{v1, . . . ,vn} est forcément un sous-espace).

a) {p ∈ P | deg(p) = 2}. a

b) ⋆ {p ∈ P | deg(p)≤ 2}.

c) Pn = {p ∈ P | deg(p)≤ n}.

d) ⋆ {p ∈ P2 | p(1) = 0}.

e) {p ∈ P2 | p(1) = 2}.

f) ⋆ {p ∈ P3 | p(2) p(3) = 0}.

g) {p ∈ P3 | p(2) = p(3) = 0}.

h) ⋆ {p ∈ P2 | p(1)+ p(−1) = 0}.
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a. Rappelez-vous que le degré d’un polynôme p(x) = anxn + · · ·+a1x+a0 est le plus grand k tel que le coefficient ak
est non-nul : deg(p) = max{k | ak ̸= 0}.

Exercice 5.4 Déterminez si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces de M22(R) muni de
ses opérations standards. (Si vous avez déjà lu les chapitres suivants, vous serez capable dans certaines
question d’utiliser le fait que tout ensemble qui est de la forme Vect{v1, . . . ,vn} est forcément un
sous-espace.)

a)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b = c

}
.

b) ⋆

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a = d = 0 & b =−c

}
.

c)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

d) ⋆

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ bc = 1

}
.

e)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad = 0

}
.

f)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad−bc = 0

}
.





6. Enveloppe linéaire dans un espace vectoriel

Notre objectif dans ce chapitre est de rendre l’infini fini ! Tous 1 les sous-espaces dans ce manuel
sont des ensembles avec une infinité de vecteurs. Nous avons différentes manières de décrire un
sous-espace, par exemple :

(1) W = {objets | conditions sur les objets}, e.g.

W =
{
(x,y,z) ∈ R3 | x−2y+ z = 0

}
;

(2) U = {des objets avec des paramètres | paramètres sont réels}, e.g

S =

{[
a b
b d

]∣∣∣a,b,d ∈ R
}
.

Chacune des notations (1) et (2) a ses avantages et ses inconvénients. Dans ce chapitre, nous allons voir
que l’on peut décrire simplement mais complètement un sous-espace donné sous la forme (2) grâce à
une liste finie de vecteurs.

Cette idée est cruciale lorsqu’il s’agit de l’appliquer dans le monde réel. Lorsque vous devez envoyer
un sous-espace à quelqu’un d’autre (comme dans un code correcteur d’erreurs), il est BEAUCOUP
plus simple d’envoyer seulement n vecteurs et de dire : « prenez-en l’enveloppe linéaire », plutôt
que d’essayer de communiquer numériquement un ensemble infini défini par des équations et/ou des
paramètres.

En prime, nous allons démontrer un autre raccourci pour tester si un ensemble est un espace
vectoriel (et ce raccourci va même être plus efficace que celui qu’on avait vu au chapitre précédent !).
Voir Théorème 6.4.1.

1. Sauf un, le sous-espace nul {0}...
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6.1 Ré-écriture d’un ensemble de la forme (1) à la forme (2)
■ Exemple 6.1.1 Considérons W = {(x,y,z) | x− 2y+ z = 0}. Ce sous-espace est de la forme (1),
mais on peut le ré-écrire comme suit :

W = {(x,y,z) | x−2y+ z = 0}
= {(x,y,z) | x = 2y− z}
= {(2y− z,y,z) | y, z ∈ R}

qui est alors de la forme (2). ■

L’idée est simple : la « condition » à droite peut toujours être reformulée sous forme d’une ou
plusieurs équations, et il ne reste plus qu’à les résoudre en fonction d’une ou de plusieurs variables.
(Nous reviendrons sur ce point plus en profondeur au chapitre 11.)

6.2 Description d’un ensemble (infini) de la forme (2) avec un nombre fini de
vecteurs
■ Exemple 6.2.1 Soit W comme dans l’exemple précédent. Alors

W = {(2y− z,y,z) | y,z ∈ R}
= {(2y,y,0)+(−z,0,z) | y,z ∈ R}
= {y(2,1,0)+ z(−1,0,1) | y,z ∈ R} ,

ce qui montre que W est en fait l’ensemble des combinaisons linéaires en les deux vecteurs (2,1,0) et
(−1,0,1). Nous lui donnons un nom et une notation spéciale :

W = Vect{(2,1,0),(−1,0,1)} ,

qui signifie que W est « l’enveloppe linéaire engendrée par les deux vecteurs (2,1,0) et (−1,0,1) ». ■

■ Exemple 6.2.2 Voici un autre exemple :

S =

{[
a b
b d

]∣∣∣a,b,d ∈ R
}

=

{
a
[

1 0
0 0

]
+b
[

0 1
1 0

]
+d
[

0 0
0 1

]∣∣∣a,b,d ∈ R
}

= Vect
{[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
.

■

6.3 Définition d’une enveloppe linéaire
Soient v1, v2, · · · ,vm des vecteurs d’un espace vectoriel V .

Définition 6.3.1 1. Si a1,a2, · · · ,am sont des scalaires, alors le vecteur

a1v1 +a2v2 + · · ·+amvm

est appelée une combinaison linéaire en v1, . . . ,vm.
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2. L’ensemble de TOUTES les combinaisons linéaires en v1, . . . ,vm est appelé l’enveloppe
linéaire engendrée par v1, . . . ,vm. On note alors

Vect{v1, . . . ,vm}= {a1v1 +a2v2 + · · ·+amvm | a1, · · · ,am ∈ R}.

Dans ce cas, l’ensemble {v1, . . . ,vm} est appelé l’ensemble générateur de Vect{v1, . . . ,vm},
et on dira que {v1, . . . ,vm} engendre Vect{v1, . . . ,vm}.

3. Un espace vectoriel (ou sous-espace) W est engendré par des vecteurs v1, . . . ,vm ∈W si l’on
a W = Vect{v1, . . . ,vm}. On dit alors que {v1, . . . ,vm} engendre W .

■ Exemple 6.3.2 Dans l’exemple 6.2.1, on obtenait W = Vect{(2,1,0),(−1,0,1)}. Si l’on note
respectivement v1 et v2 ces deux vecteurs, alors on peut dire que W engendré par v1 et v2, ou encore
que {v1,v2} engendre W . ■

■ Exemple 6.3.3 Dans l’exemple 6.2.2, on peut voir que l’ensemble S est l’enveloppe linéaire engen-
drée par trois matrices qu’on appellera M1, M2 et M3. Donc S engendré par M1,M2 et M3, et l’ensemble
{M1,M2,M3} engendre S. ■

■ Exemple 6.3.4 Une droite de Rn passant par l’origine est de la forme L = {tv | t ∈ R} pour un
certain vecteur v ∈ Rn. Donc L = Vect{v}, et L est le sous-espace engendré par le vecteur v. ■

■ Exemple 6.3.5 Le vecteur (1,2) ∈ R2 engendre la droite dirigée par (1,2) et qui passe par l’origine.
Le vecteur (1,2) est un élément de R2 mais il n’engendre pas sur tout le plan R2 car, par exemple, le
vecteur (1,3) ne peut être obtenu à partir de (1,2) en utilisant des opérations vectorielles (combinaisons
linéaires). ■

! Attention : dire qu’un ensemble fini de vecteurs appartient à Rn ne signifie
pas qu’ils engendrent Rn. Le sous-espace qu’ils engendrent est généralement
plus petit que Rn : c’est le sous-espace de tous les vecteurs obtenus à partir de
combinaisons linéaires de cet ensemble fini.

6.4 Le THÉORÈME IMPORTANT sur les enveloppes linéaires

Théorème 6.4.1 — Les enveloppes linéaires sont des sous-espaces. Soit V un espace vectoriel.
Étant donnés v1, . . . ,vm ∈V , on definit U = Vect{v1, . . . ,vm}. Alors :

(1) U est toujours un sous-espace de V .
(2) Si W est sous-espace quelconque de V et qu’il contient TOUS les vecteurs v1, . . . ,vm, alors

on a l’inclusion U ⊆W . En d’autres termes, le sous-espace W doit aussi contenir tous les
combinaisons linéaires en ces m vecteurs. Conséquence : Vect{v1, . . . ,vm} est le plus petit
sous-espace qui contient v1, . . . ,vm.

Démonstration. Pour montrer (1), nous appliquons le test du sous-espace :
— Nous avons bien que 0 = 0v1 + · · ·+0vm ∈U .
— Si u= a1v1+ · · ·+amvm et w= b1v1+ · · ·+bmvm, alors u+w= (a1+b1)v1+ · · ·+(am+bm)vm

est aussi une combinaison linéaire de v1, · · · ,vm et donc est à nouveau dans U . D’où U est fermé
par addition.

— Si u ∈U est comme ci-dessus et k ∈ R, alors ku = (ka1)v1 + · · ·+(kam)vm est aussi dans U .
Donc U est fermé sous la multiplication par scalaire.
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Ainsi U est un sous-espace de V .
La preuve de (2) est un exercice simple 2 utilisant les propriétés de fermeture des sous-espaces. ■

■ Exemple 6.4.2 Une preuve rapide pour montrer que W est un sous-espace est de l’écrire comme
suit :

W = {(x,y,x− y) | x,y ∈ R}
= {x(1,0,1)+ y(0,1,−1) | x,y ∈ R}
= Vect{(1,0,1),(0,1,−1)} ,

puis d’appliquer le théorème pour conclure que W est bien un sous-espace de R3. ■

! Si l’on peut écrire un ensemble comme l’enveloppe linéaire engendrée par certains
vecteurs, alors le théorème nous dit que c’est automatiquement un espace vectoriel.
On n’a même pas besoin d’utiliser le test du sous-espace ! C’est ça qui fait que le
théorème 6.4.1 est surpuissant !

6.5 Application du Théorème 6.4.1 pour identifier plus de sous-espaces
Voyons comment ce théorème peut nous aider.

Exercice 6.5.1 Soit V = F (R) et soient f (x) = cos(x), g(x) = sin(x). On définit W = Vect{ f ,g}.
Par le théorème, c’est donc un sous-espace de F (R).

Mais posons-nous deux questions :
(a) Est-ce que sin(x+1) ∈W ?
(b) Est-ce que la fonction h(x) = 1 appartient à W ?

Solution Pour (a), nous rappelons l’identité trigonométrique suivante pour la somme d’angles :

sin(x+1) = sin(x)cos(1)+ sin(1)cos(x) = sin(1) f (x)+ cos(1)g(x).

Donc, puisque sin(1) et cos(1) ne sont que des nombres dans R, il s’agit simplement d’une combi-
naison linéaire en f et g. C’est pourquoi OUI sin(x+1) appartient bien à W .

Pour la question (b), il se peut que nous n’ayons aucune idée de ce qu’il faille faire. La meilleure
façon de procéder est sans doute de commencer par chercher des indices à tâtons : remplacez x
par certaines valeurs et voyez ce qui se passe. Pour rester général, supposons que h puisse s’écrire
h(x) = a f (x)+bg(x) pour certains scalaires a et b. On aurait alors :

pour x = 0 : 1 = h(0) = a×1+b×0 = a =⇒ 1 = a ,

pour x = π/2 : 1 = h(π/2) = a×0+b×1 = b =⇒ 1 = b .

Excellent jusqu’ici ! Donc SI c’est vrai que h(x) = a f (x)+bg(x), ALORS nécessairement on doit
avoir a = 1 et b = 1, de sorte que h(x) = cos(x)+ sin(x). Cependant, pour x = π , le côté gauche
donne 1 tandis que le côté droit donne −1... Donc c’est une contradiction et il y a un problème...
Comme les substitutions sont correctes, le problème doit donc venir de notre supposition : notre

2. Si vous n’êtes pas d’accord, SVP voir votre professeur !
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hypothèse de base est donc fausse (celle qui suppose que h est une combinaison linéaire de f et g)...
Ainsi, on est certain que h n’est pas dans W , ce qui donne la réponse NON à la question !

■ Exemple 6.5.2 L’ensemble W = {a(1,0,1)+b(2,1,1) | a,b≥ 0} n’est PAS un sous-espace 3. De
plus, ce n’est PAS l’enveloppe linéaire engendrée par les vecteurs (1,0,1) et (2,1,1), car il manque
certaines combinaisons linéaires... Moralité : il faut permettre aux paramètres de parcourir tous les
nombres réels, pas juste une partie de R ! ■

Pour l’exemple suivant, nous avons besoin d’une définition.

Définition 6.5.3 Étant donnée une matrice (« carrée ») A de taille n× n, on définit la trace de A
comme étant la somme des éléments de sa diagonale principale. On note la trace tr(A), et on a
tr(A) ∈ R (donc la trace d’une matrice n’est pas une matrice ! !). Par exemple :

tr
[

a b
c d

]
= a+d .

Exercice 6.5.4 Montrez que l’ensemble SL2 = {A ∈M22(R) | tr(A) = 0} est un sous-espace de
M22(R). (On l’appelle groupe spécial linéaire et il s’agit en fait d’un exemple d’algèbre de Lie). a

Solution En utilisant la formule de la définition ci-dessus, nous pouvons réécrire cet ensemble
comme

SL2 =

{[
a b
c −a

]∣∣∣a,b,c ∈ R
}
=

{
a
[

1 0
0 −1

]
+b
[

0 1
0 0

]
+ c
[

0 0
1 0

]∣∣∣a,b,c ∈ R
}
.

Donc SL2 peut s’écrire sous la form d’une enveloppe linéaire :

SL2 = Vect
{[

1 0
0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]}
,

et on en déduit que c’est bien un sous-espace de M22(R) !

a. Lie se prononce « li », du nom de Marius Sophus Lie, un mathématicien norvégien. Les algèbres de Lie et les
groupes de Lie sont des structures mathématiques importantes. L’idée de Sophus Lie sur les « symétries continues »,
maintenant appelée Groupes de Lie, a été un énorme coup de pouce pour les mathématiques et l’idée de l’« Algèbre de
Lie » est que c’est une façon de rendre fini l’infini, tout comme nous l’avons fait avec l’idée d’un ensemble générateur
pour un sous-espace. Voir la page wiki de Sophus Lie.

Il existe une histoire amusante mais apocryphe à propos des algèbres de Lie : c’est l’histoire d’un chercheur qui,
travaillant sur les algèbres de Lie, avait besoin d’un financement public pour soutenir ses recherches. Alors qu’il soumettait
sa requête, un membre du Parlement canadien vint à en lire une partie et, stupéfait, l’honorable député demanda alors
à la Chambre des communes pourquoi le Canada devrait soutenir des recherches basées sur le « lying », qui signifie
« mensonge » en anglais... Après ce moment un peu gênant, la signification des « algèbres de Lie » lui fut heureusement
expliquée et tout rentra dans l’ordre !!

■ Exemple 6.5.5 Considérez l’ensemble des matrices diagonales 2×2, c’est-à-dire

D2 =

{[
a 0
0 d

]
| a,d ∈ R

}
.

3. Pourquoi ça??



76 Chapitre 6. Enveloppe linéaire dans un espace vectoriel

Comme D2 s’écrit :

D2 =

{
a
[

1 0
0 0

]
+d
[

0 0
0 1

]
| a,d ∈ R

}
= Vect

{[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
,

on déduit que c’est aussi un sous-espace de M22(R). ■

6.6 Alors, quels sont tous les sous-espaces vectoriels de Rn ?

Nous pouvons répondre à cette question de manière géométrique pour n = 1,2,3 et cela nous
permettra certainement de mieux comprendre la réponse pour le cas plus général n≥ 4.

6.6.1 Sous-espaces de R
Eh bien, {0} est un sous-espace de Rn pour tout n, donc en prenant n = 1 on a que {0} est aussi un

sous-espace de R.
Si maintenant W est un sous-espace de R et que W n’est pas réduit au sous-espace nul {0}, alors il

contient au moins un vecteur non nul, disons x. Mais comme W est un sous-espace, il doit contenir
aussi tous les multiples scalaires de x, ce qui nous donne que W doit en fait contenir tout R !

Conclusion : R n’a que deux sous-espaces : l’espace nul et lui même.

6.6.2 Sous-espaces de R2

Là encore nous savons que les ensembles {0} et R2 sont deux sous-espaces évidents de R2. Mais
on sait aussi par exemple que les droites passant par l’origine sont des sous-espaces de R2. Et en fait,
on peut montrer que ce sont les seules possibilités !

Théorème 6.6.1 — Sous-espaces de R2. Les seuls sous-espaces de R2 sont :
— le sous-espace nul {0} ;
— les droites passant par l’origine ;
— et R2 lui-même.

Démonstration. Pour démontrer ceci, commençons par considérer W un sous-espace arbitraire de R2.
Nous voulons montrer qu’il n’a pas d’autre choix que d’être l’un des sous-espaces de la liste ci-dessus.

Si W n’est pas le sous-espace zéro, alors il contient au moins un vecteur non nul, disons v. Puisque
W est un sous-espace, il doit contenir l’ensemble Vect{v} (cf. Théorème 6.4.1, point (2)). Mais Vect{v}
est la droite qui passe par l’origine et de vecteur directeur v. Donc si W ̸= Vect{v}, alors il est plus
grand et il doit contenir un vecteur qui n’est pas sur cette droite, appelons-le w. Alors v et w ne sont pas
parallèles, ils ne sont pas colinéaires. Par le Théorème 6.4.1, partie (2), on a que W contient l’ensemble
Vect{v,w}, et il suffit maintenant de montrer que Vect{v,w}= R2.

Cette dernière étape de la preuve pourrait se faire entièrement de façon géométrique, mais en voici
une version algébrique.

Écrivez v = (v1,v2) et w = (w1,w2), et soit (x,y) un vecteur arbitraire de R2. Pour montrer que
(x,y) ∈ Vect{v,w}, nous devons montrer que l’équation suivante admet une solution[

x
y

]
= a

[
v1
v2

]
+b
[

w1
w2

]
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pour certains a,b ∈ R. Cela revient à résoudre le système linéaire en a et b :

av1 +bw1 = x

av2 +bw2 = y

Puisque v et w ne sont pas des multiples l’un de l’autre, l’aire du parallélogramme qu’ils forment,
|v1w2− v2w1|, n’est pas nulle. Donc v1w2− v2w1 ̸= 0, et il est alors facile de vérifier que :[

x
y

]
=

xw2− yw1

v1w2− v2w1
v+

v1y− v2x
v1w2− v2w1

w.

En d’autres termes, ces fractions dont l’aspect est désagréable sont les valeurs de a et b que l’on trouve
en en résolvant l’équation ci-dessus. L’équation a donc une solution, et Vect{v,w}=R2, ce qui achève
la preuve.

(Par exemple, si l’on calcule la première coordonnée du côté droit, on obtient :

xw2− yw1

v1w2− v2w1
v1 +

v1y− v2x
v1w2− v2w1

w1 =
(xw2v1− yw1v1 + v1yw1− v2xw1)

v1w2− v2w1
= x

qui est bien égale à la première coordonnée du côté gauche.) ■

! Nous avons appris au passage que : si deux vecteurs non nuls v,w ∈ R2 ne sont
pas colinéaires (c’est-à-dire non-parallèles), alors Vect{v,w}=R2, c’est l’espace
tout entier !

6.6.3 Sous-espaces de R3

Nous connaissons plusieurs types de sous-espaces de R3, et en fait là encore nous les connaissons
déjà tous !

Théorème 6.6.2 — Sous-espaces de R3. Les seuls sous-espaces de R3 sont :
— le sous-espace nul {0} ;
— les droites passant par l’origine ;
— les plans passant par l’origine ;
— et R3 lui-même.

C’est quelque chose que nous serons capables de prouver algébriquement plus tard, quand nous
aurons plus d’outils à notre disposition. Pour l’instant, on peut se contenter d’un argument géométrique
comme suit :

Démonstration. Soit W un sous-espace arbitraire de R3. Si ce n’est pas l’espace nul, alors il contient
Vect{v} pour un vecteur non nul v ∈W . Si W n’est pas la droite Vect{v}, alors il contient Vect{v,w}
pour pour un certain vecteur w ∈W qui n’est pas colinéaire avec v. En argumentant comme dans R2,
on en déduit que cette enveloppe linéaire est un plan passant par l’origine. Enfin, si W n’est pas égal à
ce plan Vect{v,w}, alors il doit contenir un autre vecteur u tel que u /∈ Vect{v,w}. Il est alors possible
de montrer que chaque vecteur de R3 se trouve dans Vect{v,w,u}, et donc on a l’égalité W = R3, ce
qui achève la preuve. ■
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6.7 Reflexions finales sur les enveloppes linéaires & quelques difficultés
Exercice 6.7.1 Montrez que

Vect{(0,1,1),(1,0,1)}= Vect{(1,1,2),(−1,1,0)} . (6.1)

Solution On peut donner deux façons différentes de résoudre cette question. La première ne
fonctionne que dans R3, mais elle est agréable et courte. La seconde fonctionne dans n’importe quel
espace vectoriel, elle est donc plus puissante, mais elle est aussi plus encombrante.

1. Nous avons vu ci-dessus que l’enveloppe linéaire engendrée par deux vecteurs non-colinéaires
est un plan passant par l’origine. Nous pouvons ensuite trouver un vecteur normal à ce plan
en utilisant le produit vectoriel, et vérifier que ce vecteur est normal aussi pour l’autre famille
de vecteurs non-colinéaires.
En d’autres termes, d’une part, le plan engendré par {(0,1,1),(1,0,1)} a pour vecteur normal
par exemple (0,1,1)×(1,0,1) = (1,1,−1) ; ce plan est donc donné par l’équation cartésienne
x+y−z= 0. Aussi, d’autre part le plan généré par {(1,1,2), (−1,1,0)} a pour vecteur normal
par exemple (1,1,2)×(−1,1,0)= (−2,−2,2) ; ce plan a donc pour équation−2x−2y+2z=
0. Ces deux équations sont différentes, mais elles décrivent le même plan ! (Il suffit de
multiplier par −2 pour passer d’une équation à une autre.) Ainsi les deux côtés de (6.1) sont
égaux.

2. Maintenant, faisons comme si nous n’avions pas vu que ces deux sous-espaces sont des plans.
Dans ce cas, nous pouvons utiliser notre théorème sur les enveloppes linéaires. En effet,
puisque

(1,1,2) = 1(0,1,1)+1(1,0,1) et (−1,1,0) = 1(0,1,1)−1(1,0,1)

nous avons que (1,1,2),(−1,1,0) ∈ Vect{(0,1,1),(1,0,1)}. Donc par le théorème 6.4.1(2),
nous obtenons l’inclusion :

Vect{(1,1,2),(−1,1,0)} ⊆ Vect{(0,1,1),(1,0,1)}.

Inversement, comme

(0,1,1) =
1
2
(1,1,2)+

1
2
(−1,1,0) et (1,0,1) =

1
2
(1,1,2)− 1

2
(−1,1,0)

on a que (0,1,1),(1,0,1) ∈ Vect{(1,1,2),(−1,1,0)} et donc, encore une fois, par le le
théorème 6.4.1(2), nous obtenons l’inclusion inverse :

Vect{(0,1,1),(1,0,1)} ⊆ Vect{(1,1,2),(−1,1,0)}.

Ceci conclut la preuve (car les doubles inclusions W ⊆U et U ⊆W impliquent toujours
W =U).

! Nous rencontrons donc un premier problème avec les enveloppes linéaires : il
n’est pas si facile de dire si deux sous-espaces sont égaux en se basant uniquement
sur les vecteurs générateurs...
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Exercice 6.7.2 Montrez que :

Vect{(0,1,1),(1,0,1)}= Vect{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2),(−1,1,0)} .

Solution La réponse courte : à partir du problème précédent, nous savons que Vect{(0,1,1),(1,0,1)}
est en fait le plan d’équation x+ y− z = 0. Mais, on remarque que les deux vecteurs additionnels à
droite (1,1,2) et (−1,1,0) satisfont également cette équation, donc ils sont tous les deux aussi dans
le plan. De plus, l’ensemble que les vecteurs (0,1,1) et (1,0,1) engendrent ne peut pas être plus
grand que ce plan, puisque par le théorème ce plan est le PLUS PETIT sous-espace qui contient
les vecteurs générateurs. Notez aussi qu’il ne peut pas être plus petit que le plan, puisque vous
pouvez obtenir chaque vecteur de ce plan via des combinaisons linéaires de ces deux vecteurs. D’où
l’égalité.

La réponse la plus complète : utilisez la deuxième méthode de l’exercice ci-dessus. D’une part,
il est clair que (0,1,1),(1,0,1) ∈ Vect{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2),(−1,1,0)} (puisqu’ils font partie
de la liste !) et donc

Vect{(0,1,1),(1,0,1)} ⊆ Vect{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2),(−1,1,0)}.

D’autre aprt, en utilisant l’exemple précédent, on a que chacun chacun des 4 vecteurs de droite
est compris dans l’enveloppe engendré par (0,1,1) et (1,0,1). Nous pouvons donc conclure de la
même manière que

Vect{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,2),(−1,1,0)} ⊆ Vect{(0,1,1),(1,0,1)}.

Ainsi, les sous-espaces sont égaux.

! Nous venons de rencontrer un deuxième problème : le fait de rajouter des vecteurs
générateurs à un ensemble n’implique pas que le sous-espace qu’ils engendrent est
plus grand... Vous ne pouvez pas juger de la taille d’un sous-espace en regardant
simplement les vecteurs générateur...

(Enfin, pour le moment du moins... Nous y reviendrons bientôt avec les notions de famille libres et
familles génératrices.)

Exercices
Exercice 6.1 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

a) Le vecteur (1,2) est-il une combinaison linéaire de (1,0) et (1,1)?

b) ⋆ Le vecteur (1,2) est-il une combinaison linéaire de (1,1) et (2,2)?

c) Le vecteur (1,2) est-il une combinaison linéaire de (1,0) et (2,2)?

d) ⋆ Le vecteur (1,2,2,3) est-il une combinaison linéaire de (1,0,1,2) et (0,0,1,1)?

e) Le vecteur (1,2,2,4) est-il une combinaison linéaire de (1,0,1,2) et (0,0,1,1)?
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f) ⋆ La matrice
[

1 2
2 3

]
est-elle une combinaison linéaire de

[
1 0
1 2

]
et de

[
0 1
0 1

]
?

g) La matrice
[

1 2
2 4

]
est-elle une combinaison linéaire de

[
1 0
1 2

]
et de

[
0 1
0 1

]
?

h) ⋆ Le polynôme 1+ x2 est-il une combinaison linéaire de 1+ x− x2 et x ?

i) Le polynôme 1+ x2 est-il une combinaison linéaire de 1+ x et 1− x ?

j) ⋆ La fonction sinx est-elle une combinaison linéaire de la fonction constante 1 et cosx ?

k) La fonction sin2 x est-elle une combinaison linéaire de la fonction constante 1 et cos2 x ?

l) ⋆ Si u, v et w sont des vecteurs quelconques d’un espace vectoriel V , le vecteur u−v est-il une
combinaison linéaire des vecteurs u, v et w?

m) Si u, v et w sont des vecteurs quelconques d’un espace vectoriel V , le vecteur w est-il toujours
une combinaison linéaire des vecteurs u et v?

Exercice 6.2 Justifiez vos réponses aux questions suivantes.

a) Le vecteur (3,4) appartient-il à Vect{(1,2)}?

b) ⋆ Est-ce que l’énoncé « (3,4) ∈Vect{(1,2)} » est vrai ? (Notez que c’est la même question que
dans la question précédente, mais écrite en utilisant la notation mathématique).

c) Est-ce que l’énoncé « (2,4) ∈ Vect{(1,2)} » est vrai ?

d) ⋆ Combien de vecteurs appartiennent à Vect{(1,2)}?

e) Les sous-ensembles {(1,2)} et Vect{(1,2)} sont-ils égaux?

f) ⋆ Est-ce que {(1,2)} est un sous-ensemble de Vect{(1,2)}?

g) Si v est un vecteur non nul d’un espace vectoriel, montrez qu’il existe une infinité de vecteurs
dans Vect{v}. (Est-ce aussi vrai si v = 0?)

h) ⋆ Considérons S un sous-ensemble d’un espace vectoriel V . Si S = VectS, expliquez pourquoi
S doit alors nécessairement être un sous-espace de V .

i) ⋆ Si S est un sous-espace de V , montrez que S = VectS (c’est la réciproque de la question
précédente).
Notez que pour montrer que S = VectS, vous devez établir deux choses :

(i) Si w ∈ S, alors w ∈ VectS,
(ii) Si w ∈ VectS, alors w ∈ S.

Exercice 6.3 Donnez deux ensembles distincts finis générateurs pour chacun des sous-espaces
suivants.

(a) {(2x,x) ∈ R2 | x ∈ R}.

(b) ⋆ {(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}.
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(c) {(x,y,z) ∈ R3 | x+ y−2z = 0}.

(d) ⋆ {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}.

(e)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b = c

}
.

(f) ⋆

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a = d = 0 & b =−c

}
.

(g)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

(h) ⋆

{[
a 0
0 b

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a,b ∈ R

}
.

(i)

{[
0 b
−b 0

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b ∈ R

}
.

(j) ⋆

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+b+ c+d = 0

}
.

(k) P2 = {p | p est un polynôme avec deg(p)≤ 2}.

(l) ⋆ Pn = {p | p est un polynôme avec deg(p)≤ n}.

(m) {p ∈ P2 | p(2) = 0}.

(n) ⋆ {p ∈ P3 | p(2) = p(3) = 0}.

(o) {p ∈ P2 | p(1)+ p(−1) = 0}.

(p) ⋆ Vect{sinx,cosx}.

(q) Vect{1,sinx,cosx}.

(r) ⋆ Vect{1,sin2 x,cos2 x}.

(s) ∗ {(x,x−3) ∈ R2 | x ∈ R} muni des opérations non-standards suivantes :
Addition :

(x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y+3).

Multiplication par scalaire : pour k ∈ R,

k⊙ (x,y) = (kx,ky+3k−3).

(t) ∗ {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 2} ; V = R3 muni des opérations non-standards suivantes :
Addition :

(x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+ x′,y+ y,z+ z′−2).

Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊙ (x,y,z) = (kx,ky,kz−2k+2).
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Indication pour les parties (m) et (n) : si p est un polynôme en la variable x de degré au moins 1 et
que p(a) = 0 pour un certain a ∈ R, alors nécessairement x−a est un facteur de p, c’est-à-dire que
p s’écrit p(x) = (x−a)q(x) où q est un polynôme tel que deg(q) = deg(p)−1.

Exercice 6.4 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

a) Soient u et v des vecteurs appartenant à un espace vectoriel V . Montrez soigneusement que
Vect{u,v}= Vect{u,u+v}. Autrement dit, vous devez montrer deux choses :

(i) si w ∈ Vect{u,v}, alors w ∈ Vect{u,u+v} ;
(ii) si w ∈ Vect{u,u+v}, alors w ∈ Vect{u,v}.

b) ⋆ Soient u et v des vecteurs appartenant à un espace vectoriel V . Montrez soigneusement que
Vect{u,v}= Vect{u−v,u+v}. Autrement dit, vous devez montrer que :

(i) si w ∈ Vect{u,v}, alors w ∈ Vect{u−v,u+v} ;
(ii) si w ∈ Vect{u−v,u+v}, alors w ∈ Vect{u,v}.

c) Considérons u ∈ Vect{v,w}. Montrez soigneusement que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}.

d) ⋆ Réciproquement, supposons que Vect{v,w} = Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que
u ∈ Vect{v,w}.

e) Montrez que x2 /∈ Vect{1,x}. a

f) ⋆ Montrez que xn+1 /∈ Pn. b

g) ∗ Montrez que P n’admet aucun ensemble fini de générateurs. c

h) ⋆ Supposons pour le moment (nous le prouverons plus tard) que si W est un sous-espace d’un
espace vectoriel V et que V est engendré par un ensemble fini de vecteurs, alors W est aussi
engendré par un nombre fini de vecteurs.
Utilisez ce fait et la question précédente pour montrer que l’espace vectoriel F (R) n’admet
aucun ensemble fini de générateurs.

a. Indication : raisonnez par l’absurde. Supposez que x2 ∈ Vect{1,x} puis écrivez explicitement ce que cela signifie
et ensuite ré-écrivez l’équation sous la forme q(x) = 0, où q(x) est un polynôme quadratique quelconque. Maintenant,
rappelez-vous : tout polynôme non nul de degré 2 a au plus 2 racines distinctes. Revenez de nouveau à l’équation q(x) = 0
et regardez combien de racines cette équation indique que q possède. Trouvez maintenant votre contradiction et concluez.

b. Indication : généraliser l’idée de l’indice précédent. Rappelez-vous que tout polynôme non nul de degré n+1 a au
plus n+1 racines distinctes.

c. Indication : raisonnez par l’absurde à nouveau. Supposez qu’il y ait un tel ensemble fini générateur, alors P
s’écrirait P = Vect{p1, . . . , pk} pour certains polynômes p1, . . . , pk. Définissez ensuite n = max{deg(p1), . . . ,deg(pk)}
puis montrez que xn+1 /∈ Vect{p1, . . . , pk} en utilisant le même argument que dans l’indice précédent. Mais bien sûr
xn+1 ∈ P, et donc la contradiction.
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Dans le chapitre précédent, nous avons introduit la notion d’enveloppe linéaire : étant donné un
nombre fini de vecteurs v1,v2, . . . ,vm, leur enveloppe linéaire est l’ensemble des combinaisons linéaires
en ces vecteurs :

Vect{v1,v2, . . . ,vm}= {a1v1 +a2v2 + · · ·+amvm | ai ∈ R} .

Nous avons aussi observé que :
— Vect{0}= {0} ;
— si v ̸= 0, alors Vect{v} est la droite passant par l’origine et dirigée par v ;
— si u,v ̸= 0 et u et v ne sont pas parallèles, alors Vect{u,v} est un plan (du moins, nous l’avons

vu dans R2 et R3).
(Nous avons aussi dit que trois vecteurs non coplanaires de R3 devraient engendrer R3 tout entier,
mais nos arguments étaient assez succincts, les auteurs ne s’attendent pas à ce que vous soyez déjà
convaincus par cette preuve.)

Remarquez que les conditions énoncées ci-dessus sont géométriques. Ces conditions géométriques
sont valables dans Rn, mais comme on l’a vu, il existe d’autres espaces vectoriels comme F (R) dans
lesquels l’intuition géométrique est plus difficile à appréhender. Pour l’instant, admettons que ces
conditions géométriques soient nécessaires et développons ensuite ce que serait la version algébrique
correcte de ces conditions. Ces conditions algébriques auront un grand avantage : on pourra les appliquer
à n’importe quel espace vectoriel, pas uniquement Rn !

(Nous appellerons indépendance linéaire la condition qui garantira que si une famille {v1,v2, . . . ,vm}
est linéairement indépendante, alors le sous-espace Vect{v1,v2, . . . ,vm} est strictement plus grand que
le sous-espace Vect{v1,v2, . . . ,vm−1} (on a enlevé vm dans les générateurs du second sous-espace, mais
on aurait pu enlever un autre vecteur, ou même en enlever plusieurs, et on aurait quand même eu que
cet énoncé reste vrai)).
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7.1 Difficulté #1 avec les enveloppes linéaires : non-unicité des ensembles géné-
rateurs

Le premier problème à mentionner ici est un gros problème puisque nous n’allons pas être en
mesure de le résoudre... Néanmoins, nous devons en discuter pour en être conscient !

■ Exemple 7.1.1 On sait que Vect{(1,2)} = Vect{(2,4)} puisque les vecteurs (1,2) et (2,4) sont
parallèles (on passe du premier au deuxième en multipliant par le scalaire 2) et donc engendrent la
même droite. ■

■ Exemple 7.1.2 Si W = Vect{(1,0,1),(0,1,0)} et U = Vect{(1,1,1),(1,−1,1)}, alors W =U . Pour-
quoi ?

Notez d’abord que les deux vecteurs générateurs de U s’écrivent en fonction des vecteurs généra-
teurs de W :

(1,1,1) = (1,0,1)+(0,1,0) et (1,−1,1) = (1,0,1)− (0,1,0) .

Appliquons maintenant le Théorème 6.4.1 du cours précédent.
L’ensemble W = Vect{(1,0,1),(0,1,0)} est un sous-espace de R3 par le point (1) du théorème.

Nous venons aussi de montrer que (1,1,1) et (1,−1,1) sont dans W (car ce sont des combinaisons
linéaires des vecteurs qui engendrent W ), donc d’après le point (2) du théorème, on a l’inclusion
Vect{(1,1,1),(1,−1,1)} ⊆W . Donc U ⊆W .

Inversement, si on écrit (1,0,1) = 1
2(1,1,1)+

1
2(1,−1,1) et (0,1,0) = 1

2(1,1,1)−
1
2(1,−1,1), le

même argument que précédemment en inversant les rôles de U et W entraîne l’inclusion W ⊆U .
En conclusion, on a W =U . ■

! Moralité : Généralement, on ne peut pas savoir si deux sous-espaces sont égaux
simplement en regardant leurs vecteurs générateurs ! En fait, chaque espace
vectoriel possède un nombre infini de possibilités d’ensembles générateurs (sauf
l’espace vectoriel nul...).

7.2 Difficulté #2 avec les enveloppes linéaires : rajouter un vecteur générateur à
l’enveloppe linéaire ne la fait pas forcément grandir

Le second problème est plus sérieux, mais nous pourrons le résoudre rapidement ci-dessous.

Exercice 7.2.1 Montrez que

Vect{(1,2)}= Vect{(0,0),(1,2)}= Vect{(1,2),(2,4),(3,6)}.

Solution Pour la première égalité, notez que :

Vect{(0,0),(1,2)}= {a(0,0)+b(1,2) | a,b ∈ R}= {b(1,2) | b ∈ R}= Vect{(1,2)}.

Notez également que

Vect{(1,2),(2,4),(3,6)}= {a(1,2)+b(2,4)+ c(3,6) | a,b,c ∈ R}
= {a(1,2)+2b(1,2)+3c(1,2) | a,b,c ∈ R}
= {(a+2b+3c)(1,2) | a,b,c ∈ R}
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Cet ensemble est donc contenu dans Vect{(1,2)}. Réciproquement, pour n’importe quel t ∈ R, on
peut poser a = t,b = 0,c = 0 pour obtenir que t(1,2) est un vecteur du sous-espace ci-dessus. Au
final, on a bien

Vect{(1,2),(2,4),(3,6)}= Vect{(1,2)} .

! Moralité : Le nombre de vecteurs dans un ensemble générateur d’un sous-espace
W ne vous indique pas nécessairement la « taille » de W .

Géométriquement, ce qui pose problème dans l’exemple précédent est le fait que tous les vecteurs
sont colinéaires (c’est-à-dire qu’ils sont parallèles, ou encore qu’ils sont alignés sur une même droite).
Notez que, de façon similaire, on rencontre des problèmes dans R3 lorsque l’on a des vecteurs
coplanaires (c’est-à-dire tous appartenant à un même plan). Mais donc, quel est l’analogue algébrique
de ces affirmations?

7.3 Version algébrique de « 2 vecteurs sont colinéaires »
Que signifie le fait que deux vecteurs u et v sont colinéaires (ou parallèles) ? Cela veut dire que soit

ils sont multiples l’un de l’autre, soit l’un d’entre eux est le vecteur nul. (Il ne suffit pas de vérifier la
condition u = kv pour un certain k ∈ R parce que v pourrait être le vecteur nul 0 et alors cette équation
ne fonctionnerait pas, et pourtant le vecteur nul est toujours colinéaire à n’importe quel autre vecteur.)

Alternativement, vous pouvez opter pour la définition suivante : les vecteurs u et v sont colinéaires
ssi

— u = kv pour un certain k ∈ R ;
— ou v = ku pour un certain k ∈ R.

Mais voici une façon plus abrégée pour décrire les deux cas d’un coup :

! Deux vecteurs u et v sont colinéaires ssi il existe des scalaires a,b ∈ R, non tous
deux nuls, tels que :

au+bv = 0 .

■ Exemple 7.3.1 Les vecteurs (1,2,1) et (2,4,2) sont colinéaires puisque

2(1,2,1)+(−1)(2,4,2) = (0,0,0)

et que les deux coefficients 2 et −1 sont non tous deux nuls. ■

■ Exemple 7.3.2 Les vecteurs (1,2,1) et (0,0,0) sont colinéaires puisque

0(1,2,1)+3(0,0,0) = (0,0,0)

et qu’au moins un des coefficients n’est pas nul : ici le 3. ■

7.4 Version algébrique de « 3 vecteurs sont coplanaires »
Encore une fois, on pourrait interpreter l’énoncé « trois vecteurs sont coplanaires » en disant que

l’un des trois vecteurs est dans l’enveloppe linéaire engendrée par les deux autres. En d’autres termes,
on dit que trois vecteurs u, v et w sont coplanaires ssi :
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— u = av+bw pour cerians a,b ∈ R ;
— ou v = au+bw pour certains a,b ∈ R ;
— ou w = au+bv pour certains a,b ∈ R.

(Là encore, nous devons faire une disjonction de trois cas pour prendre en compte le cas où l’un des
vecteurs est le vecteur nul...)

De même que précédemment, cette disjonction de trois cas peut être simplifiée en :

! Trois vecteurs u, v et w sont coplanaires (c.a.d. appartiennent au même plan) ssi
il existe des scalaires a,b,c ∈ R, non tous nuls, tels que :

au+bv+ cw = 0 .

■ Exemple 7.4.1 Les vecteurs (1,0,1),(0,1,0),(1,1,1) sont coplanaires car

(1,0,1)+(0,1,0)− (1,1,1) = (0,0,0) .

■

■ Exemple 7.4.2 Les vecteurs (1,1,1),(2,2,2),(0,0,0) sont coplanaires parce que

2(1,1,1)+(−1)(2,2,2)+0(0,0,0) = (0,0,0)

ou encore parce que

0(1,1,1)+0(2,2,2)+17(0,0,0) = (0,0,0) .

(En fait, ces trois vecteurs sont même colinéaires, mais contentons-nous pour l’instant du fait qu’ils
sont coplanaires). ■

7.5 « Dépendance linéaire » : la généralisation algébrique de « colinéaire » et
« coplanaire »

Définition 7.5.1 Soit V un espace vectoriel et soient v1,v2, . . . ,vm ∈ V des vecteurs. L’ensemble
{v1,v2, . . . ,vm} est dit linéairement dépendant ou plus simplement lié (ou bien encore on dit que
les vecteurs v1,v2, . . . ,vm sont linéairement dépendants) si et seulement si il existe des scalaires
a1,a2, . . . ,am ∈ R, non tous nuls, tels que

a1v1 + · · ·+amvm = 0.

Cette définition, en plus de celle de l’indépendance linéaire (prochaine section), sera une notion clé
de ce cours. Prenons le temps de comprendre ce que la définition ne dit pas. Elle ne dit pas seulement
qu’il existe une solution à l’équation de dépendance a1v1 + · · ·+amvm = 0 , mais elle dit plutôt qu’il
existe une solution non triviale : au moins l’un des coefficients ai est non-nul. C’est une énorme
différence !
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7.6 La contraposée : indépendance linéaire
En reformulant ce qui précède, nous pouvons dire que :

— Deux vecteurs u et v ne sont pas colinéaires (de manière équivalente, u et v ne sont pas parallèles)
si et seulement si on a l’équivalence suivante pour tous scalaires a et b :

au+bv = 0⇔ a = b = 0 .

En d’autres termes, les vecteurs u et v ne sont pas parallèles si et seulement si la SEULE solution
à l’équation au+bv = 0 est la solution triviale a = b = 0 (qui est, bien sûr, toujours une solution).

— Trois vecteurs u, v, w ne sont pas coplanaires si et seulement si on a l’équivalence suivante pour
tous scalaires a, b et c :

au+bv+ cw = 0⇔ a = b = c = 0 .

Autrement dit, les vecteurs u, v et w ne sont pas coplanaires si et seulement si la SEULE solution
à l’équation au+bv+ cw = 0 est la solution triviale a = b = c = 0.

Définition 7.6.1 Soit V un espace vectoriel et soient v1,v2, . . . ,vm ∈V . Alors l’ensemble
{v1,v2, . . . ,vm} est dit linéairement indépendant ou libre (on dit aussi que les vecteurs v1,v2, . . . ,vm

sont linéairement indépendants) si et seulement si la seule solution à l’équation

a1v1 + · · ·+amvm = 0

est la solution triviale a1 = 0, · · · , am = 0.

! Notez que si des vecteurs ne sont pas linéairement dépendants, alors ils sont linéai-
rement indépendants. Et vice versa s’ils ne sont pas linéairement indépendants,
alors ils sont linéairement dépendants.

Dans la suite de ce cours, nous abrégerons linéairement indépendant en « LI », et linéairement
dépendant par « LD ».

7.7 Exemples
Appliquons cette définition à plusieurs exemples.

■ Exemple 7.7.1 La famille {(1,0),(0,1)} est LI parce que lorsque l’on résout

a(1,0)+b(0,1) = (0,0) ,

on obtient que l’unique solution est :
(a,b) = (0,0) .

■

■ Exemple 7.7.2 La famille {(1,1),(1,−1)} est LI car, là encore, résoudre l’équation

a(1,1)+b(1,−1) = (0,0)

donne nécessairement la condition :

(a+b,a−b) = (0,0)

qui elle-même implique a = b et a =−b et donc a = 0 et b = 0, la solution triviale. ■
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■ Exemple 7.7.3 La famille {(1,0),(0,1),(1,1)} est LD : comme l’équation

a(1,0)+b(0,1)+ c(1,1) = (0,0)

est vérifié pour a = 1, b = 1 et c =−1, on a bien une solution non-triviale ! (En fait, on a même ici une
infinité de solutions non-triviales.) Notez d’ailleurs que (1,1) ∈ Vect{(1,0),(0,1)}. ■

■ Exemple 7.7.4 La famille {(1,1,1)} est LI puisque la seule solution à l’équation k(1,1,1) = 0 est
k = 0, la solution triviale. ■

■ Exemple 7.7.5
{[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
est LI puisque l’équation

a1

[
1 0
0 0

]
+a2

[
0 1
0 0

]
+a3

[
0 0
1 0

]
+a4

[
0 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
se simplifie sur le côté gauche et donne :[

a1 a2
a3 a4

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Donc toutes les entrées ai sont nulles. ■

■ Exemple 7.7.6 La famille
{[

1 0
0 0

]
,

[
0 0
0 1

]
,

[
1 0
0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]}
est LD dans M22(R) puisque l’on

a la relation de dépendance suivante :[
1 0
0 0

]
−
[

0 0
0 1

]
−
[

1 0
0 −1

]
+0
[

0 1
0 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

(Notez que la troisième matrice appartient à l’enveloppe linéaire engendrée pas les deux premières de
la liste.) ■

■ Exemple 7.7.7 La famille {1,x,x2} est LI dans P2. On effet, si

a1+bx+ cx2 = 0

pour certains coefficients a,b,c ∈ R, alors

a+bx+ cx2 = 0

pour tout x ∈ R. Donc si c était non-nul, alors le membre de gauche serait un polynôme quadratique et
aurait donc au plus deux racines réelles distinctes. Ceci entre en contradiction avec le fait qu’on a 0
pour tout x ∈ R dans l’équation ci-dessus. Donc c doit être égal à 0. Ainsi, notre équation se réduit à :

a+bx = 0

pour tout x ∈R. Mais là encore, si b était non-nul, cette équation serait vérifiée uniquement en x =−a
b

,
ce qui contredit le fait qu’elle est vérifié pour tout x ∈ R. D’où b est nécessairement nul aussi, et il ne
reste plus que l’équation a = 0. Ainsi, on a forcément que a = b = c = 0, et c’est la solution triviale,
d’où l’indépendance linéaire. 1

■

1. Comparez cet argument avec les indications dans l’exercice 6.4 questions (e) et (f).
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■ Exemple 7.7.8 La famille {4+4x+ x2,1+ x,x2} est LD dans P2 puisque

1(4+4x+ x2)+(−4)(1+ x)+(−1)x2 = 0

est une relation de dépendance non triviale. On a d’ailleurs que 4+4x+ x2 ∈ Vect{1+ x,x2}. ■

■ Exemple 7.7.9 La famille {1,sinx,cosx} est LI dans F (R). En effet, supposons que pour tout x ∈R

a1+b sin(x)+ c cos(x) = 0.

Alors, en appliquant cette égalité à certaines valeurs de x, par exemple 0, π/2 et π , on obtient :
— en x = 0 : a+ c = 0 ;
— en x = π/2 : a+b = 0 ;
— en x = π : a− c = 0.

et (avec un peu de travail) on peut en déduire que nécessairement a = b = c = 0, la solution triviale. ■

■ Exemple 7.7.10 La famille {1,sin2 x,cos2 x} est LD. Pourquoi ? Puisque la relation

(−1)1+1 sin2 x+1 cos2 x = 0, pour tout x ∈ R,

est une relation de dépendance non triviale (les coefficients sont non-nuls). Notez d’ailleurs que
cos2 x ∈ Vect{1,sin2 x}. ■

7.8 Faits (théorèmes) sur l’indépendance et la dépendance linéaires
Voyons combien de faits généraux nous pouvons démontrer sur les ensembles LI et et les ensembles

LD. Soit donc V un espace vectoriel.

FAIT #1 : Si v ∈V , alors la famille {v} est linéairement indépendante si et seulement si v ̸= 0.

Démonstration. Si v ̸= 0, alors l’équation kv = 0 n’admet que la solution triviale k = 0 (LI). Si au
contraire v = 0, alors on a, par exemple, 3v = 0 et donc k = 3 est une solution non triviale (LD). ■

FAIT #2 : Si la famille {v1, . . . ,vm} est LD, alors tout ensemble contenant {v1, . . . ,vm} l’est aussi.

Conséquence : on ne peut pas « rendre » LI un ensemble LD en lui ajoutant des vecteurs supplé-
mentaires. Par exemple, dans R3, étant donné deux vecteurs colinéaires, ajouter un troisième vecteur
dans la liste des générateurs donnerait au mieux un ensemble de vecteurs coplanaires, et au pire un
ensemble de vecteurs colinéaires.

Démonstration. Si {v1, . . . ,vm} est LD, alors on a une relation de dépendance non-triviale de la forme

a1v1 + · · ·+amvm = 0,

avec ai ̸= 0 pour au moins un i. Considérons maintenant un plus grand ensemble de générateurs
{v1, . . . ,vm,u1, . . . ,uk}. Alors l’équation

a1v1 + · · ·+amvm +0u1 + · · ·+0uk = 0

est une relation de dépendance non triviale. Cela signifie donc que le grand ensemble est aussi LD. ■
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FAIT #3 : Si un ensemble {v1, · · · ,vm} est LI, alors tout sous-ensemble de celui-ci est également LI.

■ Exemple 7.8.1 Si trois vecteurs ne sont pas coplanaires, alors aucune paire d’entre eux n’est
colinéaire. ■

Démonstration. Le Fait #3 est équivalent au Fait #2. En effet, le Fait #2 dit que tout ensemble qui
contient un sous-ensemble LD est aussi LD. Donc, un ensemble LI ne peut pas contenir de sous-
ensemble LD. ■

FAIT #4 : {0} est LD.

Démonstration. On a la relation non-triviale 42 ·0 = 0. ■

FAIT #5 : Tout ensemble contenant le vecteur nul est LD.

Démonstration. Utilisez les Faits #4 et #2. ■

! NOTE : cela signifie que les sous-espaces vectoriels sont LD! Et ceci n’est pas
grave. En général, on veut simplement savoir si un ensemble de générateur est
LD ou LI.

FAIT #6 : Un ensemble avec deux vecteurs {u,v} est LD si et seulement si un des vecteurs est un
multiple scalaire de l’autre.

Démonstration. Si au+bv = 0 est une relation de dépendance non-triviale, alors on a a ̸= 0 ou bien
b ̸= 0, ce qui donne respectivement u =−b

a v ou bien v =−a
b u. Dans les deux cas, on a bien que l’un

des vecteurs est un multiple scalaire de l’autre. (Notez qu’on ne peut pas avoir que les deux scalaires a
et b sont nuls en même temps car sinon la relation au+bv = 0 serait triviale.) Inversement, si u = cv
(ou v = cu) pour un certain c ∈ R, alors u− cv = 0 (ou −cu+v = 0) est une relation de dépendance
non-triviale. D’où l’équivalence. ■

FAIT #7 : Il est possible qu’un ensemble avec trois vecteurs (ou plus !) soit LD même si aucun de ses
vecteurs n’est un multiple scalaire d’un autre vecteur de l’ensemble.

Démonstration. Par exemple, l’ensemble {(1,0),(0,1),(1,1)} est LD car les vecteurs sont coplanaires,
et pourtant les vecteurs sont deux à deux non-colinéaires. ■

FAIT #8 : (Voir le Théorème 8.1.1 du chapitre suivant.) Un ensemble {v1, . . . ,vm} est LD si et
seulement si il existe au moins un vecteur vk ∈ {v1, . . . ,vm} qui est dans l’enveloppe linéaire
engendrée par {v1, . . . ,vk−1,vk+1, . . . ,vm}.

■ Exemple 7.8.2 En utilisant l’exemple précédent : (1,1) ∈ Vect{(1,0),(0,1)}. ■
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! Attention : Le Fait #8 ne veut pas dire que tout vecteur est une combinai-
son linéaire des autres. Par exemple, {(1,1),(2,2),(1,3)} est LD car (2,2) ∈
Vect{(1,1),(1,3)}, et pourtant (1,3) /∈ Vect{(1,1),(2,2)}.

Démonstration. Supposons que l’ensemble {v1, · · · ,vm} soit LD. Par définition, il existe une relation
de dépendance non-triviale

a1v1 + · · ·+amvm = 0

telle que ai ̸= 0 pour au moins un i. Sans perte de généralité, disons que a1 ̸= 0 (sinon nous pourrions
au besoin ré-indexer les vecteurs pour que ce soit le cas). Nous pouvons alors isoler v1 :

v1 =−
a2

a1
v2−·· ·−

am

a1
vm

ce qui dit simplement que v1 ∈ Vect{v2, · · · ,vm}. CQFD.
Réciproquement, supposons que vm ∈ Vect{v1, · · · ,vm−1}. Alors vm = b1v1 + · · ·+bn−1vm−1 pour

certains scalaires bi. On a donc

b1v1 + · · ·+bn−1vm−1 +(−1)vm = 0.

Finallement, comme le coefficient de vn est −1 ̸= 0, on a une relation de dépendance non-triviale (on
ne se pré-occupe même pas du fait que les bi soient tous nuls ou non). D’où l’ensemble {v1, · · · ,vm}
est LD. ■

Dans le prochain chapitre, nous mettrons en oeuvre ces idées en parrallèle avec les ensembles
générateurs.

Exercices

Remarques :
1. Les questions avec un astérisque ∗ (ou deux) sont bonus. À ne pas confondre avec les étoiles ⋆

qui signifient qu’on peut trouver un corriger de la question à la fin de l’ouvrage.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 7.1 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans l’espace vectoriel
indiqué? (Si vous dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites
qu’ils ne le sont pas, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui justifie
votre réponse. Par exemple, si vous voulez montrer que la famille {v1,v2,v3} est linéairement
dépendante, vous devez donner une relation comme v1−2v2 +v3 = 0 ou v1 = 2v2−v3.)

a) {(1,1),(1,2)} dans R2.

b) ⋆ {(1,1),(2,2)} dans R2.

c) {(0,0),(1,1)} dans R2.

d) ⋆ {(1,1),(1,2),(1,0)} dans R2.

e) {(1,1,1),(1,0,3)} dans R3.

f) ⋆ {(1,1,1),(1,0,3),(0,0,0)} dans R3.
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g) {(1,1,1),(1,2,3),(2,3,4)} dans R3.

h) ⋆ {(1,1,1),(1,0,3),(0,3,4)} dans R3.

i) {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,2,3)} dans R3.

j) ⋆ {(0,−3),(3,0)} dans R2.

k) ∗ a {(0,−3),(3,0)} dans V = R2 muni des opérations non-standards suivantes.

Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y+3).

Multiplication par scalaire k ∈ R : k⊙ (x,y) = (kx,ky+3k−3).

l) ⋆ {(1,0,0),(2,0,−2)} dans R3.

m) ∗ b {(1,0,0),(2,0,−2)} dans V = R3 muni des opérations non-standards suivantes

Addition : (x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+ x′,y+ y,z+ z′−2).

Multiplication par scalaire k ∈ R : k⊙ (x,y,z) = (kx,ky,kz−2k+2) .

a. Vous serez peut-être surpris par la réponse correcte à cette question... Consultez le professeur pour plus de détails.
b. Vous ne serez sans doute pas très surpris par la réponse à cette question si vous avez déjà répondu correctement à la

question (k)... Consultez le professeur pour plus de détails.

Exercice 7.2 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans M22(R)? (Si
vous dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites qu’ils ne
le sont pas, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui justifie votre
réponse. Par exemple, si vous voulez montrer que {A1,A2,A3} est LD, donnez une relation de la
forme A1−2A2 +A3 = 0 ou A1 = 2A2−A3.)

a)
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]}
.

b) ⋆
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]
,

[
1 −2
−1 0

]}
.

c)
{[1 0

0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]}
.

d) ⋆
{[1 0

0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
.

Exercice 7.3 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans F (R)? (Si
vous dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites qu’ils ne
le sont pas, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui justifie votre
réponse. Par exemple, si vous voulez montrer que { f1, f2, f3} est LD, donnez une relation de la forme
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f1−2 f2 + f3 = 0 ou f1 = 2 f2− f3.)

a) {1,1− x,1−2x} dans P2 .

b) ⋆ {1,1+ x,x2} dans P2 .

c) {sinx,cosx} dans F (R) .

d) ⋆ {1,sinx,2cosx} dans F (R) .

e) {2,2sin2 x,3cos2 x} dans F (R).

f) ⋆ {cos2x,sin2 x,cos2 x} dans F (R).

g) {cos2x,1,sin2 x} dans F (R).

h) ⋆ {sin2x,sinxcosx} dans F (R).

i) {sin(x+1),sinx,cosx} dans F (R).

Exercice 7.4 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes.

a) Dans un espace vectoriel V , on se donne un sous-ensemble {v1,v2,v3} ⊂ V linéairement
indépendant. Montrez soigneusement que {v2,v3} est également linéairement indépendant.

b) ⋆ Dans un espace vectoriel V , on se donne un sous-ensemble {v1, . . . ,vk} ⊂ V linéairement
indépendant. Montrez soigneusement que le sous-ensemble {v2, . . . ,vk} est aussi linéairement
indépendant.

c) Dans un espace vectoriel V , on se donne un sous-ensemble {v1, . . . ,vk} ⊂ V linéairement
indépendant. Soit S⊆ {v1, . . . ,vk} un ensemble. Montrez soigneusement que S est également
linéairement indépendant.

d) ⋆ Donnez un exemple de sous-ensemble linéairement indépendant {v1,v2} de R3 et d’un vecteur
v ∈ R3 tel que l’ensemble {v,v1,v2} soit linéairement dépendant.

e) Donnez un exemple de sous-ensemble linéairement indépendant {A,B} de M22(R) et d’une
matrice C ∈M22(R) telle que l’ensemble {A,B,C} soit linéairement dépendant.

f) ⋆ Donnez un exemple de sous-ensemble linéairement indépendant {p,q} de P2 et d’un poly-
nôme r ∈ P2 tel que l’ensemble {p,q,r} soit linéairement dépendant.

g) Donnez un exemple de sous-ensemble linéairement indépendant { f ,g} de F (R) et d’une
fonction h ∈F (R) telle que l’ensemble { f ,g,h} soit linéairement dépendant.

Exercice 7.5 Donnez un exemple de trois vecteurs u,v,w ∈ R3 tels que aucun des vecteurs n’est un
multiple scalaire d’un autre, mais tels que {u,v,w} soit quand même linéairement dépendant. Est-ce
possible si l’on se donnait seulement deux vecteurs au début ?





8. Indépendance linéaire, ensembles générateurs

Dans le chapitre précédent nous avons défini les notions d’indépendance et de dépendance linéaires.
Un ensemble de vecteurs {v1,v2, · · · ,vm} est linéairement indépendant (LI) ssi la seule solution de
l’équation de dépendance

a1v1 + · · ·+amvm = 0

est la solution triviale a1 = 0, · · · , am = 0. Inversement, cet ensemble de vecteurs est linéairement
dépendant (LD) s’il existe une solution non-triviale à l’équation

a1v1 + · · ·+amvm = 0,

c’est-à-dire que ai ̸= 0 pour au moins l’un des indices i. Si tel est le cas, une telle équation (avec certains
coefficients non nuls) est appelée une relation de dépendance sur cet ensemble.

8.1 Résultats importants sur l’indépendance et la dépendance linéaires
Dans le chapitre précédent, nous avons remarqué de nombreux résultats utiles sur les ensembles LI

et sur les ensembles LD :
1. Un ensemble {v} constitué d’un seul vecteur est LI si et seulement si v ̸= 0.
2. Si un ensemble S est LD, alors tout ensemble contenant S est également LD.
3. Si un ensemble S est LI, alors tout sous-ensemble non-vide de S est également LI.
4. {0} est LD.
5. Tout ensemble contenant le vecteur nul est LD.
6. Un ensemble en deux vecteurs est LD si et seulement si l’un des vecteurs est un multiple scalaire

de l’autre.
7. Il est possible qu’un ensemble avec trois vecteurs ou plus soit LD même si aucun des vecteurs

n’est multiple scalaire des autres.
Plus important, nous avons conclu le dernier chapitre avec l’affirmation suivante :
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Théorème 8.1.1 — Relation entre dépendance linéaire et ensembles générateurs. Un
ensemble {v1, · · · ,vm} est LD si et seulement si au moins l’un des vecteurs vk est combinaison
linéaire des autres.

! Attention : Ce théorème ne signifie pas que chaque vecteur est une combinai-
son linéaire des autres. Par exemple {(1,1),(2,2),(1,3)} est LD car (2,2) ∈
Vect{(1,1),(1,3)}, mais (1,3) /∈ Vect{(1,1),(2,2)}.

Démonstration. Nous devons montrer les deux sens de l’équivalence « si et seulement si ».
Tout d’abord, supposons que {v1, · · · ,vm} soit LD. Alors il existe une relation de dépendance

non-triviale

a1v1 + · · ·+amvm = 0

avec ai ̸= 0 pour au moins l’un des indices i. Sans perte de généralité, disons que a1 ̸= 0 (sinon on peut
toujours ré-indexer les vecteurs pour que ce soit bien le cas). Isolons v1 comme suit :

v1 =
−a2

a1
v2 + · · ·+

−am

a1
vm

ce qui nous dit que v1 ∈ Vect{v2, · · · ,vm}. D’où la première implication.
Réciproquement, supposons que vn ∈ Vect{v1, · · · ,vn−1}. Alors on a vn = b1v1 + · · ·+bn−1vn−1

pour certains coefficients b1, . . . ,bn−1, et donc

b1v1 + · · ·+bn−1vn−1 +(−1)vn = 0

est une relation de dépendance non-triviale car au moins un des coefficients est non-nul : celui devant
vn est −1. Par conséquent, cet ensemble est donc LD, ce qui montre l’autre implication. CQFD. ■

8.2 Conséquence : tout ensemble LD peut être réduit

Voici comment nous allons résoudre le problème mentionné dans les chapitres précédents !

■ Exemple 8.2.1 Soient W = Vect{(1,0,0),(0,1,0),(1,1,0)} et W ′ = Vect{(1,0,0),(0,1,0)}. D’une
part, on a évidement que W ′ ⊆W . D’autre part, puisque (1,1,0) = (1,0,0)+(0,1,0) appartient à W ′

et qu’évidemment (1,0,0) et (0,1,0) appartiennent aussi à W ′, il s’ensuit d’après le Théorème 6.4.1
que nécessairement W ⊆W ′. De la double inclusion nous déduisons l’égalité

W =W ′ = Vect{(1,0,0),(0,1,0)}.

Ainsi, nous avons donc réussi à écrire W avec un vecteur générateur en moins ! ■

Cet exemple illustre le théorème général suivant :
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Théorème 8.2.2 — Réduction de l’ensembles des générateurs. Supposons que
W = Vect{v1, · · · ,vm} dans un espace vectoriel V .
Si v1 ∈ Vect{v2, · · · ,vm}, alors

W = Vect{v2, · · · ,vm}.

Démonstration. Il est clair que Vect{v2, · · · ,vm} ⊆W .
Réciproquement, supposons maintenant que v1 soit de la forme v1 = b2v2+ · · ·+bmvm pour certains

coefficients bi. Alors, pour tout élément w = a1v1 + · · ·+amvm de W , on a

w = (a1b2 +a2)v2 + · · ·+(a1bm +am)vm ∈ Vect{v2, · · · ,vm} ,

ce qui montre l’inclusion W ⊆ Vect{v2, · · · ,vm}. D’où l’égalité par double inclusion. ■

En reprenant les notations du théorème ci-dessus, notez que la condition v1 ∈ Vect{v2, · · · ,vm} est
équivalente au fait que {v1,v2, · · · ,vm} est LD (cf. Théorème 8.1.1).

! En d’autres termes : On peut RÉDUIRE la taille de n’importe quel ensemble
générateur dès lors qu’il est LINÉAIREMENT DÉPENDANT.

De plus, si après avoir enlevé v1 on a que {v2, · · · ,vm} est encore LD, alors un des vecteurs est
forcément combinaison linéaire des autres, disons v2 ∈ Vect{v3, · · · ,vm}. Alors, avec la même idée
que ci-dessus, on peut réduire W à

W = Vect{v1, · · · ,vm}= Vect{v2, · · · ,vm}= Vect{v3, · · · ,vm} .

On peut continuer ce processus jusqu’à ce qu’il ne nous reste qu’un ensemble de vecteurs linéairement
indépendants de générateurs de W .

8.3 Une autre conséquence : agrandir la taille des ensembles linéairement indé-
pendants

On a suffisamment développé les idées maintenant pour comprendre que si l’on veut un ensemble
linéairement indépendant, on ne peut prendre autant de vecteurs que l’on veut car sinon l’ensemble
devient linéairement indépendant. (Mais combien de vecteurs pouvons-nous prendre dans l’ensemble
générateur pour qu’il soit LI? Nous y reviendrons plus tard avec les notions de base et de dimension).
Pour l’instant, nous avons le résultat suivant :

Théorème 8.3.1 — Agrandissement d’ensembles linéairement indépendants. Supposons que
{v1, · · · ,vm} soit un sous-ensemble LI d’un sous-espace W . Pour tout v ∈W , on a

{v,v1, · · · ,vm} est LI ⇐⇒ v /∈ Vect{v1, · · · ,vm}.

Démonstration. Ceci ressemble beaucoup à notre Théorème 8.1.1 (comparez par vous-mêmes !). C’est
pourquoi la preuve est très similaire.

Supposons que le nouveau grand ensemble {v,v1, · · · ,vm} soit LI. Alors par le théorème précédent,
AUCUN vecteur de {v,v1, · · · ,vm} ne peut être une combinaison linéaire des autres. En particulier,
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v ne peut pas être une combinaison linéaire du restant des vecteurs, ce qui veut simplement dire que
v /∈ Vect{v1, · · · ,vm}. D’où la première implication.

Inversement, supposons que v /∈ Vect{v1, · · · ,vm} et montrons que {v,v1, · · · ,vm} est LI. Considé-
rons l’équation de dépendance suivante :

a0v+a1v1 + · · ·+amvm = 0.

Nous voulons montrer qu’il n’existe pas de solution non-triviale. Notez que si a0 était ̸= 0, alors,
comme dans la preuve précédente, on pourrait exprimer v en fonction des autres vecteurs en divisant par
a0, ce qui contredirait notre hypothèse. Donc nécessairement a0 = 0, et l’équation devient simplement :

a1v1 + · · ·+amvm = 0.

Mais par hypothèse du théorème, l’ensemble {v1, · · · ,vm} est LI, donc tous ces coefficients ai doivent
être nuls. D’où l’autre implication est vraie, et on obtient l’équivalence voulue. ■

! En d’autres termes : tant que notre ensemble générateur N’ENGENDRE PAS
tout l’espace vectoriel et qu’il est LINÉAIREMENT INDÉPENDANT, on peut
AUGMENTER sa taille et il restera linéairement indépendant !

8.4 Exemples
Dans cette section, nous verrons des exemples de méthodes pour appliquer le Théorème 8.3.1.

■ Exemple 8.4.1 L’ensemble {x2,1+ 2x} ⊂ P3 est LI et x3 /∈ Vect{x2,1+ 2x} (voir les indications
données pour les problèmes 6.4 questions (e) et (f), ou l’Exemple 7.7.7 à la page 88). On en déduit par
le Théorème 8.3.1 que {x3,x2,1+2x} est aussi LI. ■

■ Exemple 8.4.2 L’ensemble générateur
{[

0 1
0 0

]
,

[
1 0
0 0

]}
est LI (puisque qu’il est contenu dans un

ensemble plus grand qui est LI d’après le chapitre précédent). On peut aussi voir que[
0 0
1 0

]
/∈ Vect

{[
0 1
0 0

]
,

[
1 0
0 0

]}

puisque
[

0 0
1 0

]
=

[
a b
0 0

]
n’a pas de solutions. On en déduit par le Théorème 8.3.1 que

{[
0 1
0 0

]
,

[
1 0
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]}
est aussi LI. ■

Remarque : il peut être difficile de trouver un vecteur v qui n’est pas dans l’enveloppe linéaire
engendrée par votre ensemble LI ! Dans le prochain chapitre, nous allons approfondir les réflexions à
ce sujet.
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Exercices
Exercice 8.1 Soit V un espace vectoriel quelconque. Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

a) Supposons que u ∈ Vect{v,w}. Montrez soigneusement que {u,v,w} est LD.

b) ⋆ Supposons que u ∈ Vect{v,w}. Montrez soigneusement que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}.

c) Réciproquement, supposons que Vect{v,w} = Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que
u ∈ Vect{v,w}.

d) ⋆ Supposons que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que {u,v,w} est LD.

e) Supposons que Vect{u,v} = Vect{w,x}. Montrez soigneusement que {u,v,w} et {u,v,x}
sont tous les deux linéairement dépendants.

f) ⋆ Supposons que {v,w} soit LI et que u /∈ Vect{v,w}. Montrez soigneusement que {u,v,w}
est aussi LI.

g) Supposons que {v,w} soit LI et que u /∈Vect{v,w}. Montrez soigneusement que Vect{v,w} ̸=
Vect{u,v,w}.

h) ⋆ Réciproquement, supposons que Vect{v,w} ≠ Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que
u /∈ Vect{v,w}.

Exercice 8.2 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

a) Supposons que u,v,w sont des vecteurs non-nuls de R4 tels que u · v = u ·w = v ·w = 0.
Prouvez que {u,v,w} est linéairement indépendant.

b) ⋆ Supposons que deux polynômes p et q satisfassent p ̸= 0 et deg(p) < deg(q). Montrez
soigneusement que l’ensemble {p,q} est linéairement indépendant.

c) Supposons qu’un ensemble de polynômes {p1, . . . , pk} satisfasse 0 ̸= p1 et deg(p1)< deg(p2)<
· · ·< deg(pk). Montrer soigneusement que l’ensemble {p1, · · · , pk} est LI.

d) ∗ Supposons que f ,g ∈F (R) sont des fonctions dérivables et que f g′− f ′g n’est pas identi-
quement nulle (c’est-à-dire n’est pas la fonction nulle). Prouvez soigneusement que { f ,g} est
linéairement indépendant. a

e) Utilisez la question précédente de cet exercice pour donner une autre preuve (c’est-à-dire,
autre que celle vue dans un des exemples de ce chapitre) que l’ensemble {sinx,cosx} est
linéairement indépendant dans F (R).

f) ⋆∗ Supposons que {u,v,w} est un ensemble de vecteurs de R3 tels que u · (v×w) ̸= 0. Prouvez
soigneusement que {u,v,w} est linéairement indépendant. b

a. Indiccation : raisonnez par contradiction.
b. Un argument géométrique impliquant un « volume » n’est pas suffisant. [Indication : rappelez-vous d’abord que

l’ensemble {u,v,w} est linéairement indépendant ssi aucun des vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres. Ensuite,
on raisonne par l’absurde et l’on réduit le nombre de cas à vérifier de 3 à 1 en gardant en tête que, pour trois vecteurs
quelconques v1,v2,v3 ∈ R3 on a toujours la relation v1 · (v2×v3) = v3 · (v1×v2) = v2 · (v3×v1).]
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Dans le Chapitre 8, nous avons montré les deux résultats suivants :
— Tout ensemble qui est linéairement dépendant (LD) peut être réduit sans affecter l’enveloppe

linéaire qu’il engendre. La technique est de retirer tout vecteur qui est combinaison linéaire des
autres.

— Tout sous-ensemble de V linéairement indépendant (LI) qui n’engendre pas V tout entier peut être
étendu en un ensemble LI plus grand. La technique consiste à ajouter un vecteur qui n’appartient
pas à l’enveloppe linéaire engendrée par le sous-ensemble de départ.

■ Exemple 9.0.1 L’ensemble {(1,2,1,1),(1,3,5,6)} ⊆R4 est LI (car il est constitué de deux vecteurs
et qu’aucun n’est un multiple scalaire de l’autre). Trouvons un ensemble LI plus grand dans R4

contenant ces deux vecteurs.
Pour trouver un vecteur qui n’est pas dans l’enveloppe linéaire engendrée par ces deux vecteurs, on

commence par réécrire Vect
{[1

2
1
1

]
,

[1
3
5
6

]}
comme suit :

Vect




1
2
1
1

 ,


1
3
5
6


=

a


1
2
1
1

+b


1
3
5
6


∣∣∣∣∣a,b ∈ R

=




a+b
2a+3b
a+5b
a+6b


∣∣∣∣∣a,b ∈ R

 .

Donc nous voulons choisir un vecteur (x1,x2,x3,x4) qui n’a pas cette forme typique. En fait, sans
faire beaucoup d’effort, on peut voir que (1,0,0,0) en est un. Pour vérifier ceci, essayons de résoudre
l’équation qu’on obtiendrait à chacune des quatre coordonnées :

a+b = 1, 2a+3b = 0, a+5b = 0, a+6b = 0 .

On obtient facilement une contradiction comme suit. Les deux dernières équations donnent b = 0, puis
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la première équation impliquerai que a = 1 et finalement une des trois dernières équations donnerait la
contradiction 1 = 0... Absurde !

Conclusion : {(1,2,1,1),(1,3,5,6),(1,0,0,0)} est LI et contient l’ensemble de départ. ■

Remarque 9.0.2 En général, si notre ensemble de départ n’engendre pas l’espace vectoriel V tout
entier, alors nous pouvons choisir un vecteur au hasard dans V et il y a de fortes chances que ce
nouveau vecteur n’appartienne pas à l’espace engendré par notre ensemble de départ. En effet, un
sous-espace vectoriel est souvent très « petit » comparé à l’espace vectoriel tout entier. (Pensez par
exemple à une droite ou un plan dans R3 : il y a BEAUCOUP PLUS de points qui sont hors de la droite
ou du plan qu’il n’y en a dedans !)

Exercice 9.0.3 L’ensemble {(1,0),(0,1)} est LI comme nous l’avons vu précédemment dans
l’Exemple 7.7.1. Pouvons nous trouver un vecteur v ∈ R2 tel que l’ensemble {(1,0),(0,1),v} soit
LI aussi ?
Solution NON! Nous savons que Vect{(1,0),(0,1)}= R2 puisque chaque (x,y) ∈ R2 peut être
exprimé comme x(1,0)+ y(0,1). Donc il n’y a pas de vecteur v qui répond à la question.

En fait, nous savons que deux vecteurs non-nuls et non-colinéaires (donc LI) dans R2 engendrent
R2 tout entier. Donc on ne pourra jamais étendre cet ensemble à deux éléments à un ensemble LI avec
plus d’éléments. Nous pouvons reformuler ceci comme suit :

FAIT Tout ensemble de 3 ou plus vecteurs dans R2 est forcément LD.

Démonstration. Soit S un sous-ensemble de R2 contenant 3 vecteurs ou plus. Considérons v1,v2 ∈ S.
Si l’ensemble {v1,v2} est LD, alors nous avons terminé car S est alors nécessairement aussi LD (voir
Fait #2 à la page 89).
Sinon, comme nous l’avons vu dans la preuve du théorème 6.6.1, ces deux vecteurs engendrent R2 tout
entier. Dans ce cas, si v3 ∈ S est un troisième vecteur, alors nécessairement v3 ∈ Vect{v1,v2}. Ceci
signifie exactement que {v1,v2,v3} est un sous-ensemble LD de S, et donc S est aussi LD.
En bref, dans tous les cas, l’ensemble S est bien LD. ■

! Par conséquent : tout sous-ensemble LI de R2 contient AU PLUS deux vecteurs,
et tout ensemble générateur de R2 contient AU MOINS deux vecteurs LI. En
combinant les deux énoncés, on arrive à : TOUT sous-ensemble de R2 qui est à
la fois LI et générateur contient exactement deux vecteurs. Pas plus, pas moins.
Fascinant !

9.1 Le GRAND théorème reliant les ensembles LI aux ensembles générateurs
Jusqu’à présent, nous avons vu que si S est un ensemble qui génère l’espace vectoriel V tout entier,

alors tout ensemble contenant S doit être LD également. Si de plus S est linéairement indépendant,
alors aucun sous-ensemble propre de S ne peut engendrer V . En fait, cette idée nous emmène au résultat
PLUS FORT suivant :

Théorème 9.1.1 — Les ensembles LI ne sont jamais plus grands que les ensembles généra-
teurs. S’il est possible d’engendrer l’espace vectoriel V tout entier avec seulement n vecteurs, alors
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tout sous-ensemble LI de V possède au plus n vecteurs.
De manière équivalente : s’il est possible de trouver un sous-ensemble de V qui est LI et qui

contient m vecteurs distincts, alors tout ensemble qui engendre V contient nécessairement au moins
m vecteurs.

! En d’autres termes :
Taille de tout ensemble LI dans V ≤ Taille de tout ensemble générateur de V .

La preuve de ce théorème est intéressante. Nous ne prouverons qu’un cas particulier plus simple
(le cas où V est un sous-espace de Rn), mais les idées pourront être généralisées pour comprendre la
preuve générale.

Mais avant de voir la preuve, appliquons d’abord ce théorème à quelques exemples.

■ Exemple 9.1.2 Nous savons que R3 est engendré par 3 vecteurs, par exemple : (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).
Donc tout ensemble dans R3 avec 4 vecteurs (ou plus) est forcément LD! ■

■ Exemple 9.1.3 Nous avons vu que 4 vecteurs suffisent pour générer l’ensemble M2,2(R). Donc tout
ensemble de 5 matrices 2×2 (ou plus) est forcément LD! ■

■ Exemple 9.1.4 L’ensemble des matrices diagonales 2×2 est engendré par deux vecteurs. Donc tout
ensemble de 3 matrices diagonales 2×2 (ou plus) est nécessairement LD. ■

■ Exemple 9.1.5 Soit W un plan passant par l’origine dans R3. Il peut être engendré par 2 vecteurs
non-nuls et non-colinéaires. Donc 3 vecteurs (ou plus) de W sont forcément LD. (Remarque : on
peut trouver des sous-ensembles LI constitués de 3 vecteurs de R3, mais on ne peut pas trouver de
sous-ensemble LI constitué de 3 vecteurs de W ). ■

Ce dernier exemple n’est en fait pas si surprenant : il nous dit simplement que 3 vecteurs coplanaires
quelconques sont forcément linéairement dépendants ; c’était notre point de départ. En fait, la seule
nouveauté est :

! Le théorème s’applique à n’importe quel espace vectoriel, par uniquement à Rn.
En particulier, on peut appliquer le théorème aux sous-espaces vectoriels !

Par exemple, dans l’exemple précédent le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants
DANS LE SOUS-ESPACE W est 2.

9.2 L’équilibre critique : base d’un espace vectoriel

Définition 9.2.1 Un ensemble {v1,v2, · · · ,vm} de vecteurs de V est appelé base de V si :
1. {v1,v2, · · · ,vm} est linéairement indépendant ET
2. {v1,v2, · · · ,vm} engendre V .

Différentes façons d’interpréter une base :
— c’est un sous-ensemble à la fois générateur et LI de V ;
— c’est le plus grand ensemble (en taille) qui LI dans V ;
— c’est c’est le plus petit sous-ensemble (en taille) qui engendre V .
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■ Exemple 9.2.2 L’ensemble {(1,0),(0,1)} est une base de R2. ■

■ Exemple 9.2.3 L’ensemble {1,x,x2} est une base de P2. ■

■ Exemple 9.2.4 L’ensemble
{[

1 0
0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
est une base de M2,2(R). ■

■ Exemple 9.2.5 L’ensemble {(1,0)} n’est pas une base de R2 car il n’engendre pas R2. (En revanche,
cet ensemble est une base de l’axe des x dans R2.) ■

■ Exemple 9.2.6 L’ensemble {(1,0),(0,1),(1,1)} n’est pas une base de R2 parce qu’il est LD. ■

Théorème 9.2.7 — Invariance de la taille d’une base. Si {v1, · · · ,vm} et {w1, · · · ,wk} sont
deux bases d’un espace vectoriel V , alors nécessairement m = k.

Démonstration. La preuve découle du grand Théorème 9.1.1 appliqué deux fois.
D’une part, comme {v1, · · · ,vm} engendre l’espace vectoriel V et que {w1, · · · ,wk} est LI, on a

nécessairement que m≥ k.
D’autre part, comme {w1, · · · ,wk} engendre V et que {v1, · · · ,vm} est LI, on a obligatoirement que

k ≥ m.
D’où l’égalité m = k. CQFD. ■

! En d’autres termes : TOUTES les bases de V ont le MÊME nombre de vecteurs !

9.3 Dimension d’un espace vectoriel

Définition 9.3.1 Si V admet une base {v1, · · · ,vn} de cardinal fini n, alors la dimension de V est n,
le nombre de vecteurs dans cette base. On écrit

dim(V ) = n .

En particulier, on dit que V est de dimension finie. Sinon, si V n’admet pas de base finie, alors on dit
que V est de dimension infinie.

Remarque 9.3.2 Dans ce manuel, nous nous concentrerons principalement sur les espaces vectoriels
de dimension finie.

■ Exemple 9.3.3 dim(R2) = 2, car nous avons trouvé une base avec 2 vecteurs. ■

■ Exemple 9.3.4 dim(P2) = 3, parce que nous avons trouvé une base avec 3 vecteurs. ■

■ Exemple 9.3.5 dim(M2,2(R)) = 4, car nous avons trouvé une base avec 4 vecteurs. ■

■ Exemple 9.3.6 L’ensemble {(1,0, · · · ,0),(0,1, · · · ,0), · · · ,(0,0, · · · ,1)} ⊂ Rn est LI et il engendre
Rn (vérifiez-le !). Donc dim(Rn) = n. ■

■ Exemple 9.3.7 L’ensemble {1,x,x2, · · · ,xn} est linéairement indépendant (généralisez la preuve de
l’exemple 7.7.7 qui montrait que l’ensemble {1,x,x2} est LI), et il engendre Pn (vérifiez-le !). Donc
dim(Pn) = n+1. ■
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■ Exemple 9.3.8 Considérons l’ensemble {Ei j | 1≤ i≤m,1≤ j≤ n}, où Ei j est la matrice m×n avec
des zéros partout sauf dans la (i, j)-ème position qui est un 1. Elles sont linéairement indépendantes car
la somme

∑
i, j

ai jEi j

donne précisément la matrice dont l’entrée ai j est la (i, j)-ème entrée, donc si cette somme était la
matrice nulle, alors chaque entrée serait nulle et donc l’équation de dépendance n’aurait que la solution
triviale. Par ailleurs, ces matrices engendrent Mm,n(R) tout entier puisque toute matrice peut être écrite
sous la forme de la somme ci-dessus, où les coefficients ai j sont les entrées (i, j) de cette matrice.

Par conséquent, cet ensemble de matrices forme une base de Mm,n(R), et en comptant son cardinal
on en déduit que :

dim(Mm,n(R)) = mn .

■

■ Exemple 9.3.9 L’espace vectoriel des polynômes P est de dimension infinie, car pour tout entier
naturel n, l’ensemble {1,x,x2, · · · ,xn} est linéairement indépendant (généralisez la preuve de l’exemple
7.7.7 qui montrait que l’ensemble {1,x,x2} est linéairement indépendant). Or, par définition, une base
est forcément au moins aussi grande (sinon plus !) que tout ensemble linéairement indépendant. C’est
pourquoi il est impossible de trouver une base finie et ainsi dim(P) = +∞. ■

■ Exemple 9.3.10 L’espace vectoriel F (R) est également de dimension infinie par un argument
similaire. ■

Nous pouvons également considérer les notions de base et de dimension pour les sous-espaces :

■ Exemple 9.3.11 Considérons l’ensemble L = {A ∈M2,2(R) | tr(A) = 0}. Nous avons vu que cet
ensemble est égale à

L =

{[
a b
c −a

]
| a,b,c ∈ R

}
= Vect

{
M1 =

[
1 0
0 −1

]
,M2 =

[
0 1
0 0

]
,M3 =

[
0 0
1 0

]}
.

Il s’agit donc d’un sous-espace de M2,2(R). Aussi, de cette égalité on déduit que {M1,M2,M3} engendre
L. Est-il linéairement indépendant ? Oui, car on a les équivalences suivantes :

aM1 +bM2 + cM3 = 0 ⇐⇒
[

a b
c −a

]
=

[
0 0
0 0

]
⇐⇒ a = b = c = 0 ,

c.a.d. la solution triviale. Au final, l’ensemble {M1,M2,M3} est linéairement indépendant et engendre
L, donc c’est une base de L et ainsi dim(L) = 3. ■

Exercice 9.3.12 Trouvez une base pour W = Vect{1,sin(x),cos(x)} qui est un sous-espace de
F (R).
Solution Par construction {1,sin(x),cos(x)} engendre W . De plus, nous avons vérifié dans un
chapitre précédent que cet ensemble est linéairement indépendant. D’où c’est une base de W , et on
obtient dim(W ) = 3.

Exercice 9.3.13 Trouvez une base pour U = {(x,y,z) | x+ z = 0}.
Solution D’abord, notons que

U = {(x,y,−x) | x,y ∈ R}= Vect{(1,0,−1),(0,1,0)} .
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Donc U est bien un sous-espace vectoriel, et l’ensemble {(1,0,−1),(0,1,0)} engendre U . De plus,
cet ensemble est aussi linéairement indépendant puisqu’il est constitué de deux vecteurs qui ne sont
pas des multiples scalaires l’un de l’autre. D’où cet ensemble est une base de U , et on conclut que
dim(U) = 2.

Exercices
1. Les questions avec un astérisque ∗ (ou deux !) signifie que le niveau est difficile, c’est du bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 9.1 Donnez deux bases différentes pour chacun des sous-espaces suivants. En déduire leur
dimension.

(a) {(2x,x) ∈ R2 | x ∈ R}.

(b) ⋆ {(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}.

(c) {(x,y,z) ∈ R3 | x+ y−2z = 0}.

(d) ⋆ {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}.

(e)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b = c

}
.

(f) ⋆

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

(g)

{[
a 0
0 b

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a,b ∈ R

}
.

(h) ⋆

{[
0 −b
−b 0

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b ∈ R

}
.

(i)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+b+ c+d = 0

}
.

(j) ⋆ Pn.

(k) {p ∈ P2 | p(2) = 0}.

(l) ⋆ {p ∈ P3 | p(2) = p(3) = 0}.

(m) {p ∈ P2 | p(1)+ p(−1) = 0}.

(n) ⋆ Vect{sinx,cosx}.

(o) Vect{1,sinx,cosx}.

(p) ⋆ Vect{1,sin2 x,cos2 x}.
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(q) ∗ Soit l’ensemble {(x,x−3) ∈ R2 | x ∈ R} muni des opérations non-standards suivantes :
Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y+3).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R , k⊙ (x,y) = (kx,ky+3k−3).

(r) ∗ Soit le sous-ensemble {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 2} de V = R3 muni des opérations non-
standards suivantes :
Addition : (x,y,z)+̃(x′,y′,z′) = (x+ x′,y+ y,z+ z′−2).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊙ (x,y,z) = (kx,ky,kz−2k+2).

[ Indication pour les questions (k) et (l) : rappelez-vous que si p est un polynôme en x de degré ≥ 1
et que p(a) = 0 pour un certain a ∈ R, alors p a un facteur de la forme x−a; c’est-à-dire que p
s’écrit p(x) = (x−a)q(x) pour un certain polynôme q tel que deg(q) = deg(p)−1.]

Exercice 9.2 Déterminez si les ensembles suivants sont des bases des espaces vectoriels indiqués.

(a) {(1,2)} ; (R2).

(b) ⋆ {(1,2),(−2,−4)} ; (R2).

(c) {(1,2),(3,4)} ; (R2).

(d) ⋆ {(1,2),(3,4),(0,0)} ; (R2).

(e) {(1,2,3),(4,8,6)} ; (R3).

(f) ⋆ {(1,2,3),(4,8,7)} ; (R3).

(g) {(1,2,3),(4,8,7),(3,6,4)} ; (R3).

(h) ⋆ {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} ; (R4).

(i)
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]}
; (M22).

(j) ⋆
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]
,

[
1 −2
1 0

]}
; (M22).

(k)
{[1 0

0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
; (M22).

(l) {1,1− x,1−2x} ; (P2).

(m) ⋆ {1,1+ x,x2} ; (P2).

(n) {sinx,cosx} ; (F (R)).

(o) ⋆ {1,sinx,2cosx} ; (F (R)).

(p) {2,2sin2 x,3cos2 x} ; (F (R)).

(q) ∗∗ {(1,0),(0,0)} ; V = R2 muni des opérations non-standards suivantes :
Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y−2).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).
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(r) ∗∗ {(1,3),(2,4)} ; V = R2 muni des opérations non-standards suivantes :
Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y−2).
Multiplication par scalaire : pour k ∈ R, k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Exercice 9.3 Soient f (x) = 1+ x, g(x) = x+ x2 et h(x) = x+ x2 + x3 des polynômes de P, et soit
W = Vect{ f ,g,h}.

(a) Montrez que f , g et h sont linéairement indépendants.
(b) Trouvez une base pour W . En déduire sa dimension.

(c) Si j(x) = 1− x2 + x3, montrez que j ∈W .
(d) Que vaut dimVect{ f ,g,h, j}?

Exercice 9.4 Soit U = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}.

(a) Trouvez une base pour U . En déduire la valeur de dimU .
(b) Étendre la base trouvée en (a) pour obtenir une base de R4.

Exercice 9.5 Considérons l’espace vectoriel F
(
[0,2]

)
= { f | f : [0,2]→ R} (muni des mêmes

opérations que F (R).) Supposons que f (x) = x, que g(x) = 1
x+1 et que W = Vect{ f ,g}.

a) Montrez que { f ,g} est linéairement indépendant.
b) En déduire dimW .
c) Si h(x) = x2, montrez que h /∈W .
d) Quelle est la dimension de Vect{ f ,g,h}?

Exercice 9.6 Soit E = {« ax+ by+ cz = d » | a,b,c,d ∈ R} l’ensemble des équations linéaires
à coefficients réels en les variables x, y et z. On muni E des opérations habituelles : l’addition
d’équations, notée ici par «⊕ » et la multiplication par scalaire, notée ici par « ⊛ », définies comme
suit :

« ax+by+ cz = d » ⊕ « ex+ f y+gz = h » = « (a+ e)x+(b+ f )y+(c+g)z = d +h »

et
∀k ∈ R, k⊛ « ax+by+ cz = d » = « kax+ kby+ kcz = k d ».

Dans un exercice précédent, on a montré qu’avec ces opérations E est un espace vectoriel.
Trouvez une base pour E et en déduire dimE.



10. Théorèmes sur la dimension

Dans le chapitre précédent, nous avons vu une inégalité intéressante :

! Taille de tout ensemble LI de V ≤ Taille de tout ensemble qui engendre V .

De cet énoncé découlaient les propriétés et définitions suivantes :
— Tous les ensembles linéairement indépendants qui engendrent V sont appelés bases de V et ils

ont tous le même nombre de vecteurs. Ce nombre constant n de vecteurs dans les bases est appelé
la dimension de V et est noté dim(V ).

— Nous avons trouvé des bases pour un grand nombre d’espaces vectoriels typiques, et nous avons
également cherché des bases pour des sous-espaces vectoriels.

À partir de la définition de dimension, nous pouvons maintenant améliorer l’inégalité ci-dessus
pour obtenir une inégalité importante :

! Taille de tout ensemble LI dans V ≤ dimV ≤ Taille de tout ensemble générateur
de V .

10.1 Tout sous-espace d’un espace de dimension finie admet une base finie

Dans les chapitres précédents, nous avons montré les résultats suivants :
— Si {v1, · · · ,vm} est un sous-ensemble LI de V , alors il existe des vecteurs vm+1, · · · ,vn dans V

tels que {v1, · · · ,vm,vm+1, · · · ,vn} est une base pour V ; c’est-à-dire que tout sous-ensemble
linéairement indépendant de V peut être étendu en une base de V .
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— Réciproquement, nous avons vu que si S = {v1, · · · ,vl} est un ensemble générateur de V , alors il
existe un sous-ensemble de S qui est une base de V . Autrement dit, tout ensemble générateur
peut être réduit en une base de V .

Remarque 10.1.1 Dans un espace vectoriel de dimension infinie, le processus d’ajout de vecteurs
à votre ensemble LI pourrait ne jamais s’arrêter, puisqu’il pourrait arriver que vous ne puissiez pas
engendrer cet espace par un nombre fini de vecteurs. D’où notre restriction aux espaces vectoriels de
dimensions finie.

En théorie, cela signifie qu’on peut toujours trouver une base pour n’importe quel sous-espace W
de dimension finie : soit vous commencez avec un ensemble générateur (par exemple W lui-même)
qu’on réduit en une base, soit vous débutez par un ensemble de vecteurs non-nuls quelconques LI (par
exemple {w} avec w ̸= 0) qu’on étend en une base.

Mais en pratique, ce n’est pas si facile : cette méthode requiert des calculs intensifs... (Nous y
reviendrons bientôt !)

10.2 Un raccourci pour vérifier si un ensemble est une base

Théorème 10.2.1 — Raccourci pour savoir si un ensemble est une base. Soit V un espace
vectoriel de dimension finie dim(V ) = n < ∞. On a :

1. Tout ensemble LI {v1, · · · ,vn} avec précisément n vecteurs de V est une base de V (c’est-à-dire,
qu’il engendre aussi V !) ;

2. Tout ensemble générateur {v1, · · · ,vn} de V constitué d’exactement n vecteurs est une base de
V (c’est-à-dire, qu’il est aussi LI !) ;

Ce théorème est très important ! Il indique que si vous connaissez déjà la dimension de V , vous
disposez alors d’un raccourci pour trouver une base : il suffit de trouver un ensemble LI ou un ensemble
générateur avec le nombre EXACT de vecteurs.

Démonstration. 1. Supposons que {v1, · · · ,vn} ⊆V soit LI avec exactement n vecteurs distincts,
et supposons par l’absurde que {v1, · · · ,vn} n’engendre pas V . Nous pouvons alors trouver un
vecteur v ∈V tel que {v,v1, · · · ,vn} soit LI (voir Théorème 8.3.1). C’est un ensemble LI avec
n+1 vecteurs de V , et on obtient l’inégalité dim(V ) = n < n+1 qui contredit notre inégalité
importante du début du chapitre... Donc la supposition par l’absurde est fausse, notre ensemble
engendre bien V et il est donc une base.

2. Supposons maintenant que Vect{v1, · · · ,vn} = V mais que {v1, · · · ,vn} n’est pas LI. Ne pas
être LI signifie être LD, donc on peut enlever au moins un vecteur sans affecter l’enveloppe
linéaire : il existe un sous-ensemble S⊂{v1, · · · ,vn} avec au plus n−1 vecteurs tel que Vect(S)=
Vect{v1, · · · ,vn} = V . Mais alors l’inégalité dim(V ) = n > n− 1 qui contredit notre inégalité
importante du début du chapitre... D’où l’ensemble {v1, · · · ,vn} est nécessairement LI et c’est
donc une base de V .

■

Exercice 10.2.2 Montrez que {(2,2,2),(7,1,−11)} forme une base de U = {(x,y,z)|2x−3y+z =
0}.
Solution Nous voyons que U est un plan passant par l’origine, donc c’est un espace vectoriel de
dimension 2. On peut facilement vérifier que les deux vecteurs donnés appartiennent bien à U en les
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substituant dans l’équation du plan :

2(2)−3(2)+2 = 0 et 2(7)−3(1)+(−11) = 0.

De plus, puisqu’il y a exactement deux vecteurs et qu’ils ne sont pas des multiples scalaires l’un de
l’autre, ils sont linéairement indépendants. Au final :

— nous avons exactement deux vecteurs ;
— ils appartiennent à un espace de dimension 2 ;
— ils sont linéairement indépendants.

Donc, d’après le Théorème 10.2.1, l’ensemble {(2,2,2),(7,1,−11)} est une bien base de U .

Exercice 10.2.3 Étendre {(2,2,2),(7,1,−11)} en une base pour R3.
Solution Nous savons que dim(R3) = 3, et nous remarquons rapidement que ces deux vecteurs
appartiennent bien à R3. Étant donné que l’ensemble {(2,2,2),(7,1,−11)} est LI, il suffit de trouver
un vecteur v /∈ Vect{(2,2,2),(7,1,−11)} =U , et on aura que {v,(2,2,2),(7,1,−11)} sera LI et
qu’ainsi que ce nouvel ensemble sera une base de R3 par le Théorème 10.2.1.

On cherche donc un vecteur v = (x,y,z) qui ne satisfait pas la condition définissant U , par
exemple v = (1,0,0), et on obtient que {(1,0,0),(2,2,2),(7,1,−11)} est une base de R3.

! Attention : on peut utiliser ce « raccourci » uniquement lorsque l’on connaît la
dimension de V .

D’où la question : comment faire pour connaître la dimension d’un espace vectoriel ?

10.3 Dimension des sous-espaces de V

Théorème 10.3.1 — Dimensions d’un sous-espace. Supposons que dim(V ) = n et soit W un
sous-espace de V . Alors :

1. 0≤ dim(W )≤ dim(V ) ;
2. dim(W ) = dim(V ) si et seulement si W =V ;
3. dim(W ) = 0 si et seulement si W = {0}.

Démonstration. 1. Prenez une base de W . Le nombre de vecteurs dans cette base est donc précisé-
ment dim(W ) (qui est donc ≥ 0 !), et ils sont bien sûr LI par définition. Donc par notre inégalité
importante, on a dim(W )≤ dim(V ), ce qui conclut la preuve de ce point.

2. Supposons que dim(W ) = dim(V ) = n. Par hypothèse, on sait que W ⊆V . Si par l’absurde on
avait W ̸=V , alors il existerait un vecteur v ∈V tel que v /∈W . Mais alors, en notant {v1, · · · ,vn}
une base de W , l’ensemble {v,v1, · · · ,vn} serait LI dans V avec exactement n+1 vecteurs, ce
qui contredit l’inégalité importante pour V ... On conclut alors que W =V . Réciproquement, si
W =V , on a naturellement que leur dimension sont égales.

3. Si dim(W ) = 0 et que par l’absurde W contenait un vecteur non-nul v, alors {v} serait LI et par
l’inégalité importante nous aurions une contradiction : 0 = dim(W )≥ 1... Ainsi dim(W ) = 0 =⇒
W = {0}. Réciproquement, si W = {0}, alors nous avons par convention que dim(W ) = 0. 1

■

1. Il existe deux autres façons de définir la dimension d’un espace vectoriel : (a) la considérer comme la taille du plus
grand ensemble linéairement indépendant, ou (b) la taille du plus petit ensemble générateur. Non seulement ces définitions
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Ce théorème a d’importantes conséquences !

■ Exemple 10.3.2 En utilisant la partie (1) du théorème, on a que tout sous-espace de R3 a dimension
0 ou 1 ou 2 ou 3. Cela correspond respectivement à : l’espace nul (partie (3) du théorème), les droites,
les plans, R3 tout entier (partie (2) du théorème). ■

■ Exemple 10.3.3 Le sous-espace de M2×2(R) qui a dimension 4 est M2×2(R) lui-même. ■

■ Exemple 10.3.4 Le seul sous-espace bi-dimensionnel de U = {(x,y,z)|2x− 3y+ z = 0} est U
lui-même. ■

Ces deux derniers exemples illustrent une idée importante :

! Si U est un sous-espace de V tel que dim(U) = m, alors pour tout sous-espace
W de V tel que W ⊆U , on a que W est un sous-espace de U et qu’il a donc une
dimension ≤ m.

Autrement dit, nous n’avons pas besoin d’appliquer le théorème uniquement à nos « grands »
espaces vectoriels V , mais aussi à nos sous-espaces.

10.4 Avantages de la dimension des sous-espaces

Au début de ce livre, nous avons parlé des droites et des plans dans R2 et R3 et nous nous sommes
demandés quelles seraient leurs généralisations à Rn.

Nous avons proposé le concept général d’espace vectoriel, dont les sous-espaces de Rn en sont un
exemple, et nous en avons déduit que les droites et les plans passant par l’origine sont des sous-espaces
de R2 et R3. Aussi, en plus de l’espace nul {0} et de l’espace tout entier, ces espaces sont les seuls
sous-espaces de R2 et R3.

Nous sommes donc d’accord sur le fait que les « sous-espaces » fournissent l’équivalent des «
droites » et des « plans » en dimensions supérieures (du moins, les droites et plans qui passent par
l’origine).

À ce stade, nous savons qu’en dimension finie tout sous-espace admet une base et qu’en particulier,
si S est une base de U , alors U s’écrit U = Vect(S). En d’autres termes, nous pouvons décrire chaque
sous-espace en utilisant des équations paramétriques qui peuvent être vues comme des « analogues en
dimensions supérieures » des équations paramétriques que nous avons l’habitude de manipuler pour
une droite ou pour un plan.

De plus, nous avons vu comment mesurer la « taille » d’un sous-espace (à savoir, par sa dimension),
et nous pouvons ainsi classifier tous les sous-espaces possibles d’un espace vectoriel en utilisant leur
dimension. Par exemple :

— dans Rn, il existe des sous-espaces de dimension 0, 1, ... jusqu’à n compris ;
— dans Pn, il existe des sous-espaces de dimension 0, 1, ... jusqu’à n+1 compris ;
— dans Mm×n(R), il existe des sous-espaces de dimension 0, 1, ... jusqu’à mn compris.

sont équivalentes à notre définition de dimension pour les valeurs ≥ 1, mais elles ont aussi le bon goût de bien se généraliser
à la valeur 0 : par exemple pour la définition (a), il est clair que le plus grand sous-ensemble de {0} qui est LI est l’ensemble
vide /0, lequel est bien sûr constitué de 0 vecteur. D’où dim{0}= 0. On peut aussi concilier cela avec la définition (b) si nous
sommes tous d’accord sur le fait que l’enveloppe linéaire engendré par l’ensemble vide est {0}... Si cela vous semble trop
bizarre, restez sur la définition (a) !
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Ainsi, la première étape pour passer de la géométrie aux dimensions supérieures est déjà établie.
Passons aux autres étapes.

10.5 Avantages des bases d’un sous-espace : partie I
Alors, à quoi sert une base concrètement? Dans le chapitre précédent, nous avons évoqué une

application très importante, à savoir qu’on a l’intuition que tout plan passant par l’origine dans R3 peut
être « identifié » avec R2 : ils ont la même apparence et géométriquement ils correspondent au même
type d’objet. Mais pour avoir une explication algébrique, c’est tout un défi!

Exercice 10.5.1 Considérons le plan U = {(x,y,z)|x−4y+ z = 0} dans R3. Montrez que

{(2/3,1/3,2/3),(1/
√

2,0,−1/
√

2)}

est une base de U et que ces deux vecteurs sont orthogonaux et de norme 1. (Nous appellerons une
telle base une base orthonormale, cf. Chapitre 19).
Solution Comme précédemment, il est facile de vérifier que ces deux vecteurs appartiennent à U
et sont LI, donc comme dim(U) = 2, ceci qui implique qu’ils forment une base de U . Ensuite, on
calcule leur produit scalaire, on voit qu’il donne 0 et on en déduit qu’ils sont donc orthogonaux.
Enfin, on calcule leur norme et on voit qu’elles sont bien égales à 1. D’où le résultat.

(Rappelons que ∥(x,y,z)∥=
√

x2 + y2 + z2.)

Une base orthonormale est un peu spéciale car elle a des propriétés en commun la base standard de
Rn. Donc on peut voir une base orthonormale un peu « comme » une base standard de U .

En guise d’application, supposons que l’image d’un chat dessinée dans le plan R2, et disons que le
coin inférieur gauche est à l’origine et que le coin supérieur droit a pour coordonnées (640,480), de
sorte que que chaque paire de coordonnées corresponde à un pixel. On peut alors projeter notre image
sur le plan U en envoyant le point (a,b) de R2 sur le point suivant de U :

a

2/3
1/3
2/3

+b

 1/
√

2
0

−1/
√

2

 .

Si vous voulez changer la couleur d’un pixel sur la nouvelle image dans U , donnez la nouvelle couleur
du pixel de coordonnées (a,b) puis coloriez le point correspondant (x,y,z) de R3 décrit par la relation
ci-dessus. ■

Mais cela soulève davantage de questions : comment obtient-on une telle base standard pour U ?
Est-ce possible de l’obtenir dans tous les espaces espaces vectoriels, même lorsqu’on n’est pas dans le
cas de Rn ? Et qu’en est-il des dimensions supérieures ? Nous verrons une partie des réponses plus loin
dans ce livre.

10.6 Avantage des bases d’un sous-espace : partie II
Nous allons voir une application encore plus merveilleuse des bases. Mais tout d’abord, nous avons

besoin d’une définition.

Définition 10.6.1 Une base ordonnée {v1, · · · ,vn} est l’ensemble {v1, · · · ,vn} avec l’ordre précisé
des vecteurs.
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■ Exemple 10.6.2 La base ordonnée {(1,0),(0,1)} de R2 n’est pas la même que la base ordonnée.
{(0,1),(1,0)} 2 L’ordre des vecteurs compte dans cette définition ! ■

Théorème 10.6.3 — Coordonnées. Soit B = {v1, · · · ,vn} une base ordonnée d’un espace vectoriel
V . Alors, pour tout vecteur v ∈V , il existe des scalaires uniques x1, · · · ,xn ∈ R tels que

v = x1v1 + · · ·+ xnvn.

Le n-uplet (x1,x2, . . . ,xn) est appelé coordonnées de v dans la base ordonnée B.

Démonstration. Ce n’est pas difficile à prouver !
— Existence : puisque B engendre V , vous pouvez écrire tout vecteur de V comme une combinaison

linéaire des vecteurs de B.
— Unicité : supposons qu’on a deux expressions de ce type, disons v = x1v1 + · · ·+ xnvn et v =

y1v1 + · · ·+ ynvn, et prouvons qu’elles sont en fait identiques. Prenons la différence entre ces
deux expressions pour avoir v−v = 0 :

(x1− y1)v1 + · · ·+(xn− yn)vn = 0 .

Mais B est LI, donc cette relation est triviale et chacun des coefficients doit être nul, ce qui
donne xi = yi pour tout i. D’où l’unicité.

■

Nous pouvons utiliser ce théorème pour identifier des espaces vectoriels de dimension m à Rm, tout
comme nous avions identifié l’espace vectoriel bi-dimensionnel U avec R2.

L’idée est que nous avons la correspondance suivante :

V ←→ Rn

v = x1v1 + · · ·+ xnvn ←→ (x1,x2, . . . ,xn) .

■ Exemple 10.6.4 En choisissant la base ordonnée B =
{[

1 0
0 0

]
,
[

0 1
0 0

]
,
[

0 0
1 0

]
,
[

0 0
0 1

]}
(la base dite

« standard ordonnée ») de M22(R), nous avons la correspondance suivante :

M22(R) ←→ R4[
a b
c d

]
←→ (a,b,c,d) .

■

■ Exemple 10.6.5 En choisissant B =

{[
1 0
0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]}
comme base ordonnée pour SL2,

nous avons la correspondance suivante :

SL2 ←→ R3[
a b
c −a

]
←→ (a,b,c) .

2. Même si, en tant qu’ensembles, {(1,0),(0,1)}= {(0,1),(1,0)}, puisque les deux côtés ont exactement les mêmes
vecteurs en eux.
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■

■ Exemple 10.6.6 En choisissant la base standard ordonnée {1,x,x2} pour P2, nous avons la corres-
pondance suivante :

P2 ←→ R3

a+bx+ cx2 ←→ (a,b,c) .

■

! Attention : notez que l’ordre des vecteurs dans les bases ordonnées est important !
Si nous avions plutôt choisi B = {x2,x,1} comme base ordonnée pour P2, nous
aurions obtenu les coordonnées (c,b,a) au lieu de (a,b,c) dans R3, ce qui pourrait
prêter à confusion... D’où l’importance de toujours garder l’ordre à l’esprit !

Exercices

Exercice 10.1 À chaque question, trouvez les coordonnées du vecteur v dans la base ordonnée B
de l’espace vectoriel V .

(a) v = (1,0); B = {(1,2),(2,−1)}; V = R2.

(b) ⋆ v = (1,0,1); B = {(1,1,0),(1,−1,0),(0,0,1)}; V = R3.

(c) v = (1,3,−3); B = {(1,0,0),(0,−1,1),}; V = {w ∈ R3 | w · (0,1,1) = 0}.

(d) ⋆ v =

[
1 0
1 −1

]
; B =

{[0 0
1 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
1 0
0 −1

]}
; V = {A ∈M22 | trA = 0}.

(e) v = 1− x+3x2; B = {1− x,1+ x,1+ x2}; V = P2.

(f) ⋆ v = sin(x+2); B = {sinx,cosx}; V = Vect{sinx,cosx}.

Exercice 10.2 (a) ∗ Soit V un espace vectoriel tel que dimV = 3, et soient W et U deux sous-
espaces bi-dimensionnels de V . Prouvez soigneusement que U ∩W ̸= {0}.

(b) ∗ Soit V un espace vectoriel tel que dimV = n > 0 et soient W et U deux sous-espaces de V
tels que dimU +dimW > n. Prouvez soigneusement que U ∩W ̸= {0}.
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Nous avons vu comment ré-
soudre un certain nombre
de problèmes importants, du
moins en théorie. Cependant
les calculs nécessaires pour
parvenir à la solution — la ré-
solution de systèmes linéaires
— peuvent être ardus. Ce dont
nous avons besoin, c’est d’un
moyen pratique, efficace et
systématique pour résoudre
ces systèmes linéaires tout
en minimisant le nombre et
le coût des calculs à effec-
tuer, et pour nous permettre
de déduire non seulement
l’existence ou non d’une so-
lution, mais aussi leur nombre
(e.g. nombre de solutions non-
triviales).

C’est le but et l’objectif de
l’algorithme d’élimination de
Gauss-Jordan.
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Systèmes linéaires





11. Résolution de systèmes linéaires

Nous avons croisé différents types de systèmes linéaires dans divers contextes au travers ce livre.
Ils se sont présentés dans les problèmes sous les formes suivantes :

— trouver l’intersection de deux plans dans R3 ;
— exprimer un vecteur comme une combinaison linéaire d’autres vecteurs ;
— vérifier si un ensemble de vecteurs est linéairement indépendant.

Plus concrètement, les systèmes linéaires apparaissent également dans des contextes allant de l’équili-
brage d’équations chimiques à la modélisation de systèmes physiques, entre autres. En fait, les systèmes
linéaires que nous avons étudiés dans ce manuel ont tendance à être assez petits, mais en pratique il y a
des modèles physiques qui font intervenir des milliers de variables et des milliers d’équations — des
systèmes qui seraient DIFFICILES voire IMPOSSIBLES à résoudre s’ils n’avaient pas la particularité
d’être LINÉAIRES. L’algèbre linéaire donne des outils incroyablement puissants pour résoudre les
systèmes linéaires.

Dans ce qui suit, nous voulons (1) déterminer une bonne méthode pour résoudre des systèmes
linéaires, (2) établir la notation de matrices augmentées que nous utiliserons dans la réduction de
matrices, et (3) commencer à comprendre le processus de réduction de matrices.

11.1 Systèmes linéaires

Par système linéaire, nous entendons un ensemble de m équations linéaires en n variables, que nous
voulons résoudre simultanément. Par « simultanément » nous entendons qu’une solution est un n-uplet
qui satisfait TOUTES les équations.

■ Exemple 11.1.1
x1 + 2x2 + x4 = 1

x3 − x4 = −1
(11.1)
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est un système linéaire avec m = 2 équations et n = 4 variables (ou inconnues). Nous remarquons
également la présence de coefficients du côté gauche (CG), et de termes constants du côté droit (CD).

On peut voir que le vecteur (1,0,0,0) n’est pas solution à ce système linéaire parce qu’il ne satisfait
pas la deuxième équation.

Cependant (0,0,0,1) est solution car il satisfait les DEUX équations. ■

Définition 11.1.2 La solution générale d’un système linéaire est l’ensemble de toutes les solutions
possibles.

■ Exemple 11.1.3 Montrons que

S = {(1−2s− t,s, t−1, t) | s, t ∈ R}

est la solution générale du système linéaire (11.1). Pour montrer cela, nous vérifions deux choses :
(1) Le vecteur (1−2s− t,s, t−1, t) est bien solution de (11.1) pour tous s, t ∈ R :

(1−2s− t)+2(s)+ t = 1 ✓

t−1− (t) =−1 ✓

(2) Vérifions que TOUTES les solutions de (11.1) sont dans S. Pour cela utilisons la première
équation pour écrire

x1 = 1−2x2− x4

et la seconde équation pour écrire
x3 =−1+ x4 .

Ainsi, (x1,x2,x3,x4) est une solution de (11.1) si et seulement si
x1
x2
x3
x4

=


1−2x2− x4

x2
−1+ x4

x4

 .
En changeant respectivement les noms de x2 en s et de x4 en t, on reconnaît que toutes les
solutions sont bien dans l’ensemble S défini ci-dessus.

Nous dirons que s, t sont les paramètres de la solution générale. Notez que, puisque l’ensemble solution
S est paramétré, on a que chaque valeur de s ∈ R donne une solution différente et donc le système
(11.1) admet une infinité de solutions. 1

■

Examinons d’autres exemples afin d’avoir une idée plus claire sur d’une part les caractéristiques
d’une solution générale, et sur d’autre part ce qui rend un système « facile » à résoudre.

■ Exemple 11.1.4 Considérons le système suivant :

x1 +2x2 +3x3 = 4;

x2 + x3 = 5;

x3 = 1 .

1. La même remarque est vraie pour t ∈ R. Il existe donc une famille « doublement infinie » de solutions. Nous avons
déjà clarifié cette notion de « doublement infini » dans un contexte similaire lorsque nous avons parlé de « dimension » dans
le Chapitre 9. Notez toutefois que l’ensemble des solutions ici n’est PAS UN SOUS-ESPACE (car il ne contient pas 0), donc
nous ne pouvons pas parler de sa dimension (dans ce livre du moins)...
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Il s’agit d’un système 3×3 (c’est-à-dire un système de 3 équations à 3 variables). L’ensemble solution
correspond à l’intersection de 3 plans de R3. Ce système a une solution unique, à savoir le vecteur
(−7,4,1) (vérifiez-le en substituant du bas vers le haut). ■

■ Exemple 11.1.5 Le système

x+ y = 1

2x+2y = 1

est un système 2×2 et il n’admet aucune solution. La solution générale est l’ensemble vide : S = /0. ■

Définition 11.1.6
— Un système linéaire qui n’admet AUCUNE SOLUTION est dit incompatible.
— Un système linéaire qui admet AU MOINS UNE solution est dit compatible.

Parfois, il est facile de voir qu’un système est compatible. Par exemple, lorsque tous les termes
constants (ceux du côté droit) sont tous nuls

x1 + x2− x3 = 0

2x1− x2 + x3 = 0 ,

il est clair que (0,0,0) est solution et que donc le système est compatible.

Définition 11.1.7
— Un système linéaire dans lequel tous les termes constants (du côté droit) sont nuls est dit

homogène.
— Un système linéaire dont au moins un des termes constants est non-nul est dit non-homogène.

! Les systèmes linéaires homogènes sont TOUJOURS compatibles, puisque 0 =
(0,0, · · · ,0) est toujours solution ; on l’appelle la solution triviale.

Les systèmes homogènes sont donc ceux avec uniquement des zéros du côté des constantes. Qu’en
est-il lorsque tous les coefficients (du côté gauche) sont nuls ?

Définition 11.1.8 Une équation linéaire dans laquelle tous les coefficients sont nuls est dite dégéné-
rée, c’est-à-dire qu’elle se présente comme suit

0x1 +0x2 + · · ·+0xn = b

pour un certain b ∈ R. Remarquez que si b ̸= 0, alors cette équation n’a aucune solution ! Par contre,
si b = 0, alors cette équation admet Rn tout entier comme solution générale.

! Tout système linéaire contenant une équation dégénérée non-triviale est incompa-
tible.

Le théorème suivant nous annonce que les trois exemples précédents illustrent les seuls types de
solutions générales possibles !
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Théorème 11.1.9 — Types de solutions générales. Tout système linéaire à coefficients réels (ou
complexes) possède

1. soit aucune solution ;
2. soit une solution unique ;
3. soit une infinité de solutions.

Donc on ne peut pas avoir exactement deux solutions par exemple. Pour voir à quel point cela
est remarquable, observez que ce est hautement FAUX pour les systèmes NON-LINÉAIRES. Par
exemples, l’équation x2 = 64 a exactement deux solutions, et l’équation (x−2)(x−1)(x+1)(x−2) = 0
a exactement 4 solutions...

11.2 Résolution de systèmes linéaires
L’idée de notre méthode de résolution des systèmes linéaires se fait en trois temps : (1) nous partons

d’un système linéaire dont la solution est a priori « difficile à trouver » ; puis (2) nous appliquons un
algorithme (appelé méthode d’élimination de Gauss-Jordan ou méthode du pivot (de Gauss-Jordan))
qui transforme le système linéaire en un nouveau, plus simple, ayant exactement la même solution
générale ; et enfin (3) nous résolvons ce système plus simple.

L’avantage de cette méthode, c’est qu’elle est très pratique : on ne se mélange pas les pinceaux
entre les équations, on n’intervertie pas les variables, on ne fait pas d’erreur en recopiant les équation
(ou du moins, on fait moins d’erreurs... ;) ).

Commençons donc par un exemple de résolution d’un système de manière très méthodique.

■ Exemple 11.2.1 Résolvez le système linéaire

x+ y+2z = 3

x− y+ z = 2

y− z = 1 .

Par soucis de simplicité, nous noterons « Eq(i) » la i-ème équation du système. Par exemple, la première
équation sera indéxée Eq(1), la deuxième Eq(2), et ainsi de suite. Ceci permet de faire aisément des
opérations sur les équations. Par exemple, remplaçons Eq(2) par Eq(2) +(−1)× Eq(1) pour éliminer la
variable x de Eq(2), et recopions à nouveaux les deux autres équations pour en garder une trace :

x+ y+2z = 3

−2y− z =−1

y− z = 1 .

Ensuite, attaquons-nous aux variables y et z. Nous n’allons plus utiliser Eq(1) pour le moment car elle
fait intervenir la variable x, donc on l’utilisera seulement pour connaître la valeur de x. Nous allons
seulement utiliser Eq(2) et Eq(3) pour connaître y et z. Échangeons Eq(2) et Eq(3) (tout en recopiant à
nouveau Eq(1)) :

x+ y+2z = 3

y− z = 1

−2y− z =−1 ,
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puis remplaçons Eq(3) par Eq(3)+2× Eq(2) pour avoir :

x+ y+2z = 3

y− z = 1

−3z = 1 .

Enfin, multipliez Eq(3) par −1
3 pour obtenir :

x+ y+2z = 3

y− z = 1

z =−1/3 .

Merveilleux ! À ce stade, nous pouvons voir que z = −1/3, et nous pouvons alors substituer z dans
Eq(2) pour obtenir y = 2/3. Finalement, en substituant les valeurs de y et z dans Eq(1), nous déduisons
que x = 3. (Vérifiez que c’est bien une solution !) D’où la solution générale est S = {(3, 2/3,−1/3)}. ■

Une première question de réflexion est : quelles opérations avons-nous effectuées? Les voici :
— remplacer une ligne (une équation) par la somme d’elle-même avec un multiple scalaire d’une

autre ligne ;
— échanger deux lignes ;
— multiplier une ligne par un scalaire non nul.

Chacune de ces étapes peut être faite dans le sens inverse, ce qui garantit que d’une étape à une autre
nous avons un système équivalent au précédent, et donc nous ne changeons pas la solution générale.
(En revanche, si on s’autorisait à multiplier une ligne par le scalaire 0, on aurait alors un processus
irréversible : cela reviendrait en fait à supprimer une équation, ce qui affecterait bien sûr la solution
générale... C’est pourquoi on n’autorise pas cette opération sur les équations.)

! Les trois opérations ci-dessus s’appellent opérations élémentaires sur les lignes.
Ce sont les SEULES opérations que vous pouvez effectuer sur un système linéaire
sans affecter la solution générale. Les SEULES ! Lorsqu’elles sont bien maniées,
ces opérations nous permettent de transformer le système en un système plus
simple.

Deuxième question de réflexion : avons-nous vraiment besoin de noter toutes ces variables à chaque
fois et de noter tous les signes « + » et « = »? Car ça alourdie vraiment la notation...

En fait, NON, nous pouvons utiliser une notation plus efficace : remplaçons le système linéaire
ci-dessus par ce qu’on appelle sa matrice augmentée :1 1 2 | 3

1 −1 1 | 2
0 1 −1 | 1

 .

Nous avons juste noté le même système, mais sans noter le nom des variables et sans noter les signes
« + » et « = ». Les barres verticales « | » remplacent les symboles « = ». La partie de gauche (les trois
premières colonnes) forment ce qu’on appelle la matrice coefficients : elle est constituée de tous les
coefficients du système original. S’il y a m équations et n inconnues, alors la matrice coefficients est de
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taille m×n. Chaque colonne de la matrice coefficients correspond à une variable du système linéaire
(dans ce cas, nous avons x, y ou z dans cet ordre—l’ordre est important). Après la colonne avec les
barres verticales, nous avons une dernière colonne, c’est la colonne des termes constants du système.

Effectuons maintenant les opérations élémentaires sur les lignes comme précédemment, mais cette
fois-ci avec la notation de la matrice augmentée.

1 1 2 | 3
1 −1 1 | 2
0 1 −1 | 1

 ∼
−L1 +L2→ L2

1 1 2 | 3
0 −2 −1 | −1
0 1 −1 | 1

 ∼
L2↔ L3

1 1 2 | 3
0 1 −1 | 1
0 −2 −1 | −1



∼
2L2 +L3→ L3

1 1 2 | 3
0 1 −1 | 1
0 0 −3 | 1

 ∼
−1

3 L3→ L3

1 1 2 | 3
0 1 −1 | 1
0 0 1 | −1/3

 .

Remarques :
— À chaque étape, la matrice augmentée qu’on obtient correspond précisement au système linéaire

qu’on obtenait à chaque étape dans le calcul avec l’ancienne notation.
— La dernière matrice augmentée correspond à la dernière étape de notre processus. De celle-ci

nous avons identifié que nous pouvions résoudre notre système linéaire pour avoir une solution
unique. Notez que cette matrice a une « forme » un peu spéciale, nous l’appellerons matrice
échelonnée (ME), elle sera bien utile plus tard.

— Nous utilisons le symbole « ∼ » plutôt que « = » car les matrices ne sont clairement pas égales...
Le symbole « ∼ » signifie « équivalent » (ou plus précisément : « équivalent par rapport aux
lignes »), pour dire que les deux systèmes linéaires correspondant à ces matrices ont la même
solution générale.

— Il est utile d’écrire quelque part les opérations élémentaires que l’on utilise notamment pour se
relire et pour corriger plus facilement ses erreurs (lorsqu’il y en a !).

■
Cependant il nous reste quelques questions auxquelles nous n’avons pas encore répondues :

— Nous avons vu que certains systèmes n’ont aucune solution, ou parfois ils en ont une infinité ;
quel est donc le lien avec la ME? Peut-on toujours obtenir la ME d’un système?

— Y a-t-il une technique efficace pour résoudre un problème en utilisant les opérations sur les
lignes?

— Comment peut-on lire la solution générale à partir de la ME?
— Existe-t-il d’autres raccourcis ?

11.3 Formes échelonnées, forme échelonnée réduite

Définition 11.3.1 Une matrice (augmentée ou non) est en dite sous forme échelonnée ou matrice
échelonnée (ME) si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Toutes les lignes nulles (avec que des 0) se trouvent en bas.
(2) La première entrée non-nulle de chaque ligne (appelé élément de tête ou pivot) est égale à 1.
(3) Chaque pivot se trouve à droite comparé au pivot de la ligne au-dessus.
Si, en plus, la matrice satisfait la quatrième condition :
(4) Chaque pivot est la seule entrée non-nulle de sa colonne,
alors la matrice est dite sous forme échelonnée réduite ou matrice échelonnée réduite (MER).
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La colonne qui contient un pivot est dite une colonne pivot.

■ Exemple 11.3.2 La matrice [
1 2 3 4 5 | 5
0 0 1 1 2 | 0

]
est une ME parce qu’elle satisfait (1)-(3). Elle n’est pas une MER parce que l’entrée au-dessus du pivot
de la deuxième ligne est un 3 ̸= 0 et donc la condition (4) n’est pas satisfaite. ■

■ Exemple 11.3.3 La matrice 
1 2 | 3
0 1 | 8
0 0 | 0
0 0 | 0


est également une ME et pas une MER. ■

L’avantage de connaître la ME, c’est que nous serons toujours en mesure de savoir si le système
est compatible ou non, et de savoir s’il a une solution unique ou s’il a une infinité de solutions. Mais
l’avantage de la MER est encore plus intéressant : elle permet d’obtenir l’expression précise de la
solution générale !

■ Exemple 11.3.4 Après avoir effectué des opérations sur les lignes d’une matrice, supposons que
nous arrivions à la MER suivante : 1 0 0 | a

0 1 0 | b
0 0 1 | c

 .

Cette matrice augmentée correspond au système linéaire suivant :

x = a

y = b

z = c .

On obtient alors directement que la solution est unique :

S =
{
(a, b, c)

}
.

■

■ Exemple 11.3.5 Après avoir effectué des opérations sur les lignes d’une matrice, supposons que
nous arrivions à la ME suivante : 1 a 0 b | d

0 0 1 e | f
0 0 0 0 | g

 .

Il y a alors deux cas possibles :
— si g ̸= 0, alors la dernière ligne correspond à une équation dégénérée et donc le système est

incompatible ;
— si g = 0, alors cette matrice est une MER. Pour obtenir la solution générale, on détermine les

variables libres, variables qui ne correspondent pas aux colonnes pivots, qu’on prend comme
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paramètres. Ici, il s’agit de x2 = s et x4 = t. Puis on exprime les autres variables (dites variables
de base) en fonction des paramètres s et t pour avoir la solution :

x1 =−as−bt +d, x2 = s, x3 = f − et, x4 = t.

On conclut alors que notre solution générale est :

{(−as−bt +d, s, f − et, t) | s, t ∈ R} ,

et elle contient d’ailleurs une infinité de solutions.
■

! Les lignes nulles apparaissent parfois sans qu’on ne s’en rende compte, lorsque
une ou plusieurs équations sont redondantes. Par contre, notez que le fait d’avoir
une infinité de solutions est lié au fait d’avoir des variables libres et non aux lignes
nulles !

■ Exemple 11.3.6 Supposons que nous ayons la MER suivante :1 a 0 0 | c
0 0 1 0 | d
0 0 0 1 | e

 .

Alors nous n’avons qu’une seule variable libre : x2 = s. Donc notre solution est

{(c−as, s, d, e) | s ∈ R} .

■

Exercices
Exercice 11.1 Trouvez la matrice augmentée des systèmes linéaires suivants :

a)
x + y + z = 0
−9x − 2y + 5z = 0
−x + y + 3z = 0
−7x − 2y + 3z = 0 .

b) ⋆

x + w = 1
x + z + w = 0
x + y + z = −3
x + y − 2w = 2 .
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c)
− 2x3 + 7x5 = 12

2x1 + 4x2 − 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28
2x1 + 4x2 − 5x3 + 6x4 − 5x5 =−1 .

Exercice 11.2 a) Trouvez les valeurs de x et y pour lesquelles la matrice
[

1 2
x y

]
est sous forme

échelonnée réduite (MER).

b) ⋆ Trouvez les valeurs de x et y pour lesquelles la matrice
[

1 0 1
x y 0

]
est sous forme échelonnée

réduite (MER).

c) Trouvez les valeurs de a, b, c pour lesquelles la matrice
[

a 1 b b 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 c

]
est sous forme

échelonnée réduite (MER).





12. Résolution de systèmes linéaires (suite)

Dans le chapitre précédent nous avons introduit la notion de matrice augmentée d’un système
linéaire ainsi que les trois opérations élémentaires sur les lignes que nous pouvons effectuer :

— remplacer une ligne par la somme l’elle-même avec un multiple scalaire d’une autre ligne ;
— échanger deux lignes ;
— multiplier une ligne par un scalaire non-nul.

Définition 12.0.1 On dit que deux systèmes linéaires sont équivalents s’ils ont la même solution
générale.

Théorème 12.0.2 — Systèmes linéaires équivalent par rapport aux lignes. Si une opération
élémentaire sur les lignes est effectuée sur la matrice augmentée d’un système linéaire, alors le
système linéaire résultant est équivalent à celui de départ.

Par conséquent, nous avons la définition suivante :

Définition 12.0.3 On dit que deux matrices A et B sont équivalentes par rapport aux lignes, et l’on
note A∼ B, si la matrice B peut être obtenue à partir d’une séquence finie d’opérations élémentaires
sur les lignes de A.

(Cf. l’Exercice 12.3 pour voir des propriétés intéressantes de cette relation).
En quoi cela peut-il être utile ? Ici, nous allons montrer comment réduire par rapport aux lignes la

matrice augmentée de N’IMPORTE QUEL système linéaire en une MER. Nous montrerons également
comment déduire la solution générale à partir d’une MER.

Rappelez-vous la définition suivante :
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Une matrice (augmentée ou non) est en dite sous forme échelonnée ou matrice échelonnée (ME) si les
trois conditions suivantes sont vérifiées :
(1) Toutes les lignes nulles (avec que des 0) se trouvent en bas.
(2) La première entrée non-nulle de chaque ligne (appelé élément de tête ou pivot) est égale à 1.
(3) Chaque pivot se trouve à droite comparé au pivot de la ligne au-dessus.
Si, en plus, la matrice satisfait la quatrième condition :
(4) Chaque pivot est la seule entrée non-nulle de sa colonne,
alors la matrice est dite sous forme échelonnée réduite ou matrice échelonnée réduite (MER). La
colonne qui contient un pivot est dite une colonne pivot.

Théorème 12.0.4 — Unicité de la MER. Une matrice est équivalente par rapport aux lignes à une
et une seule MER.

La position des pivots est aussi unique, mais notez toutefois qu’une matrice peut admettre plusieurs
ME différentes : les ME ne sont pas uniques !

12.1 Solution générale, MER
■ Exemple 12.1.1 Dans l’Exemple 11.3.4, nous avions la MER suivante :1 0 0 | a

0 1 0 | b
0 0 1 | c

 .

Cette matrice augmentée correspond au système linéaire suivant :

x = a

y = b

z = c .

On obtient alors directement que la solution est unique :

S =
{
(a, b, c)

}
.

■

■ Exemple 12.1.2 Dans l’Exemple 11.3.5, en prenant g=1, nous avions la MER suivante :1 a 0 b | d
0 0 1 e | f
0 0 0 0 | 1

 .

La dernière ligne ligne correspond à une équation dégénérée 0= 1, donc le système est incompatible
et la solution générale est l’ensemble vide : S = /0. ■

■ Exemple 12.1.3 Dans l’Exemple 11.3.6, nous avions la MER suivante :1 a 0 0 | c
0 0 1 0 | d
0 0 0 1 | e

 .
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Après résolution, nous n’avions qu’une seule variable libre : x2 = s, et notre solution générale était :


c
0
d
e

+ s


−a
1
0
0


∣∣∣∣∣s ∈ R

 .

■

Voici la règle générale pour déduire le type de la solution générale à partir de la ME :
— Si votre système contient une équation dégénérée, alors il est incompatible. Autrement dit, si la

matrice augmentée contient une ligne telle que[
0 0 · · · 0 | b

]
avec b ̸= 0, alors STOP! Le système est incompatible et la solution générale est S = /0.

— Sinon, regardez les colonnes de la matrice coefficients et :
— si chaque colonne a un pivot, alors il existe une solution unique ;
— si au moins une colonne n’a pas de pivot, alors vous avez une variable libre et donc une

infinité de solutions.

La règle générale pour écrire la solution générale d’un système compatible à partir de la MER :
— S’il y a une solution unique, il s’agit du vecteur correspondant à la dernière colonne (colonne

augmentée, colonne des constantes).
— Sinon, identifiez les variables de base et les variables libres, puis :

1. Renommer les variables libres. Utilisez une lettre diffénte pour chaque variable libre ;
2. Exprimez les variables de base en fonction des variables libres ;
3. Écrire la solution générale S. N’oubliez PAS d’inclure TOUTES vos variables. (Par

exemple : x1 = 2− s et x3 = 3 n’est pas une solution générale car vous n’avez pas dit
ce que représente x2...)

■ Exemple 12.1.4 Supposons que la MER d’un système linéaire soit :1 0 0 2 0 | 3
0 0 1 1 0 | 4
0 0 0 0 1 | 0

 .

Le système correspondant est

x1 +2x4 = 3, x3 + x4 = 4, x5 = 0,

et il est compatible. Les variables de base sont x1, x3 et x5 et les variables libres sont x2 et x4. On pose

x2 = s, x4 = t

et on a donc : 
x1
x2
x3
x4
x5

=


3−2x4

x2
4− x4

x4
0

=


3−2t

s
4− t

t
0

 .
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La solution générale (sous forme vectorielle paramétrique) est donc :

S =




3
0
4
0
0

+ s


0
1
0
0
0

+ t


−2
0
−1
1
0


∣∣∣∣∣s, t ∈ R

 .

■

12.2 Réduction d’une matrice en une MER : algorithme de Gauss-Jordan

L’algorithme de Gauss-Jordan peut être appliqué à n’importe quelle matrice C et s’arrête en donnant
une matrice C̃ qui est une MER. Il consiste en diverses étapes :
Étape 1 Si la matrice C est nulle, on s’arrête et on prendre C̃ =C. Sinon on passe à l’étape 2.
Étape 2 Localisez la colonne non-nulle la plus à gauche, puis, si nécessaire, échanger les lignes jusqu’à

ce que la première ligne ait une entrée non-nulle dans cette colonne. Cette entrée deviendra votre
premier pivot après la prochaine étape.

Étape 3 Si la première entrée non-nulle de la première ligne est a ̸= 1, alors multipliez la première
ligne par le scalaire non-nul 1

a afin de la rendre égale à 1. Cette entrée est votre premier pivot.
Étape 4 Utilisez les opérations élémentaires sur les lignes pour rendre nulles toutes les entrées non-

nulles en-dessous de ce premier pivot. Autrement dit, si l’on note ai l’entrée de cette colonne
dans la i−ème ligne, alors effectuez l’opération −aiL1 +Li→ Li pour tout i ; cette opération
annulera le ai.

Étape 5 Mettez la première ligne en pause, ne l’utilisez plus et ne la modifiez plus jusqu’à avoir la
ME. Pour cette étape 5, ré-appliquez en boucle les étapes 1 à 4 aux lignes restantes. (S’il n’y a
qu’une seule ligne dans la matrice, arrêtez-vous.) Pensez bien à ré-écrire la première ligne tout le
long de ces étapes, bien que vous ne la modifiez plus.

Lorsque ce processus s’arrête après l’étape 5, la matrice que vous avez est une ME. Ensuite, pour
obtenir la MER, procédez maintenant aux étapes suivantes (bien sûr, ces étapes sont à appliquer après
avoir complété les étapes 1 à 5...) :
Étape 6 Si le pivot le plus à droite est dans la ligne 1, arrêtez-vous. Sinon, allez à l’étape suivante.
Étape 7 Commencez par le pivot le plus à droite – si tout s’est bien passé aux étapes précédentes, il

devrait se trouver dans la dernière ligne non-nulle. Utilisez-le pour annuler toutes les entrées
au-dessus de lui. Autrement dit, si notre pivot est à la k−ième ligne et que ai ̸= 0 est dans la
même colonne mais à la i-ième ligne (avec i < k), alors effectuez l’opération −aiLk +Li→ Li,
ce qui annulera l’entrée ai.

Étape 8 Mettez cette ligne en pause et réappliquer les étapes 6 à 7 aux lignes au-dessus d’elle, une à la
fois, jusqu’à arriver à la première ligne.

■ Exemple 12.2.1 Appliquons cet algorithme à la matrice suivante :

C =


0 0 −2 2
1 1 3 −1
1 1 2 0
1 1 0 2

 .
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Étape 1 La matrice n’est pas nulle. Donc on continue.
Étape 2 La colonne non nulle la plus à gauche est la colonne 1. Nous avons besoin d’obtenir une

entrée non nulle dans la ligne 1. Pour cela échangeons les lignes 1 et 2 :
0 0 −2 2
1 1 3 −1
1 1 2 0
1 1 0 2

L1↔ L2
∼


1⃝ 1 3 −1
0 0 −2 2
1 1 2 0
1 1 0 2

 .

Étape 3 Nous n’avons pas besoin de multiplier la première ligne par un scalaire car sa première entrée
vaut déjà 1. C’est donc notre premier pivot !

Étape 4 Ensuite, nous devons annuler les entrées non-nulles de la colonne de notre pivot. Nous
effectuons alors les opérations −L1 +L3→ L3 et −L1 +L4→ L4 :

1 1 3 −1
0 0 −2 2
1 1 2 0
1 1 0 2

−L1 +L3→ L3
∼

−L1 +L4→ L4


1 1 3 −1
0 0 −2 2
0 0 −1 1
0 0 −3 3


.

Étape 5 Nous mettons alors en pause la première ligne, et nous ré-appliquons les premières étapes aux
lignes suivantes.

Étape 1 Même sans la première ligne, la matrice n’est pas nulle.
Étape 2 La colonne non-nulle la plus à gauche est la colonne 3 (rappelez-vous : nous ignorons la ligne

1), et il y a une entrée non-nulle, le −2, dans la deuxième ligne (qui est la première ligne de la
matrice restante lorsque nous ignorons la première ligne de la matrice originale). Donc il n’y a
rien à faire à ce stade et on passe à l’étape suivante.

Étape 3 Divisons la ligne 2 par -2 pour obtenir un pivot dans la deuxième ligne.
1 1 3 −1
0 0 −2 2
0 0 −1 1
0 0 −3 3

−1
2 L2→ L2
∼


1 1 3 −1
0 0 1⃝ −1
0 0 −1 1
0 0 −3 3

 .

Étape 4 Nous devons annuler les entrées dans la colonne 3 au-dessous de notre nouveau pivot :
1 1 3 −1
0 0 1⃝ −1
0 0 −1 1
0 0 −3 3

 L2 +L3→ L3
3L2 +L4→ L4

∼


1 1 3 −1
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Étape 5 Maintenant, mettons en pause les deux premières lignes et re-passons à l’étape 1 pour les
lignes suivantes.

Étape 1 Si nous ignorons les deux premières lignes, la matrice résultante est nulle. Nous arrêtons donc
le processus ici, nous avons une ME et nous passons directement à l’étape 6.

Étape 6 Le pivot le plus à droite est dans la ligne 2. Donc on passe à l’étape 7.
Étape 7 Annulons l’entrée de la première ligne au-dessus de ce pivot :



134 Chapitre 12. Résolution de systèmes linéaires (suite)


1 1 3 −1
0 0 1⃝ −1
0 0 0 0
0 0 0 0

−3L2 +L1→ L1
∼


1 1 0 2
0 0 1 −1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Étape 8 Mettons en pause la ligne 2 et retournons à l’étape 6.
Étape 6 Sans tenir compte de la ligne 2, le pivot le plus à droite est dans la ligne 1 ! Donc on s’arrête,

et la matrice est maintenant une MER!
Bien sûr nous ne sommes pas des machines et nous pouvions voir à l’avance à la fin de l’Étape 7 que la
matrice était déjà une MER et qu’il n’était donc pas nécessaire d’executer les Étapes 8 et 6. Nous avons
fait l’algorithme jusqu’au bout pour illustrer son fonctionnement. ■

12.3 Algorithme de Gauss-Jordan, solution d’un système linéaire
Dans cette section nous explorerons comment utiliser l’algorithme de Gauss-Jordan pour résoudre

un système linéaire dont la matrice augmentée est [A|b] (ici A est la matrice coefficients, et b est le
vecteur des constantes). L’idée est la suivante : nous appliquerons l’algorithme de la section précédente
sur la matrice augmentée dans le but de réduire seulement la matrice coefficients A en une MER – puis
on s’arrête. La matrice augmentée ne sera peut-être pas une MER, mais ce n’est pas grave, ce qu’on
veut c’est justement que A soit une MER. Notez que ce processus va changer les entrées de b.

Une fois que la matrice coefficients A est sous la forme d’une MER, la solution générale peut être
trouvée très rapidement comme suit :

1. Déterminez si le système est compatible ou non. S’il est compatible, continuez, sinon arrêtez-
vous ;

2. Assignez des paramètres aux variables libres ;
3. Exprimez les variables de base en fonction des paramètres.

Illustrons cela avec un exemple. Rappelez-vous : notre objectif est de réduire la matrice coefficients
A en une MER, mais nous appliquons l’algorithme sur la matrice augmentée toute entière (donc y
compris sur b). Notez que toutes les décisions de l’algorithme de Gauss-Jordan ne dépendront que du
côté de la matrice coefficients.

■ Exemple 12.3.1 Nous commençons avec la matrice augmentée suivante :0 1 2 3 | 4
1 2 3 4 | 5
2 3 4 5 | 6

 .

Étape 1 Ce n’est pas la matrice nulle, donc continuons !
Étape 2 C’est la première colonne qui contient le coefficient non-nul le plus à gauche (ça a été le cas

aussi dans l’exemple précédent, mais sachez que ce n’est toujours pas le cas !). La première ligne
commence par un zéro, nous ne pourrons donc pas le transformer en un pivot. Échangeons donc
L1 et L2 par exemple :0 1 2 3 | 4

1 2 3 4 | 5
2 3 4 5 | 6

L1↔ L2
∼

1 2 3 4 | 5
0 1 2 3 | 4
2 3 4 5 | 6

 .



12.3 Algorithme de Gauss-Jordan, solution d’un système linéaire 135

Étape 3 Il y a déjà un pivot. Alors on continue.
Étape 4 Nous devons annuler le 2 dans L3, en dessous de notre pivot : 1⃝ 2 3 4 | 5

0 1 2 3 | 4
2 3 4 5 | 6

 ∼
−2L1 +L3→ L3

1 2 3 4 | 5
0 1 2 3 | 4
0 −1 −2 −3 | −4

 .

Étape 5 Nous avons terminé avec la première ligne. Retournons donc à l’étape 1 en considérant
seulement L2 et L3.

Étape 1 La matrice formée des lignes L2 et L3 n’est pas la matrice nulle. Donc on continue.
Étape 2 La première colonne non-nulle (en ignorant la ligne 1) est la colonne 2. L’entrée dans la « ligne

la plus haute » (qui est L2 cette fois) est non-nulle, donc nous n’avons pas besoin d’échanges de
lignes cette fois.

Étape 3 Le premier coefficient non-nul de la ligne 2 est un 1, donc c’est déjà un pivot.
Étape 4 On élimine le −1 de L3 qui est en-dessous de ce pivot :1 2 3 4 | 5

0 1⃝ 2 3 | 4
0 −1 −2 −3 | −4

 ∼
L2 +L3→ L3

1 2 3 4 | 5
0 1 2 3 | 4
0 0 0 0 | 0

 .

Étape 5 Nous avons fini avec la deuxième ligne. Retournons à l’étape 1, en considérant seulement L3.
Étape 1 C’est la matrice nulle (en ignorant les lignes 1 et 2). Nous passons donc directement à l’étape

6. La matrice coefficient qu’on a obtenu est une ME (et par coïncidence, la matrice augmentée est
aussi une ME). Nous pouvons déjà voir qu’il y aura une infinité de solutions puisque le système
est compatible et que nous avons des variables libres.

Pour décrire la solution générale, cherchons la MER :
Étape 6 Le pivot le plus à droite n’est pas dans la ligne 1. Donc on continue.
Étape 7 Le pivot le plus à droite est dans la ligne 2 et à la colonne 2. Annulons donc le 2 au-dessus de

ce pivot : 1 2 3 4 | 5
0 1⃝ 2 3 | 4
0 0 0 0 | 0

−2L2 +L1→ L1
∼

1 0 −1 −2 | −3
0 1 2 3 | 4
0 0 0 0 | 0

 .

Étape 8 On met en pause la deuxième ligne et on passe à l’étape 6.
Étape 6 Stop ! – le pivot le plus à droite est dans la ligne 1.
La matrice coefficients A est donc réduite à une MER. 1 Avec un peu d’expérience, vous remarquerez
dès l’étape 7 que la matrice obtenue est une MER, sans avoir besoin de faire les étapes 8 et 6 ensuite.

Les variables libres sont x3 et x4. On pose x3 = s et x4 = t et alors x1 = x3 +2x4−3 =−3+ s+2t
et x2 = 4−2x3−3x4 = 4−2s−3t. La solution générale est donc :

x1 =−3+ s+2t

x2 = 4−2s−3t

x3 = s

x4 = t ,

où s, t ∈ R. ■

1. Par coïncidence, la matrice augmentée est aussi une MER. Mais en fait, ce n’est pas si surprenant : cela se produira
toujours pour les systèmes compatibles !
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12.4 Concept important : le rang d’une matrice
Nous avons énoncé le théorème qui dit que la MER d’une matrice existe et qu’elle est unique.

L’existence découle directement de notre algorithme, et même si l’unicité demande un peu plus de
développement, elle découle également de notre algorithme. Une fois qu’on sait que la MER est unique,
on sait en particulier que le nombre de pivots dans la MER d’une matrice ne dépend pas des choix
effectués dans l’algorithme. Et ce nombre est en fait très important !

Définition 12.4.1 Le rang d’une matrice A, noté rang(A), est précisément le nombre de pivots dans
la MER de A, ou de manière équivalente, c’est aussi le nombre de pivots dans n’importe quelle ME
de A.

Remarque : Dans l’algorithme de Gauss-Jordan, le passage de la ME à la MER ne modifie pas le
nombre de pivots ni leur position. C’est pour cela qu’on a ces deux définitions équivalentes.

■ Exemple 12.4.2 Le rang de
[

1⃝ 2 3
0 1⃝ 3

]
est 2. ■

Exercices
Exercice 12.1 Trouvez la MER des matrices suivantes :

a)

1 0 0 3
0 0 1 5
0 1 0 4

.

b) ⋆

[
1 0 1 2
0 1 1 2

]
.

c)

0 2 3
1 0 1
0 1 0

.

d) ⋆

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.

e)


1 1 1 1
0 0 1 −1
1 1 2 0
1 1 0 2

.

f) ⋆


1 −1 1 0
0 1 1 1
1 2 4 3
1 0 2 1

.

g)

1 0 1 3
1 2 −1 −1
0 1 −2 5

.
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Exercice 12.2 Trouvez la solution générale pour chacun des systèmes linéaires dont les matrices
augmentées sont les suivantes :

a)
[

0 1 | 0
0 0 | 0

]
.

b) ⋆


1 0 −1 | 0
0 1 2 | 0
0 0 0 | 1
0 0 0 | 0

.

c)


1 0 0 3 | 3
0 1 0 2 | −5
0 0 1 1 | −1
0 0 0 0 | 0

.

d) ⋆

1 2 0 3 0 | 7
0 0 1 0 0 | 1
0 0 0 0 1 | 2

.

e)


1 0 0 −1 0 | 10
0 1 0 1 1 | 1
0 0 1 1 1 | 4
0 0 0 0 0 | 0

.

Exercice 12.3 Si A et C sont des matrices de même taille, expliquez pourquoi les propositions
suivantes sont vraies :

a) Réflexivité : A∼ A.
b) Symmétrie : si A∼ B, alors B∼ A.
c) Transitivité : si A∼ B et B∼C, alors A∼C.

Ces trois relations font de la relation « ∼ » ce qu’on appelle une relation d’équivalence (regardez sur
Wikipédia !).





13. Systèmes linéaires : applications

13.1 Rang d’une matrice : son importance

Dans le chapitre précédent, nous avons défini le rang d’une matrice comme suit :

Définition 13.1.1 Le rang d’une matrice A, noté rang(A), est le nombre pivots dans une ME / la
MER de A.

Remarque 13.1.2 Si A∼ B, alors rang(A) = rang(B) puisque A et B se ramènent à la même MER.

■ Exemple 13.1.3 Comme
[

1 4 1
2 3 0

]
∼
[

1 4 1
0 −5 −2

]
∼
[

1 4 1
0 1 2

5

]
et qu’on voit que la dernière matrice

est de rang 2, on a que chacune de ces matrices est de rang 2. ■

! Les opérations élémentaires sur les lignes n’affectent pas le rang. Donc utiliser
l’algorithme de Gauss-Jordan ne modifie pas le rang, c’est donc un très bon outil
pour déterminer le rang.

■ Exemple 13.1.4 La matrice

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 est de rang 3. ■

Remarque 13.1.5 Notez que le rang d’une matrice ne peut jamais dépasser le nombre de lignes ni le
nombre de colonnes de la matrice, puisque c’est impossible d’avoir plus d’un pivot par ligne / colonne.

Nous avons également mentionné la dernière fois en bas de page que nous pouvions voir si un
système est compatible ou non directement en comparant le rang de A avec celui de [A|b]. Plus
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précisement, supposons avoir réduit A en une MER. Alors, soit nous avons un système compatible :
∗ · · · ∗ | ∗
0 · · · 0 | 0
... · · ·

... |
...

0 · · · 0 | 0


(où la partie supérieure avec des étoiles ∗ représente des lignes commençant avec un 1 dans la matrice
coefficients), soit nous avons un système incompatible :

∗ · · · ∗ | ∗
0 · · · 0 | a1
... · · ·

... |
...

0 · · · 0 | ak
0 · · · 0 | 0
... · · ·

... |
...

0 · · · 0 | 0


,

où les réels ai sont non-nuls : ai ̸= 0. Nous pouvons voir la différence en comparant le rang de la
matrice coefficients et celui de la matrice augmentée : dans le premier cas, on a rang(A) = rang([A|b])
puisque tous les pivots sont dans la matrice coefficients et aucun dans la colonne des constantes. En
revanche, dans le deuxième cas, on a rang([A|b]) = rang(A)+1 puisque l’entrée non-nulle 1 dans la
dernière colonne est un pivot de la matrice augmentée mais pas de la matrice coefficients A. (Notez que
les valeurs de rang(A) et de rang([A|b]) diffèrent au plus de 1 !)

! En conclusion, on a toujours les inégalités suivantes :

rang(A)≤ rang([A|b])≤ rang(A)+1 ,

... et l’égalité rang([A|b]) = rang(A) vous indique que votre système est compa-
tible !

■ Exemple 13.1.6 Dans un système linéaire homogène, vous ne pouvez jamais obtenir une entrée
non-nulle dans la colonne des constantes (car il n’y a que des zéros), donc rang(A) = rang([A|0]) et le
système est forcément compatible ! Mais bon, en fait on le savait déjà... ■

En résumé : en notant [A|b] la matrice augmentée d’un système linéaire, on a :
— le système est incompatible si et seulement si rang(A)< rang([A|b]) ;
— le système admet une solution unique si et seulement si rang(A) = rang([A|b]) et rang(A) =

nombre de colonnes dans A ;
— le système a une infinité de solutions si et seulement si rang(A) = rang([A|b]) et rang(A) <

nombre de colonnes dans A.

13.2 Application I : gérer le flux de voitures dans les réseaux routiers
Considérons dans cette section une première application des systèmes linéaires et de notre méthode

d’élimination de Gauss-Jordan : la gestion du flux dans les réseaux, par exemple dans les réseaux
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routiers. L’idée est que vous pouvez modéliser le flux interne d’un réseau en décrivant seulement ses
entrées et ses sorties et en décrivant comment le trafic évolue entre les deux. Il ne faut pas s’attendre à
une solution unique ou même à un nombre fini de solutions (en théorie bien sûr) car il peut y avoir des
boucles - voir l’Exercice 13.4 par exemple.

Exercice 13.2.1 Le diagramme de la figure ci-dessous représente un réseau routier où le trafic se
fait à sens unique.

Analysez ce système pour répondre aux questions suivantes :
(a) Quel est le flux maximal le long de la route AB ?
(b) Si la route DA est fermée à cause de travaux, est-ce que ceci causera une congestion de

réseau ?
(c) Qu’en est-il si cette fois-ci c’est la route BC qui est fermée à cause de travaux?

→ → →

→ → →

↑ ↓

↓

300

A

300

B

CD

x1

200x4

100

300

x2 x3

Solution Le flux total entrant est de 300+300 = 600 (voitures par heure, par exemple), et le flux
total sortant est de 100+200+300 = 600. Bien ! Prenons cela comme hypothèse pour toutes les
intersections aussi : flux entrant = flux sortant (c’est ce qui s’appelle la première loi de Kirchhoff),
qui dit grosso modo que les voitures n’ont pas d’accident dans les virages et qu’il n’y a pas non plus
de concessionnaire de voiture.

On a utilisé les variables x1, x2, x3, x4 pour désigner le flux qu’on ne connait pas encore. Les
flèches nous donnent le sens de circulation entre les intersections. Avec notre hypothèse, établissons
des équations qui décrivent le flux à chaque intersection (en commençant par le nord-ouest et en
travaillant dans le sens des aiguilles d’une montre) :



142 Chapitre 13. Systèmes linéaires : applications

Intersection Flux entrant = Flux sortant
A 300+ x2 = x1

B x1 = x3 +100

C x3 + x4 = 200+300

D 300 = x2 + x4

Hé! Il s’agit du système linéaire ! Le voici :

x1− x2 = 300

x1− x3 = 100

x3 + x4 = 500

x2 + x4 = 300,

dont la matrice augmentée est 
1 −1 0 0 | 300
1 0 −1 0 | 100
0 0 1 1 | 500
0 1 0 1 | 300

 .

La MER de celle-ci est 
1 0 0 1 | 600
0 1 0 1 | 300
0 0 1 1 | 500
0 0 0 0 | 0


de laquelle on lit la solution 

x1
x2
x3
x4

=


600− s
300− s
500− s

s

 ,

où s ∈ R.
Maintenant qu’on la solution de ce système, répondons aux aux questions ci-dessus.

(a) Notez avant que, puisque la circulation se fait à sens unique, chaque flux est positif : xi ≥ 0
pour 1≤ i≤ 4. Lorsque vous utilisez ces contraintes, vous constatez que 0≤ s≤ 300. Ainsi,
par exemple, le flux maximal le long de la route AB est de x1 = 600 voitures par heure (en
prenant s = 0 dans la solution ci-dessus).

(b) Si la route DA est fermée, alors x2 = 0 ce qui impliquerait que s = 300. Nous déduisons alors
que (x1,x2,x3,x4) = (300,0,200,300), ce qui est admissible comme solution bien que les
voitures n’ont alors qu’un seul choix pour traverser ce réaseau.
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(c) Si BC est fermée, alors on a x3 = 0 et donc s= 500. Ceci donne alors la solution (x1,x2,x3,x4)=
(100,−200,0,500). On obtient un flux négatif x2 = −200 le long de DA, on a donc une
congestion dans la trafic... Il faudrait en fait alors autoriser la circulation dans les deux sens
de la route DA pour une meilleur gestion du trafic !

En résumé, après avoir établi quelques contraintes sur les paramètres de la solution générale (ici,
le flux positif implique que 0 ≤ s ≤ 300), nous avons élaboré différents scénarios en vue d’une
meilleur gestion de flux, sans avoir à résoudre le système à nouveau !

13.3 Application II : tester des scénarios
Exercice 13.3.1 Trouver toutes les valeurs de k ∈ R pour lesquelles le système linéaire suivant (a)
n’a pas de solution ; (b) a une solution unique ; (c) a une infinité de solutions.

kx+ y+ z = 1

x+ ky+ z = 1

x+ y+ kz = 1.

Solution Ceci est un système linéaire en les trois variables x,y,z. (Attention ! Il n’est pas linéaire
en les quatre variables k,x,y,z, seulement en les trois variables x,y,z. On va donc voir une méthode
pour aborder un type particulier de système non-linéaire avec de l’algèbre linéaire.)

Utilisons la réduction de ligne. La matrice augmentée estk 1 1 | 1
1 k 1 | 1
1 1 k | 1

 .

Il faut faire attention ici ! On ne peut pas diviser par k, car on ne sait pas si k est égal à 0 ou non.
Donc soit on fait une disjonction de cas (cas 1 : k = 0, cas 2 : k ̸= 0), soit on utilise une ligne
différente pour avoir un pivot. Faisons la deuxième méthode :

L1↔ L2

1 k 1 | 1
k 1 1 | 1
1 1 k | 1

 ∼
−kL1 +L2→ L2
−L1 +L3→ L3

1 k 1 | 1
0 1− k2 1− k | 1− k
0 1− k k−1 | 0

 .

Maintenant nous n’avons pas le choix : le paramètre k apparaît dans les entrées des deux dernières
lignes parmi lesquelles nous devons choisir notre pivot.
Cas 1. k = 1. La matrice devient alors 1 1 1 | 1

0 0 0 | 0
0 0 0 | 0

 ,

qui est une MER et a une infinité de solutions. Donc lorsque k = 1, on est dans le cas (c).
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Cas 2. k ̸= 1. Cela veut dire que k−1 ̸= 0 et donc on peut diviser par k−1 :

∼
1

1−k L2→ L2
1

1−k L3→ L3

1 k 1 | 1
0 1+ k 1 | 1
0 1 −1 | 0

 ∼
L2↔ L3

1 k 1 | 1
0 1 −1 | 0
0 1+ k 1 | 1

 ,

et on continue de réduire la matrice :

∼
−(1+ k)L2 +L3→ L3

1 k 1 | 1
0 1 −1 | 0
0 0 2+ k | 1

 .

Pour la troisième colonne : si k =−2, alors on ne peut pas obtenir un pivot dans celle-ci et le
système est incompatible.
Par contre, si k ̸= 2, alors on peut diviser L3 par 2+ k pour obtenir un pivot dans la troisième
colonne. On en déduit alors que l’on a une solution unique dans ce cas là.

Conclusion : si k = 1, alors il y a une infinité de solutions (c) ; si k = −2, alors il n’y a pas de
solution (a) ; et si k ̸= 1 et k ̸=−2, alors il existe une solution unique (b).

Remarquez qu’on obtient une solution unique « la plupart du temps » — ceci confirme l’idée que si
vous prenez trois plans arbitraires dans R3, alors la plupart du temps ils se croisent en un seul point.

13.4 Application III : résoudre des équations vectorielles
Exercice 13.4.1 Est-ce que l’ensemble {(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)} engendre R3 ?
Solution Nous devons en fait répondre à la question suivante : étant donné un vecteur arbitraire
(x,y,z) ∈ R3, existe-t-il des scalaires a1, a2, a3 ∈ R tels que

a1

1
2
3

+a2

4
5
6

+a3

7
8
9

=

x
y
z

?

En comparant les composantes des vecteurs des deux côtés on obtient le système linéaire suivant :

a1 +4a2 +7a3 = x

2a1 +5a2 +8a3 = y

3a1 +6a2 +9a3 = z

dont la matrice augmentée est 1 4 7 | x
2 5 8 | y
3 6 9 | z

 .

(Observez que les colonnes de cette matrice correspondent aux vecteurs dans l’équation vectorielle !)
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Nous échelonnons la matrice augmentée de ce système linéaire pour avoir :1 4 7 | x
0 1 2 | −(y−2x)/3
0 0 0 | x−2y+ z

 .

Donc, le système linéaire est compatible si et seulement si x−2y+ z = 0. Mais cela signifie que
l’enveloppe linéaire engendrée par ces trois vecteurs n’est qu’un plan de R3, pas R3 tout entier...
(Cool, au moins cette méthode nous a donné l’équation de ce plan !)
En conclusion, l’ensemble {(1,2,3),(4,5,6),(7,8,9)} n’engendre pas R3, car l’équation n’a pas de
solution pour certains (x,y,z).

Remarquez également qu’en posant (x,y,z) = (0,0,0) dans l’exemple précédent, l’équation de
dépendance a une infinité de solutions, et donc que ces trois vecteurs sont linéairement dépendants.



146 Chapitre 13. Systèmes linéaires : applications

Exercices
Exercice 13.1 a) Trouvez le rang de chaque matrice de l’Exercice 12.1.

b) ⋆ Trouver le rang des matrices coefficients ainsi que le rang des matrices augmentées corres-
pondantes aux systèmes linéaires de l’Exercice 12.2.

Exercice 13.2 Soit a,c ∈ R. Considérez le système linéaire suivant en les variables x, y, z :

x + y + az = 2
2x + y + 2az = 3
3x + y + 3az = c

.

Notez que la solution générale de ce système peut dépendre des valeurs des paramètres a et c.
Soit [A |b ] la matrice augmentée de ce système.

a) Pour toutes les valeurs de a et c, trouvez :

(i) rang(A),

(ii) rang[A |b ].
b) ⋆ Trouvez toutes les valeurs de a et c pour lesquelles ce système

(i) admet une solution unique,

(ii) admet une infinité de solutions,

(iii) n’admet aucune solution.

c) Dans le cas b (ii) ci-dessus, donnez la solution générale et sa description géométrique complète.

Exercice 13.3 Considérons le réseau routier ci-dessous avec intersections A, B, C et D. Les flèches
indiquent le sens de la circulation sur les routes, elle se fait à sens unique. Les chiffres indiquent
le nombre exact de voitures qui traversent les intersections A, B, C et D par minute. Chaque xi

représente le nombre variable de voitures qui passent par les routes en question chaque minute.

B
10
OO

x4

��?
??

??

11 // A
x5 //

x2 ��?
??

??

x1
??�����

C 4 //

D
x3

??�����

3
OO

a) Écrivez le système linéaire qui décrit le flux du trafic ainsi que toutes les contraintes sur les
variables xi, pour i = 1, . . . ,5. (Ne pas résoudre ce système pour le moment, cela sera fait à
votre place dans (b).)
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b) La MER de la matrice augmentée de la partie (a) est la suivante :
1 0 0 −1 0 | 10
0 1 0 1 1 | 1
0 0 1 1 1 | 4
0 0 0 0 0 | 0

 .

Donnez la solution générale. (Ignorez les contraintes à ce stade.)

c) Si la route AC est fermée en raison de travaux, trouvez tous les flux de circulation possibles,
en utilisant les résultats que vous avez obtenus à la question (b).

Exercice 13.4 Considérez le réseau routier avec intersections A, B, C, D et E ci-dessous. Les flèches
indiquent le sens de la circulation le long des routes, la circulation se faisant à sens unique. Les
chiffres indiquent le nombre exact de voitures observées entrant ou sortant des intersections A, B, C,
D et E pendant une minute. Chaque xi désigne le nombre inconnu de voitures qui sont passées par les
routes correspondantes en une minute.

B
x4

""E
EE

EE
EE

50

OO

A
60

oo

x5
<<yyyyyyy

C
x3

����
��
��

x6oo
70

oo

E

x1

VV------

D
x2oo

60

��/
//
//
//

100

GG�������

a) Écrivez le système linéaire qui décrit le flux du trafic ainsi que toutes les contraintes sur les
variables xi, pour i = 1, . . . ,6. (Ne pas résoudre se système pour le moment car cela sera fait à
votre place dans (b).)

b) ⋆ La MER de la matrice augmentée de la question (a) est la suivante :
1 0 0 0 −1 1 | 60
0 1 0 0 −1 1 | −40
0 0 1 0 −1 1 | 20
0 0 0 1 −1 0 | −50
0 0 0 0 0 0 | 0

 .

Donnez la solution générale. (Ignorez les contraintes à à ce stade.)

c) Si la route ED est fermée en raison de travaux, trouvez le flux minimum le long de la route AC
en utilisant les résultats que vous avez obtenus à la question (b).
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Exercice 13.5 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.

• Si vous dites que l’affirmation est vraie, vous devez donner une explication claire en référant à
un théorème, ou en donnant une preuve valable pour tous les cas.
• Si vous dites que l’affirmation est fausse, vous devez donner un contre-exemple explicite.

a) Tout système non-homogène de 3 équations à 2 inconnues est incompatible.

b) ⋆ Tout système non-homogène de 3 équations à 2 inconnues est compatible.

c) Tout système non-homogène de 2 équations à 3 inconnues a une infinité de solutions.

d) ⋆ Tout système de 2 équations à 2 inconnues admet une unique solution.

e) S’il existe une ligne de zéros dans la matrice augmentée d’un système linéaire, alors le système
admet une infinité de solutions.

f) ⋆ Si la matrice coefficients d’un système linéaire compatible comporte une colonne de zéros,
alors le système admet une infinité de solutions.

g) Si un système linéaire compatible admet une infinité de solutions, alors il doit y avoir une ligne
de zéros dans la MER de la matrice augmentée.

h) ⋆ Si un système linéaire compatible admet une infinité de solutions, alors il doit y avoir une
colonne de zéros dans la MER de la matrice coefficients.

i) Si la matrice augmentée d’un système linéaire homogène de 3 équations à 5 inconnues est de
rang 2, alors il y a 4 paramètres dans la solution générale.

j) ⋆ Si un système linéaire homogène admet une unique solution, alors ce système comprend le
même nombre d’équations que d’inconnues.



14. Multiplication matricielle

Nous avons vu comment utiliser les matrices pour résoudre des systèmes linéaires. Nous avons
également vu deux façons complètement différentes d’interpréter une matrice augmentée : on peut
la voir d’une part comme représentant les coefficients d’un système linéaire, ou d’autre part comme
représentant des vecteurs de Rm. Pour établir réellement le lien entre ces deux points, nous devons
introduire la notion de multiplication matricielle. On aura alors un outil puissant pour répondre aux
questions que nous avons soulevées à propos des espaces vectoriels dans la première partie de ce livre.

La multiplication matricielle apparaît en effet comme un outil-clé non seulement dans les systèmes
linéaires, mais aussi dans un grand nombre d’applications très concrètes. Les matrices se présentent de
façon très naturelle dans les domaines suivants :

— en probabilité, avec les matrices de transition des chaînes de Markov ;
— en économie, dans le cadre du modèle d’entrée-sortie de Leontief ;
— en géométrie ;
— en théorie quantique ;
— en équations différentielles linéaires ;
— en algèbre linéaire, dans les espaces vectoriels, pour tracer des combinaisons linéaires.

La raison principale pour laquelle les matrices sont si polyvalentes est qu’il existe de nombreuses
façons de les interpréter :

— comme un tableau de nombres ;
— comme une collection de vecteurs écrits en lignes ;
— comme une collection de vecteurs écrits en colonnes ;
— comme des « nombres généralisés » qu’on peut aussi additionner et multiplier !
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14.1 Comment multiplier des matrices?
La multiplication matricielle est une généralisation de la multiplication habituelle des nombres ;

l’idée étant de multiplier selon « plusieurs entrées » en même temps.

■ Exemple 14.1.1 Imaginez que vous déteniez une compagnie et que vous deviez payer chaque
employé. Pour connaître les dépenses que vous faîtes chaque semaine pour payer le salaire de vos
employés, vous calculez d’abord le salaire hebdomadaire de chaque employé :

(dollars/heure)× (heures/semaine) = dollars/semaine,

puis vous faites la somme des salaires hebdomadaires de tous les employés.
Supposons que vous ayez maintenant davantage d’informations à considérer :

— Des salaires différents selon les postes. Les lignes correspondent aux différents postes (caissier
et magasinier), les colonnes correspondent aux noms des employés (Alice, Bob et Charlie), et les
entrées représentent le salaire horaire de chaque employé à son poste :

W =

[
12 10 14
8 8 10

]
.

— Des horaires différentes aux différents postes selon les employés. Les lignes correspondent aux
employés (Alice, Bob et Charlie), les colonnes correspondent à la semaine travaillée (semaine
1 et semaine 2), et les entrées sont le nombre d’heures travaillées par chaque employé chaque
semaine :

H =

10 0
10 10
5 10

 .

Vous pouvez alors calculer l’argent total que vous avez dépensé pour tous vos employés chaque semaine,
en fonction de leurs postes. Dans la matrice du résultat final, les lignes sont les différents postes (caissier,
magasinier), les colonnes sont les différentes semaines (semaine 1, semaine 2), et les entrées sont le
coût total pour chaque emploi chaque semaine :

C =WH =

[
12 10 14
8 8 10

]10 0
10 10
5 10


=

[
12×10+10×10+14×5 12×0+10×10+14×10

8×10+8×10+10×5 8×0+8×10+10×10

]
=

[
290 240
210 180

]
.

Par exemple, on déduire de ce résultat que 290 $ ont été dépensés la semaine 1 pour les postes de
caissiers, et que 240 $ ont été dépensés durant la semaine 2 pour les postes de caissiers.

Remarques :
— Nous avons organisé les choses de sorte que les lignes de la réponse correspondent aux lignes de

la première matrice, les colonnes de la réponse correspondent aux colonnes de la seconde matrice
et la variable par rapport à laquelle nous avons additionné (ici, les employés) correspondait, dans
le même ordre, à la fois aux colonnes de la première matrice et aux lignes de la deuxième.

— Pour calculer l’entrée (i, j), notez que nous avons en fait calculé le produit scalaire de la i-ème
ligne de la première matrice avec la j-ème colonne de la deuxième matrice.
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■

Cet exemple permet d’illustrer la raison pour laquelle la multiplication matricielle est définie d’une
manière qui peut sembler assez étrange au premier abord :

Définition 14.1.2 Soient A une matrice m× n et B une matrice n× p. Le produit (matriciel) AB
est la matrice m× p dont l’entrée (i, j) est le produit scalaire de la i-ème ligne de A avec la j-ème
colonne de B.

Autrement dit, si A et B s’écrivent A = [ai j] et B = [bi j], alors AB s’écrit AB = [ci j] pour les ci j

suivants :

ci j =
n

∑
k=1

aikbk j = [ai1 ai2 · · · ain]


b1 j

b2 j
...

bn j

 .

En particulier, « AB » n’a de sens que si le nombre de colonnes de A est égal au nombre de lignes
de B.

■ Exemple 14.1.3

[
1 2 3
4 5 6

]x
y
z

=

[
x+2y+3z
4x+5y+6z

]
= x
[

1
4

]
+ y
[

2
5

]
+ z
[

3
6

]
.

C’est-à-dire que ce type de produit matriciel peut être considéré pour représenter d’une façon courte un
système linéaire ou une expression d’une combinaison linéaire. ■

■ Exemple 14.1.4

[
1 2 3

]a b
c d
e f

=
[
a+2c+3e b+2d +3 f

]
= 1

[
a b

]
+2
[
c d

]
+3
[
e f

]
.

Donc de cette façon, ce produit matriciel donne une combinaison linéaire des lignes de la matrice. ■

14.2 Quelques propriétés étranges de la multiplication matricielle
Tout d’abord, notez quelque chose d’inhabituel :

■ Exemple 14.2.1 Soit A =

[
1 2
3 4

]
et B =

[
1 2 3
4 5 6

]
. Alors comme A est de taille 2×2 et B est de

taille 2×3, le produit est de taille 2×3 et est égal à

AB =

[
1 2
3 4

][
1 2 3
4 5 6

]
=

[
9 12 15
19 26 33

]
mais BA n’est pas définie, car le nombre de colonnes de B n’est pas le même que le nombre de lignes
de A. ■

! Parfois vous pouvez calculer AB mais pas BA !
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Encore pire :

■ Exemple 14.2.2 Soient A =

[
1 2
3 4

]
et B =

[
0 1
1 0

]
. Alors

AB =

[
1 2
3 4

][
0 1
1 0

]
=

[
2 1
4 3

]
mais

BA =

[
0 1
1 0

][
1 2
3 4

]
=

[
3 4
1 2

]
.

Donc AB ̸= BA. ■

! Même lorsque vous ÊTES capable de calculer à la fois AB et BA, il peut arriver
(cela arrive souvent) que AB ̸= BA !

En d’autres termes : on dit que le produit matriciel est non-commutatif.

■ Exemple 14.2.3 Soient A =

[
1
2
3

]
et B =

[
4
5
6

]
deux matrices à 1 colonne (aussi appelées vecteurs).

Rappelez-vous de la définition de la transposée 5.2.4 d’une matrice, qui permet d’échanger lignes et les
colonnes. Alors :

— la matrice AB n’est pas définie ;
— la matrice BA n’est pas définie ;

— AT B = [1 2 3]

[
4
5
6

]
= [32] = 32 1, qui est en fait le produit scalaire des deux vecteurs ;

— BT A = [4 5 6]

[
1
2
3

]
= 32 s’interprète de même (ce qui est bien, puisque nous savions déjà que

le produit scalaire ne dépend pas de l’ordre des vecteurs) ;

— ABT =

[
1
2
3

]
[4 5 6] =

[
4 5 6
8 10 12
12 15 18

]
n’a absolument rien à voir avec le produit scalaire ! Nous

l’appelons le produit tensoriel.
■

Il y a davantage de propriétés étranges qui émanent de la multiplication matricielle :

■ Exemple 14.2.4 Soient C =

[
1 −1
−1 1

]
et D =

[
1 2
1 2

]
. Alors :

CD =

[
1 −1
−1 1

][
1 2
1 2

]
=

[
0 0
0 0

]
.

Donc CD = 0, la matrice nulle, et pourtant aucune des matrices C et D n’est la matrice nulle. ■

! Parfois, même si on A ̸= 0 ET B ̸= 0, on a quand même le produit qui est nul :
AB = 0.

1. Nous identifions toujours une matrice 1×1,
[
a
]
, avec sa seule entrée, a (c’est un scalaire).
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■ Exemple 14.2.5 Soient A =

[
4 −1
1 1

]
, B =

[
1 0
7 −1

]
et C =

[
1 2
3 6

]
. Alors

AC =

[
4 −1
1 1

][
1 2
3 6

]
=

[
1 2
4 8

]
et

BC =

[
1 0
7 −1

][
1 2
3 6

]
=

[
1 2
4 8

]
.

Donc AC = BC mais A ̸= B ! ■

! Il se peut que AC = BC avec C ̸= 0 sans que A = B. En d’autres termes, on ne
peut pas « diviser par C » dans certains cas même si C ̸= 0.

14.3 Quelques bonnes propriétés de la multiplication matricielle
Notez d’abord que la transposée des matrices satisfait les propriétés suivantes :

— (A+B)T = AT +BT ;
— (kA)T = kAT pour tout scalaire k ∈ R ;
— (AT )T = A.

Pour la suite, définissons une matrice un peu spéciale, appelée la matrice identité :

I2 =

[
1 0
0 1

]
, I3 =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 , I4 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

et ainsi de suite pour définir In pour tout n≥ 1. Ce sont toujours des matrices carrées. Rappelons aussi
la définition de la matrice nulle :

02×2 =

[
0 0
0 0

]
, 02×3 =

[
0 0 0
0 0 0

]
, 03×2 =

0 0
0 0
0 0

 .

Notez que la matrice nulle peut désigner une matrice rectangulaire. Listons quelques propriétés du
produit matriciel.

Théorème 14.3.1 — Propriétés du produit matriciel. Soient A,B et C des matrices, et soit k un
scalaire. Alors, tant que ces opération sont définies (c’est-à-dire tant que les matrices ont des tailles
adéquates), on a toujours :

1. (AB)C = A(BC) (associativité) ;
2. A(B+C) = AB+AC (distributivité à droite) ;
3. (B+C)A = BA+CA (distributivité à gauche) ;
4. k(AB) = (kA)B = A(kB) ;
5. (AB)T = BT AT (notez que l’ordre a été INVERSÉ!) ;
6. AIn = A et InB = B ;
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7. Si A est de taille m×n, alors A0n×p = 0m×p et 0q×mA = 0q×n.

Démonstration. (1) : Écrivez A = [ai j], B = [bi j] et C = [ci j]. Supposons que A soit de taille m×n, B
soit de taille n× p et C soit de taille p×q. Alors l’entrée (i, j) de (AB)C est

p

∑
l=1

(
n

∑
k=1

aikbkl)cl j

et l’entrée (i, j) de A(BC) est
n

∑
k=1

aik(
p

∑
l=1

bklcl j);

ces deux sommes sont égales, d’où l’égalité des matrices.
(2)-(4) : Exercice.
(5) : Notons d’abord que le changement d’ordre était nécessaire : si A est de taille m×n et B est de

taille n× p, alors AB est toujours bien défini mais AT BT ne l’est pas toujours. Maintenant, l’entrée (i, j)
de AB est le produit scalaire de la i-ème ligne de A avec la j-ème colonne de B. C’est donc l’entrée
( j, i) de (AB)T . D’une autre part, l’entrée (i, j) de BT AT est le produit scalaire de la j-ème ligne de
BT (qui est la j-ème colonne de B) avec la i-ème colonne de AT (qui est la i-ème ligne de A). Puisque
l’ordre des vecteurs dans le produit scalaire n’a pas d’importance, il s’ensuit que ces entrées (i, j) sont
égales et que donc ces matrices sont égales.

(6)-(7) : Exercice. ■

■ Exemple 14.3.2 On considère A =

[
a b c
d e f

]
. Alors :

AI3 =

[
a b c
d e f

]1 0 0
0 1 0
0 0 1

=

[
a b c
d e f

]

et

I2 A =

[
1 0
0 1

][
a b c
d e f

]
=

[
a b c
d e f

]
.

Donc la taille de la matrice identité, qui représente l’élément neutre du produit matriciel, dépend de la
taille de A et du côté duquel vous effectuez la multiplication. ■

Ces propriétés nous permettent d’effectuer de nombreuses manipulations algébriques qui sont
similaires à celles que nous faisons avec les nombres réels.

Exercice 14.3.3 Simplifiez l’expression (A+B)(C+D).
Solution On a (A+B)(C+D) = (A+B)C+(A+B)D par distributivité à droite, puis c’est égal à
AC+BC+AD+BD par distributivité à gauche.

Il faut cependant faire attention !

Exercice 14.3.4 Simplifiez l’expression (A+B)(A−B).
Solution On développe pour avoir A2 +BA−AB−B2. Ce n’est PAS A2−B2 puisque il est fort
probable que AB ̸= BA. Ici, nous avons adopté les notations suivantes :A2 = AA et B2 = BB.
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Exercice 14.3.5 Simplifiez l’expression AC = BC, si possible.
Solution Il n’y a rien à simplifier ! On pourrait réécrire ceci comme AC−BC = 0 ou bien (A−B)C =
0, mais nous ne pouvons pas conclure que A = B ou que C = 0, puisque nous avons déjà vu que
deux matrices non-nulles peuvent donner la matrice nulle si on les multiplie (voir Exemple 14.2.4).

! ATTENTION : ces opérations vous permettent d’effectuer la plupart des opéra-
tions algébriques simples, mais elles ne vous permettent pas de simplifier des
matrices (de manière multiplicative) ni de diviser par une matrice. Pour pouvoir
diviser par une matrice, référez-vous à l’inverse matriciel défini dans le Chapitre
18.

14.4 Choses étonnantes sur la multiplication matricielle
La multiplication matricielle a également des aspects étonnants. Ce qui suit est une application du

théorème de Cayley-Hamilton, par exemple.
Considérons une matrice A de taille 2×2 (une telle matrice est d’ailleurs dite matrice carrée car

elle a autant de lignes que de colonnes). Donc on peut définir A2 = AA et A3 = AAA etc. (Notez que si
A n’était pas carrée, alors A2 ne serait même pas définie). Ainsi, par exemple, si

A =

[
1 2
2 0

]
,

alors

A2 =

[
1 2
2 0

][
1 2
2 0

]
=

[
5 2
2 4

]
et

A3 =

[
1 2
2 0

][
5 2
2 4

]
=

[
9 10

10 4

]
.

Rappelons maintenant que tr(A), la trace de A, est la somme des entrées de la diagonale de A. Donc
dans notre exemple tr(A) = 1. On définit le déterminant d’une matrice C =

[
a b
c d

]
, noté det(C), par

ad−bc qui est un scalaire. Dans notre exemple, on a det(A) =−4. Le polynôme caractéristique de A
est défini par

x2− tr(A)x+det(A).

À quoi sert ce polynôme caractéristique ? En fait, si l’on remplace x par A (et que l’on place la matrice
d’identité I2 derrière le scalaire det(A) pour que l’addition ait un sens), nous obtenons :

A2− tr(A)A+det(A) I2 =

[
5 2
2 4

]
−
[

1 2
2 0

]
−4
[

1 0
0 1

]
=

[
0 0
0 0

]
= 02×2 .

Cela se produit toujours pour n’importe quelle matrice A de taille 2×2, et il existe une généralisa-
tion n’importe quelle matrice carrée de n’importe quelle taille (attention, encore une fois, il faut que
la matrice soit carrée). Voir la Définition 22.2.1 du polynôme caractéristique d’une matrice carrée de
taille quelconque.

Il existe également la multiplication par blocs, laquelle peut parfois simplifier vos calculs en vous
permettant de traiter des sous-matrices comme s’ils étaient des nombres.
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■ Exemple 14.4.1 Soit la matrice

A =


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 0 0

 .

Décomposez-la en « blocs » en posant

B =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= I3 , C =

[
0 1
0 0

]
,

et en écrivant A sous la forme suivante :

A =

[
B 0
0 C

]
.

C’est une écriture par blocs de la matrice A. Les deux 0 dans cette écriture sont des matrices de tailles
respectives 3×2 (pour celle en position (1,2)) et 2×3 (pour celle en position (2,1)) .

Alors A2 =
[

B 0
0 C

][
B 0
0 C

]
=
[

B2 0
0 C2

]
, et plus généralement :

Ak =

[
Bk 0
0 Ck

]
pour n’importe quel k. C’est intéressant car, par exemple pour k = 100 :

B100 = I100
3 = I3 ,

et comme C2 = 0, on a :
C100 = 0 .

Ceci nous amène rapidement à la conclusion que A100 =

[
B 0
0 0

]
. ■

14.5 Retour aux systèmes linéaires
Penser en termes de « blocs » nous aide à passer facilement d’un point de vue à l’autre d’un système

linéaire. Par exemple, les trois manières suivantes d’écrire les équations sont toutes équivalentes :
— le système linéaire :

x+2y+3z = 4

x− y+ z = 2

y−3z = 0;

— l’équation Ax = b, où

A =

1 2 3
1 −1 1
0 1 −3

 , x =

x
y
z

 et b =

4
2
0

 ,
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c’est-à-dire l’équation 1 2 3
1 −1 1
0 1 −3

x
y
z

=

4
2
0

 ;

— l’équation vectorielle :

x

1
1
0

+ y

 2
−1
1

+ z

 3
1
−3

=

4
2
0

 .

Tous ces problèmes peuvent être résolus en réduisant la matrice augmentée suivante par rapport aux
lignes :

[A|b] =

1 2 3 | 4
1 −1 1 | 2
0 1 −3 | 0

 .
En termes de multiplication par blocs, nous pouvons interpréter cela en écrivant

A =
[
c1 c2 c3

]
,

où ci est la i-ème colonne de A, et ensuite en multipliant

Ax =
[
c1 c2 c3

]x
y
z

= xc1 + yc2 + zc3 .

Ceci est vrai pour toute matrice A : si A = [c1 c2 · · ·cn] alors Ax = x1c1+x2c2+ · · ·+xncn, où x =

x1
x2
...

xn

,

donc Ax est en effet simplement une combinaison linéaire des colonnes de A.

FAIT Ax est une combinaison linéaire des colonnes de A (dont les coefficients sont donnés par les
entrées du vecteur x).

Cela nous donne une nouvelle perspective sur nos critères de résolution des systèmes linéaires !

FAIT L’équation Ax= b est compatible si et seulement si b est une combinaison linéaire des colonnes
de A.

FAIT L’équation Ax = 0 admet une unique solution si et seulement si les colonnes de A sont
linéairement indépendantes.

On prouve ces faits en passant par les différentes interprétations du produit matriciel. Par exemple, si
le système correspondant à Ax = b est compatible, alors cela signifie qu’il y a un vecteur x pour lequel
la combinaison linéaire correspondante des colonnes de A donne b, ce qui revient à dire simplement
que b est dans l’enveloppe linéaire engendrée par les colonnes de A.



158 Chapitre 14. Multiplication matricielle

Définition 14.5.1 Supposons que A soit une matrice m×n, qu’on écrit A= [c1 c2 . . .cn] avec colonnes
ci. On définit Im(A) = Col(A) = Vect{c1,c2, . . . ,cn}. C’est un sous-espace de Rm, appelé l’image
ou l’espace des colonnes de la matrice A.

FAIT On a Im(A) =Rm si et seulement si les colonnes de A engendrent Rm tout entier, si et seulement
si Ax = b est compatible pour tout b ∈ Rm, si et seulement si il n’y a pas de ligne nulle dans le MER
de A.

Toutes ces affirmations découlent des définitions, sauf la dernière partie de l’équivalence qui n’est
pas tout à fait évidente, bien qu’une des deux implications soit facile. 2

FAIT Les colonnes de A sont linéairement indépendantes si et seulement si l’équation Ax = 0 admet
une solution unique, si et seulement si chaque colonne d’une ME de A contient un pivot, si et
seulement si rang(A) est égal au nombre de colonnes de A.

Là encore, il ne s’agit que d’une simple preuve en utilisant les résultats et définitions correspon-
dantes.

Enfin, nous retrouvons un résultat que nous avons prouvé de manière plus générale auparavant :

FAIT Si A est une matrice n×n, alors les colonnes de A forment une base de Rn si et seulement si
elles sont linéairement indépendantes, si et seulement si rang(A) = n, si et seulement si Im(A) = Rn,
si et seulement si les colonnes de A engendrent Rn, si et seulement si aucune ME de A n’a de ligne
nulle !

Exercices

Remarques :
1. Une question avec un astérisque ∗ (ou deux) indique une question de niveau bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Multiplication matricielle

Exercice 14.1 a) Trouvez le résultat du produit matriciel
[

1 2
3 6

][
a b
c d

]
.

b) ⋆ Écrivez le résultat du produit
[

1 2
3 6

][
a
b

]
comme une combination linéaire des colonnes de

A =
[

1 2
3 6

]
.

2. L’implication facile : s’il n’y a pas de ligne nulle dans la MER de A, alors Ax = b est bien sûr compatible pour tout
b ∈ Rm. Pour prouver la réciproque, prouvons que si la dernière ligne dans la MER Ã de A est nulle, alors il existe un b ∈ Rn

tel que l’équation Ax = b soit incompatible. On suppose donc que la dernière ligne de Ã est nulle. Considérons un vecteur
b̃ ∈ Rm avec un 1 en dernier coefficient. Le système [Ã|b̃] est alors incompatible puisque la dernière équation est 0 = 1.
Maintenant, il suffit d’appliquer dans le sens inverse les opérations élémentaires qui ont transformé A à Ã, et on applique ces
opérations inversées sur la matrice augmentée [Ã|b̃]. Nous obtenons alors un système [A|b], pour un certain vecteur b, qui est
incompatible ; c’est-à-dire que vous aurez trouvé un vecteur b ∈ Rn pour lequel l’équation Ax = b incompatible.
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c) Écrivez le produit matriciel
[
1 2

][a b
c d

]
comme une combination linéaire des lignes de

B =

[
a b
c d

]
.

d) ⋆ Calculez le produit matriciel
[

a
b

][
c d

]
.

e) Calculez le produit matriciel
[
c d

][a
b

]
.

f) ⋆ Soit A =
[
c1 c2 c3

]
une matrice m×3 donnée en écriture par blocs colonnes, et x =

[
2
1
4

]
un vecteur de R3. Exprimez Ax comme une combination linéaire de c1,c2 et c3.

g) Montrez que
[

1 2
3 6

][
2 −4
−1 2

]
=

[
0 0
0 0

]
.

h) ⋆ Montrez que si A =

[
0 1
0 0

]
, alors A2 =

[
0 0
0 0

]
.

i) Montrez que si A =

[
0 1
0 0

]
et B =

[
0 0
1 0

]
, alors AB ̸= BA.

j) ⋆ Soit C une matrice m×4 et D =

1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 0 0

. Exprimer les colonnes du produit CD en fonction

des colonnes de C.

k) Si A =

1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 0 0

 et B est une matrice 3×n, exprimer les lignes de AB en fonction des lignes

de B.

l) ⋆ Trouvez toutes les valeurs (a, b, c) telle que
[

1 2
3 6

][
a b
c a

]
=
[

0 0
0 0

]
.

m) Calculez

1 0 0 −3
0 1 3 0
0 0 1 0
0 0 0 1

2015

.

Exercice 14.2 Montrez que la formule A2− tr(A)A+det(A) I2 = 0 est vraie pour toute matrice A
de taille 2×2.

Exercice 14.3 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux. Dans cet exercice, les matrices A, B et C sont de tailles adéquates de telle manière à
ce que les produits et sommes à calculer soient bien définis.

• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en
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donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) (A+B)2 = A2 +2AB+B2.

b) ⋆ C(A+B) =CA+CB.

c) (A+B)I6 = A+B.

d) ⋆ AB = BA.

e) (AB)C = A(BC).

f) ⋆ Si A est une matrice carrée et que A2 = 0, alors A = 0.

Exercice 14.4 ∗ Supposons que A soit une matrice symétrique n×n ; c’est-à-dire que A = AT . Soient
v et w des vecteurs quelconques de Rn. Montrer que (Av) ·w = v · (Aw). a

a. Indication : rappelez-vous que si nous écrivons les vecteurs en colonnes, le produit scalaire x ·y est identique au
produit matriciel xT y. Écrivez les produits scalaires comme des produits matriciels puis développez.

Applications aux systèmes linéaires

Exercice 14.5 Écrivez l’équation matricielle équivalente à chacun des systèmes linéaires suivants.

a)
x + y + z = 0
−9x − 2y + 5z = 0
−x + y + 3z = 0
−7x − 2y + 3z = 0 .

b) ⋆

x + w = 1
x + z + w = 0
x + y + z = −3
x + y − 2w = 2 .

c)
− 2x3 + 7x5 = 12

2x1 + 4x2 − 10x3 + 6x4 + 12x5 = 28
2x1 + 4x2 − 5x3 + 6x4 − 5x5 =−1 .

Exercice 14.6 Écrivez l’équation matricielle du système linéaire correspondant à chacune des
matrices augmentées suivantes.

a)
[

0 1 | 0
0 0 | 0

]
.
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b) ⋆


1 0 −1 | 0
0 1 2 | 0
0 0 0 | 1
0 0 0 | 0

 .

c)


1 0 0 3 | 3
0 1 0 2 | −5
0 0 1 1 | −1
0 0 0 0 | 0

 .

d) ⋆

1 2 0 3 0 | 7
0 0 1 0 0 | 1
0 0 0 0 1 | 2

 .

e)


1 0 0 −1 0 | 10
0 1 0 1 1 | 1
0 0 1 1 1 | 4
0 0 0 0 0 | 0

 .

Exercice 14.7 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux. Les matrices dans cet exercice sont supposées être carrées.

• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire, alors on peut avoir rang(A) >
rang([A |b ]).

b) ⋆ Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire, alors on peut avoir rang(A) <
rang([A |b ]).

c) Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire telle que rang(A) = rang([A |b ]), alors
ce système est incompatible.

d) ⋆ Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire et que rang(A) = rang([A |b ]), alors
le système est compatible.

e) Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire et que rang(A) = rang([A |b ]), alors
le vecteur b est une combinaison linéaire des colonnes de A.

f) ⋆ Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admette une solution unique x ∈ Rn,
alors les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

g) Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admette une solution unique x ∈ Rn,
alors les lignes de A sont linéairement indépendantes.

h) ⋆ Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admette une infinité de solutions x∈Rn,
alors les colonnes de A sont linéairement dépendantes.
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i) Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admet une infinité de solutions x ∈ Rn,
alors les lignes de A sont linéairement dépendantes.

j) ⋆ Si A est une matrice 6×5 telle que rang(A) = 5, alors Ax = 0 implique x = 0 ∈ R5.

k) Si A est une matrice 6×5 telle que rang(A) = 5, alors l’équation Ax = b est compatible pour
tout b ∈ R6.

l) ⋆ Si A est une matrice 5×6 telle que rang(A) = 5, alors l’équation Ax = b est compatible pour
chaque b ∈ R5.

m) Si A est une matrice 5×6 telle que rang(A) = 5, alors Ax = 0 implique x = 0 ∈ R6.

n) ⋆ Si A est une matrice 3×2 telle que rang(A) = 1, alors Ax = 0 implique x = 0 ∈ R2.

o) Les colonnes d’une matrice 19×24 sont toujours linéairement dépendantes.

p) ⋆ Les lignes d’une matrice de 19×24 sont toujours linéairement dépendantes.
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La dernière fois, nous avons établi que l’équation matricielle Ax = b peut être considérée à la fois
comme un système d’équations linéaires et comme une égalité entre b et une combinaison linéaire
des colonnes de A. Cela nous permet de traduire et de relier des faits concrets concernant les systèmes
d’équations linéaires aux espaces vectoriels.

Nous présentons ici trois espaces vectoriels associés à une matrice, et nous verrons à quel point ils
sont très utiles.

15.1 Espace des colonnes, espace des lignes, noyau d’une matrice

Dans tout ce qui suit, on se donne une matrice A de taille m×n.

Définition 15.1.1 L’espace colonnes de A, également appelé image de A, est noté Im(A) ou Col(A)
et est défini par

Im(A) = Col(A) = Vect{c1,c2, · · · ,cn} ,

où {c1,c2, · · · ,cn} sont les colonnes de A considérées comme des vecteurs de Rm.

Rappelons que si x ∈ Rn, alors le vecteur Ax est une combinaison linéaire des colonnes de A, et
réciproquement toute combinaison linéaire des colonnes de A peut s’écrire sous la forme Ax pour un
certain vecteur x ∈ Rn. Nous pouvons donc en fait écrire

Im(A) = Col(A) = {Ax | x ∈ Rn} .

De plus, puisque Im(A) est l’enveloppe linéaire engendrée par des vecteurs de Rm, il s’en suit que c’est
un sous-espace de Rm.
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On peut faire la même chose avec les lignes de la matrice A, en voyant les lignes comme des
vecteurs de Rn :

Définition 15.1.2 L’espace ligne de A, noté Lig(A), est donné par

Lig(A) = Vect{r1,r2, · · · ,rm} ,

où {r1,r2, · · · ,rm} sont les lignes de A (généralement transposées pour les transformer en matrices
n×1, considérées alors comme des vecteurs dans Rn).

Là encore, Lig(A) est un sous-espace, mais cette fois-ci pas de Rm mais plutôt de Rn.

Un troisième sous-espace important est celui qu’on appelle noyau. Ce sous-espace vient en voyant
la matrice A comme un étant la matrices coefficients d’un système linéaire.

Définition 15.1.3 Le noyau de A, noté ker(A) (pour kernel en anglais), est donné par

ker(A) = {x ∈ Rn | Ax = 0} ,

c’est-à-dire que le noyau de A est la solution générale du système linéaire homogène Ax = 0.

Lemme 15.1.4 ker(A) est un sous-espace de Rn.

Démonstration. Notons d’abord que A est la matrices coefficients d’un système linéaire en m équations
et n variables. Donc la solution consiste en des vecteurs à n composantes et par conséquent on a bien
l’inclusion ker(A)⊂ Rn.

Nous devons maintenant vérifier que ker(A) est un sous-espace de Rn, et nous allons utiliser le test
du sous-espace.

1. On a 0 ∈ ker(A) puisque A0 = 0.
2. Est-ce que ker(A) est fermé pour l’addition? Supposons que x et y sont deux éléments de

ker(A). Alors Ax = 0 et Ay = 0. Nous devons déterminer si leur somme x+y appartient à ker(A).
Pour cela nous devons calculer A(x+ y) et voir si l’on obtient encore le vecteur nul. Or, par
distributivité du produit matriciel, on a A(x+y) = Ax+Ay = 0+0 = 0. On en déduit donc que
ker(A) est fermé par addition.

3. Est-ce que ker(A) est fermé pour la multiplication par scalaire? Soit x ∈ ker(A) (donc Ax = 0)
et soit k ∈ R un scalaire quelconque. Est-ce que kx ∈ ker(A)? Autrement dit, est-il vrai que
A(kx) = 0? En utilisant les propriétés de la multiplication matricielle, on a que :

A(kx) = k(Ax) = k(0) = 0 .

Donc kx ∈ ker(A) et d’où ker(A) est fermé pour la multiplication par scalaire.
En conclusion, ker(A) est bien un sous-espace de Rn. ■

Il existe un quatrième espace vectoriel que nous pourrions naturellement associer à A : le noyau de
AT , mais il n’a pas de nom propre et il est au final assez peu utilisé. Nous l’utiliserons néanmoins une
fois plus tard lorsque nous parlerons des compléments orthogonaux d’un sous-espace.
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! Veuillez noter que, étant donné une matrice A, ces espaces vectoriels sont généra-
lement distincts les uns des autres !

Maintenant que nous avons introduit de nouveaux espaces vectoriels intéressants, déterminons leur
dimension. Nous commençons par ker(A) et reviendrons à Im(A) plus tard.

15.2 Trouver une base de ker(A)

Exercice 15.2.1 Trouvez une base de ker(A), où A est la matrice A =

1 2 3 −3
0 1 1 −2
1 0 1 1

.

Solution Puisque ker(A) est la solution générale du système linéaire Ax = 0, notre première étape
consiste à résoudre ce système linéaire avec l’algorithme de Gauss-Jordan que nous avions introduit
dans les chapitres précédents. Nous écrivons donc la matrice augmentée et nous la réduisons par
rapport aux lignes en une MER comme suit :1 2 3 −3 | 0

0 1 1 −2 | 0
1 0 1 1 | 0

 ∼
−L1 +L3→ L3

1 2 3 −3 | 0
0 1 1 −2 | 0
0 −2 −2 4 | 0

 2L2 +L3→ L3
∼

−2L2 +L1→ L1

1 0 1 1 | 0
0 1 1 −2 | 0
0 0 0 0 | 0


qui est notre MER.

La solution générale est obtenue en posant x3 = r et x4 = t, les deux variables libres (paramètres),
et en exprimant les variables de base en fonction des variables libres (donc x1 =−x3− x4 =−r− t
et x2 =−x3 +2x4 =−r+2t). Sous forme vectorielle (puisque nous nous intéressons aux vecteurs),
on obtient

ker(A) =



−r− t
−r+2t

r
t


∣∣∣∣∣r, t ∈ R


=

r


−1
−1
1
0

+ t


−1
2
0
1


∣∣∣∣∣r, t ∈ R


= Vect



−1
−1
1
0

 ,

−1
2
0
1


 .

Donc la famille


−1
−1
1
0

 ,
−1

2
0
1

 engendre ker(A). De plus, ces deux vecteurs sont linéairement in-

dépendants (il suffit de regarder les deux dernières entrées de ces vecteurs — celles qui correspondent
à nos variables libres), et nous en déduisons qu’il s’agit d’une base de ker(A).

Les vecteurs de l’enveloppe linéaire que l’on obtient en écrivant la solution de la MER ont un nom
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particulier : ce sont les solutions de base. Ce nom suggère certainement qu’ils devraient former une
base.

Théorème 15.2.2 — Les solutions de base forment une base pour ker(A). L’ensemble générateur
de ker(A) obtenu à partir de la MER de [A|0] est une base de ker(A). En d’autres termes, l’ensemble
des solutions de base de Ax = 0 est une base de ker(A).

Démonstration. Par définition, cet ensemble est générateur. Il ne reste donc plus qu’à prouver son
indépendance linéaire. Soit {v1, · · · ,vk} l’ensemble des solutions de base. Par construction, le nombre
de solutions de base k est égal au nombre de paramètres dans la solution générale, et ceci est égal au
nombre de variables libres. Remarquons maintenant que pour chaque variable libre xni , il existe un
unique vecteur vi qui a une entrée non-nulle dans la ligne ni. (C’est par construction, puisque la ligne ni

correspond dans notre solution générale à l’équation xni = ri, où ri un paramètre. En particulier, un seul
paramètre (et donc une seule solution de base) est associé à cette variable).

Pour chaque 1≤ i≤ k, supposons que vi soit le vecteur de base correspondant à fixer le paramètre
xni égal à 1 et le restant des paramètres égals à zéro.

Considérons maintenant l’équation de dépendance

r1v1 + r2v2 + · · ·+ rkvk = 0 .

D’après ce que nous avons dit plus haut, pour chaque i = 1, 2 · · · , k, l’entrée de la ni-ème ligne du
côté gauche est ri, qui doit être égale à la ni-ème entrée du côté droit, laquelle est 0. On en déduit que
r1 = r2 = · · ·= rk = 0. Ainsi, l’ensemble des solutions de base est linéairement indépendant et donc
c’est bien une base. ■

Corollaire 15.2.3 — Théorème du rang. La dimension du noyau de A est égale au nombre de
variables libres dans Ax = 0. En particulier, on a

dim(ker(A))+ rang(A) = n ,

où n est le nombre de colonnes de A.

Démonstration. La dimension d’un espace est le nombre de vecteurs dans une base de cet espace.
Donc par le théorème précédent, la dimension dim(ker(A)) est égale au nombre de variables libres
dans Ax = 0. Rappelons que le rang de A est égal au nombre de variables de base et que n est le nombre
total de variables. Donc le nombre de variables libres est égal à n− rang(A), d’où le résultat. ■

15.3 Conséquences sur les solutions d’un système non-homogène
Exercice 15.3.1 Résolvez l’équation Ax = b, où

A =

1 2 3 −3
0 1 1 −2
1 0 1 1

 et b =

10
3
4

 .

(C’est la même matrice A que dans l’Exercice 15.2.1.)
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Solution Nous réduisons la matrice augmentée par rapport aux lignes :1 2 3 −3 | 10
0 1 1 −2 | 3
1 0 1 1 | 4

 ∼
−L1 +L3→ L3

1 2 3 −3 | 10
0 1 1 −2 | 3
0 −2 −2 4 | −6


2L2 +L3→ L3

∼
−2L2 +L1→ L1

1 0 1 1 | 4
0 1 1 −2 | 3
0 0 0 0 | 0

 ,

laquelle est donc la MER de notre système. Notez que nous avons utilisé les MÊMES opérations que
précédemment, lorsque nous avions résolu le système homogène Ax = 0 pour la même matrice A!

Notre solution générale est donc :


4− r− t
3− r+2t

r
t


∣∣∣∣∣r, t ∈ R

=




4
3
0
0

+ r


−1
−1
1
0

+ t


−1
2
0
1


∣∣∣∣∣r, t ∈ R

 .

Ce qu’il faut remarquer, c’est que pour trouver la solution générale de l’équation non-homogène, il
suffit simplement d’additionner une solution particulière du système non-homogène avec la solution
générale du système homogène. Géométriquement, cette addition signifie que nous translatons le
sous-espace ker(A) (on obtient ce qui s’appelle une sous-espace affine). Et plus précisément, le vecteur
par lequel nous translatons ker(A) est simplement une solution particulière (quelconque) du système
non-homogène !

Nous pouvons énoncer ceci comme un théorème :

Théorème 15.3.2 — Systèmes non-homogènes et Noyau. Supposons que Ax = b soit un
système linéaire compatible.

1. Si v est une solution du système Ax = b et que u est une solution quelconque du système
homogène Ax = 0 associé, alors v+u est une solution de Ax = b.

2. Si v et w sont deux solutions du système Ax = b, alors x = v−w est une solution du système
homogène Ax = 0.

Ces deux affirmations combinées assurent que la solution générale du système non-homogène est
donnée exactement en additionnant v et la solution générale du système homogène.

Démonstration. (1) Nous avons Av = b et Au = 0 donc A(v+u) = Av+Au = b+0 = b.
(2) Nous avons Av = b et Aw = b donc A(v−w) = Av−Aw = b−b = 0. ■

L’intérêt de ce théorème, c’est qu’il nous donne une idée gńérale de la structure de l’ensemble des
solutions d’un système non-homogène. En particulier, si un système homogène admet une solution
unique, alors il en est de même pour tout système non-homogène compatible ; et si un système homo-
gène admet une infinité de solutions, indexées par k solutions de base, alors le système non-homogène
compatible aura également une infinité de solutions avec k paramètres dans sa solution générale.

Remarque 15.3.3 Cependant, à moins que vous ne trouviez une solution particulière à votre système
non-homogène (en la devinant ou en la connaissant à l’avance), notez que ce théorème ne vous sera
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d’aucune aide pour résoudre le système... Par exemple, si b /∈ Im(A), alors il n’y aura pas de solution
au système de non-homogène, et connaître le noyau ne sera d’aucune aide...

15.4 Résumé : compatibilité d’un système linéaire
Soit A une matrice m×n.
Un système linéaire Ax = b est compatible :

— si et seulement si b est une combinaison linéaire des colonnes de A ;
— si et seulement si b ∈ Im(A) ;
— si et seulement si rang[A |b ] = rangA.

Théorème 15.4.1 Soit A une matrice m×n et soit x ∈ Rn un vecteur. Les énoncés suivants sont
équivalents pour un système dont l’équation matricielle est Ax = b :

(1) l’équation Ax = b est compatible pour tous les choix de b ∈ Rm ;
(2) rang(A) = m ;
(3) il n’y a pas de lignes nulles dans la MER de A ;
(4) chaque b ∈ Rm est une combinaison linéaire des colonnes de A ;
(5) Im(A) = Rm ;
(6) dim(Im(A)) = m.

Démonstration. Il y a plusieurs façons de le montrer. Nous allons prouver (1) =⇒ (2) =⇒ (3) =⇒
(4) =⇒ (5)⇐⇒ (6) et (5) =⇒ (1). Ainsi, nous aurons prouvé toutes les équivalences voulues.

(1) =⇒ (2) : Supposons que l’équation Ax = b soit compatible pour tout b ∈ Rm, mais que par
l’absurde rang(A)< m. Alors la dernière ligne de la MER Ã de A est nécessairement nulle.

Considérons n’importe quel vecteur b̃ ∈Rn avec un 1 en dernière entrée. Le système [Ã|b̃] est alors
incompatible à cause de la dernière équation qui est 0 = 1. Maintenant, inversons les opérations sur les
lignes qui ont transformé A à Ã et appliquons ces opération inversées sur la matrice augmentée [Ã|b̃]
tout entier. Nous obtenons un système [A|b], pour un certain b ∈ Rn, qui est également incompatible ;
c’est-à-dire que nous avons trouvé un vecteur b ∈ Rn tel que l’équation Ax = b est incompatible. C’est
une contradiction et donc on a bien rang(A) = m.

(2) =⇒ (3) : Comme A est une matrice m×n, c’est évident.
(3) =⇒ (4) : S’il n’y a pas de ligne nulle dans la MER de A, alors l’équation Ax = b est compatible

pour chaque b ∈ Rm, et donc chaque b ∈ Rm est une combinaison linéaire des colonnes de A.
(4) =⇒ (5) : Si chaque b ∈ Rm est une combinaison linéaire des colonnes de A, alors les colonnes

de A engendrent Rm. Donc Im(A) ⊇ Rm. Bien sûr, réciproquement nous avons Im(A) ⊆ Rm, d’où
l’égalité voulue Im(A) = Rm par double-inclusions.

(5) ⇐⇒ (6) : Nous savons qu’un sous-espace de Rm a une dimension m si et seulement si c’est
l’espace Rm tout entier. D’où l’équivalence.

(5) =⇒ (1) : Puisque chaque b ∈ Rm appartient à Im(A), chaque b ∈ Rm est une combinaison
linéaire des colonnes de A, et donc Ax = b est compatible pour tout b ∈ Rm. ■

15.5 Résumé : nombre de solutions d’un système linéaire compatible

Théorème 15.5.1 Soit A une matrice m×n et soit b ∈ Rn un vecteur. Les énoncés suivants sont
équivalents pour un système compatible dont l’équation matricielle est Ax = b :
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(1) le système Ax = b admet une unique solution ;
(2) chaque variable est une variable de base ;
(3) il y a un pivot dans chaque colonne de la MER de A ;
(4) le système homogène Ax = 0 associé admet une unique solution ;
(5) les colonnes de A sont linéairement indépendantes ;
(6) ker(A) = {0} ;
(7) dim(ker(A)) = 0 ;
(8) rang(A) = n.

Démonstration. (1) =⇒ (2) : Si la solution est unique, alors il ne peut y avoir de paramètres et donc
chaque variable est une variable de base.

(2) =⇒ (3) : Les variables de base sont celles correspondant aux colonnes pivots dans la MER de
A. D’où l’implication.

(3) =⇒ (4) : S’il y a un pivot dans chaque colonne de la MER de A, alors il n’y a pas de paramètre
dans la solution générale de l’équation Ax = 0. Donc la solution est unique.

(4) =⇒ (5) : Le système linéaire Ax = 0 est équivalent à l’équation vectorielle

x1c1 + x2c2 + · · ·+ xncn = 0 ,

où les ci sont les colonnes de A. Cette équation vectorielle a une solution unique si et seulement si les
vecteurs c1,c2, . . . ,cn sont linéairement indépendants.

(5) =⇒ (6) : Le noyau ker(A) est la solution générale de Ax = 0. Donc il consiste en l’unique
solution, qui est la solution triviale car on a toujours 0 ∈ ker(A).

(6) =⇒ (7) : Rappelez-vous encore une fois notre théorème sur les dimensions des sous-espaces.
On a donc que le noyau ker(A) est le sous-espace nul si et seulement si sa dimension est 0.

(7) =⇒ (8) : C’est une conséquence directe du Théorème du rang 15.2.3.
(8) =⇒ (1) : Si rang(A) = n, alors il n’y a aucun paramètre dans la solution générale de Ax = b.

Donc la solution est unique. ■

15.6 Applications

Nous avons vu deux manières différentes de définir un sous-espace de Rn :
(1) donné comme le noyau d’une certaine matrice A, c’est-à-dire W = ker(A) ;
(2) donné comme l’enveloppe linéaire engendrée par certains vecteurs, c’est-à-dire W =Vect{v1, . . . ,vm}.

Nous savons déjà comment convertir le type (1) en le type (2) : il suffit de trouver une base de ker(A).
Mais comment convertir un type (2) en type (1)? Mais pourquoi le ferions-nous?

En fait, supposons que l’on nous donne des vecteurs u1, . . . ,uk et qu’on nous demande si les
vecteurs u1, . . . ,uk sont dans W . Si nous avons une description de W sous la forme (1), tout ce que nous
devons faire est de calculer Au1, . . . ,Auk et voir si nous obtenons zéro dans chaque cas. C’est facile.
Si par contre nous ne connaissons que la forme (2) de W , alors nous devons résoudre les k systèmes
linéaires

[
v1 · · · vm | u j

]
pour tout 1≤ j ≤ k ! Cela représente plus de travail surtout lorsque m

devient très grand !!
Examinons quelques exemples.

■ Exemple 15.6.1 Soit W = Vect{(1,1,2)}. Trouvons une matrice A telle que W = ker(A).
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Le vecteur (x,y,z) appartient à W ssi le système dont la matrice augmentée est la suivante est
compatible : 1 | x

1 | y
2 | z

 .

Mais nous savons que ce système est équivalent (après réduction par rapport aux lignes) au système
dont la matrice augmentée est : 1 | x

0 | y− x
0 | z−2x

 .

Nous obtenons alors que ce système est compatible ssi x− y = 0 et 2x− z = 0. Donc

W = {(x,y,z) ∈ R3 | x− y = 0 et 2x− z = 0}= {(x,y,z) ∈ R3 | y = x et z = 2x} .

D’où si A =

[
1 −1 0
2 0 −1

]
, alors kerA =W . ■

Cet exemple était assez simple et il n’aurait pas été difficile de déterminer si un vecteur est un
multiple de (1,1,2) ou non. Néanmoins, nous avons fini par exprimer la droite W comme l’intersection
de deux plans, c’est très intéressant !

Regardons maintenant un exemple encore plus intéressant.

■ Exemple 15.6.2 Considérons le sous-espace W de R4 suivant :

W = Vect{(1,0,0,1),(1,1,1,0),(2,1,−1,1)} .

Nous allons procéder comme précédemment. Identifions W avec l’espace des colonnes d’une
matrice, c’est-à-dire

W = Im


1 1 2
0 1 1
0 1 −1
1 0 1

 .

Le vecteur (x,y,z,w) appartient à W si et seulement si le système dont la matrice augmentée est la
suivante est compatible : 

1 1 2 | x
0 1 1 | y
0 1 −1 | z
1 0 1 | w

 .

Nous réduisons par rapport aux lignes (et nous n’avons pas besoin d’aller jusqu’à la MER, une ME
suffit) et trouvons que ce système est équivalent à

1 1 2 | x
0 1 1 | y
0 0 −2 | z− y
0 0 0 | −x+ y+w

 .

On voit donc que le système est compatible ssi x− y−w = 0, et donc :

W = {(x,y,z,w) | x− y−w = 0} .
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Ainsi W = ker
[
1 −1 0 −1

]
. Savoir si un vecteur est dans W est maintenant assez simple : il n’y

qu’une seule équation à vérifier ! ■

Exercices
Exercice 15.1 Pour chacune des matrices suivantes, trouvez une base pour son noyau :

(a)
[

0 1
0 0

]
.

(b) ⋆
[
1 2 −1 3

]
.

(c)
[

1 0 0 3
0 1 0 2

]
.

(d) ⋆


1 0 0 −1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

.

(e)

−1 2 2
2 −1 2
2 2 −1

.

(f) ⋆

−4 2 2
2 −4 2
2 2 −4

.

(g)

1 1 1
1 1 1
1 1 1

.

Exercice 15.2 Pour chacun des sous-espaces W suivants, trouvez une matrice A telle que W = kerA.
(a) W = Vect{(1,2,3),(1,0,1)}.

(b) W = Vect{(1,0,1,0),(1,1,1,0)}.

(c) W = Vect{(1,0,1,0),(1,1,1,0),(1,1,1,1)}.





16. Algorithmes pour trouver Im(A) et Lig(A)

Nous cherchons ici à résoudre les trois problèmes suivants concernant la recherche d’une base
pour un sous-espace de Rn. Pour arriver à une solutions pour chacun de ces problèmes, l’algorithme de
Gauss-Jordan s’imposera à un moment ou à un autre.

(1) Étant donné un ensemble générateur {w1, . . . ,wm} d’un sous-espace W , trouvez une base quel-
conque de W .

(2) Étant donné un ensemble générateur {w1, . . . ,wm} d’un sous-espace W , extrayez une base de
W qui est un sous-ensemble de {w1, . . . ,wm} ; c’est-à-dire que la base ne doit contenir que des
vecteurs de l’ensemble {w1, . . . ,wm}.

(3) Étant donné un ensemble linéairement indépendant {u1, . . . ,uk} dans Rn, étendez-le en une base
de Rn ; c’est-à-dire trouvez des vecteurs uk+1, . . . ,un tels que {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} soit une
base de Rn.

Les idées clés des solutions à ces questions seront de trouver des bases pour les espaces des lignes
et des colonnes d’une matrice. Commençons par l’espace des lignes, car il est assez simple.

16.1 Algorithme : trouver une base pour l’espace des lignes
Lorsque nous appliquons des opérations élémentaires sur une matrice par rapport aux lignes, nous

savons que les nouvelles lignes sont des combinaisons linéaires des précédentes lignes. Faisons le
chemin inverse pour obtenir un résultat intéressant. Dans le Chapitre 11, nous avons mentionné que
chaque opération élémentaire sur les lignes peut être inversée en une autre opération élémentaire aussi
sur les lignes. Cela signifie donc que les lignes de la matrice précédente sont également combinaisons
linéaires des lignes de la nouvelle matrice. Ceci a une conséquence très importante :
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Proposition 16.1.1 — L’espace des lignes est invariant par opérations sur les lignes. Si une
matrice A est équivalente par rapport aux lignes à une matrice B, alors Lig(A) = Lig(B). En d’autres
termes : l’enveloppe linéaire engendrée par les lignes de A et celle engendrée par les lignes de B
donnent le même sous-espace de Rn.

Démonstration. Rappelez-vous que deux matrices A et B sont « équivalentes par rapport aux lignes »
ssi vous pouvez passer de A à B par une séquence d’opérations élémentaires sur les lignes, lesquelles
sont :

(1) remplacer une ligne par la somme d’elle-même avec un multiple d’une autre lignes ;
(2) échanger deux lignes ;
(3) multiplier une ligne par un scalaire non-nul.

Remplacez maintenant le mot « ligne » par « vecteur ligne » dans ces trois opérations élémentaires.
Il est alors clair que les points (2) et (3) n’affectent pas l’enveloppe linéaire engendrée par les vecteurs
dans les lignes concernés. Pour voir que (1) ne change pas non plus l’enveloppe linéaire, il suffit de
montrer que

Vect{u,v}= Vect{u,cu+v}

pour deux vecteurs quelconques u et v et un scalaire quelconque c (cf. Exercice 6.4). Puisqu’aucune
des opérations élémentaires ne modifie l’enveloppe linéaire engendrée par les vecteurs dans les lignes,
les espaces des lignes de A et B sont alors les mêmes. ■

Qu’est-ce que cette proposition a de si spécial ? Si A est une matrice quelconque et que Ã est sa
MER, alors par la proposition ci-dessus, les espaces des lignes sont égaux : Lig(A) = Lig(Ã). Donc,
une base de Lig(Ã) sera également une base de Lig(A), et comme une MER a beaucoup de zéros, il
est plus facile de trouver une base pour Lig(Ã) que pour Lig(A) !

Exercice 16.1.2 Trouvez une base pour Lig(A), où A est la matrice

A =


1 2 2 3
2 −2 −8 4
1 1 0 1
0 2 4 1

 .

Solution Par définition,

Lig(A) = Vect{(1,2,2,3),(2,−2,−8,4),(1,1,0,1),(0,2,4,1)} .

Encore une fois, on sait que ces quatre vecteurs sont générateurs de Lig(A), mais on ne sait pas si
cet ensemble est linéairement indépendant ou non.

Appliquons la Proposition 16.1.1.
On réduit A par rapport aux lignes en la MER suivante :

Ã =


1 0 −2 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .
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La proposition dit que Lig(A) = Lig(Ã). Ici nous pouvons voir clairement que Lig(Ã) peut être
engendré par les trois lignes non-nulles de Ã — nous pouvons ignorer la ligne nulle. Donc on a

Lig(Ã) = Vect{(1,0,−2,0),(0,1,2,0),(0,0,0,1)} .

En fait, on a encore mieux ; étant solutions de base de ker(A), ces vecteurs sont bien linéairement
indépendants à cause des positions des pivots.

Conclusion : Les lignes non-nulles de Ã forment une base de Lig(A).
C’est une base très spéciale car elle a beaucoup de zéros. Il est facile de voir que, par exemple,

(3,2,−2,5) est dans Lig(A) et que (1,1,1,1) ne l’est pas, à cause des « uns » et des « zéros ».
(Essayez !)

! Après avoir trouvé une base pour l’espace des lignes, on peut se poser la question
suivante : est-ce qu’on peut en déduire une base pour l’espace des colonnes?
Malheureusement non... il suffit de regarder les espaces des colonnes de A et de

Ã. Ils ne sont pas identiques car, par exemple, le vecteur c2 =

[
2
−2
1
2

]
(la deuxième

colonne de A) est certes dans Im(A), mais il n’appartient pas à Im(Ã), puisque la
quatrième composante de tout vecteur de Im(Ã) doit être 0 (ce qui n’est pas le
cas de c2).

Avant d’aller loin, notez bien le résultat sur l’espace des lignes suivant :

Théorème 16.1.3 — Base de Lig(A) : L’algorithme de l’espace des lignes. Les lignes non-nulles
de toute ME ou MER de A forment une base pour Lig(A). En particulier, on a dimLig(A) = rang(A).

Si vous prenez la MER, vous obtenez une « base standard » pour le sous-espace Lig(A).

! N.B. : Il faut prendre les lignes d’une ME ou MER de A mais pas directement les
lignes de A.

■ Exemple 16.1.4 Soit la matrice A =

[
1 1
2 2
0 1

]
dont la MER est Ã =

[
1 0
0 1
0 0

]
. Les deux premières lignes

de Ã forment une base pour Lig(Ã) = Lig(A). Notez que ni les deux premières lignes de A ni les lignes
non nulles de A forment une base de Lig(A). La raison pour cela est qu’il faut retracer les échanges de
lignes effectués lorsqu’on va de A à Ã et vice-versa... ■

Ceci résout notre première question de la page 173. Étant donné un ensemble générateur d’un
sous-espace W , écrivez les vecteurs comme lignes d’une matrice A et vous aurez W = Lig(A). Puis
appliquez l’algorithme des espaces des lignes pour obtenir une base de Lig(A) =W .

■ Exemple 16.1.5 Trouvez une base quelconque pour

W = Vect{(1,2,2,3),(2,−2,−8,4),(1,1,0,1),(0,2,4,1)} .

Soit A la matrice pour laquelle W = Lig(A) et appliquons l’algorithme de l’espace des lignes pour
avoir une base de Lig(A), qui sera bien sûr une base de W . C’est en fait ce que nous avions fait dans le
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premier exercice, à la page 174. Nous avions obtenu que

{(1,0,−2,0),(0,1,2,0),(0,0,0,1)}

est une base de W .
N.B. Aucun de ces vecteurs n’est dans notre ensemble générateur du début. Donc cela ne nous aide

pas à résoudre la question (2) page 173. Nous aurons besoin d’un autre outil pour cela, voir plus loin. ■

L’algorithme de l’espace des lignes aide également à résoudre la question (3) page 173 : étant
donné un ensemble linéairement indépendant {u1, . . . ,uk} dans Rn, on veut l’étendre en une base de
Rn ; c’est-à-dire, on veut trouver des vecteurs uk+1, . . . ,un tels que {u1, . . . ,uk,uk+1, . . . ,un} soit une
base de Rn. Nous procédons comme suit. Définissons une matrice A de taille n×n dont les k premières
lignes sont u1, . . . ,uk et les n− k dernières lignes sont des vecteurs inconnus qu’on écrit avec des
symboles et qu’on appelle uk+1, . . . ,un :

A =



u1
...

uk
uk+1

...
un


.

Nous savons que les lignes de A forment une base de Rn dès lors que rangA = n. Nous réduisons par
rapport aux lignes la partie de A que l’on connaît (i.e. les lignes 1 à k), et nous identifions les colonnes
pivots. Pour complétez la famille linéairement indépendante en une base, nous choisissons ensuite les
vecteurs uk+1, . . . ,un parmi ceux de la base standard de Rn qui assurent qu’il y a exactement un pivot
dans chaque colonne. Voyons comment faire cela dans deux exemples :

■ Exemple 16.1.6 Étendons l’ensemble linéairement indépendant {(0,1,1)} en une base de R3.
Puisque dimR3 = 3, nous aurons besoin de deux vecteurs supplémentaires pour avoir une base

de R3. Posons A =

[
0 1 1

u2
u3

]
=

[
0 1⃝ 1

u2
u3

]
. Puisque nous avons un pivot dans la deuxième colonne,

nous choisissons les vecteurs u2 = (1,0,0) et u3 = (0,0,1) qui ont un 1 ailleurs que dans la deuxième
colonne. Ainsi, on obtient

A =

0 1 1
1 0 0
0 0 1

∼
 1⃝ 0 0

0 1⃝ 1
0 0 1⃝

 .

Il est clair qu’avec ces choix on a rangA = 3 et que donc dimLig(A) = 3. En conclusion, l’ensemble
{(0,1,1),(1,0,0),(0,0,1)} est une base de Lig(A) = R3 qui étend {(0,1,1)}. ■

Considérons maintenant un exemple dans R4.

■ Exemple 16.1.7 Étendre {(1,2,3,4),(2,4,7,8)} en une base de R4.

On pose A =

1 2 3 4
2 4 7 8

u3
u4

 et on réduit A par rapport aux lignes jusqu’à avoir une ME dans les
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deux premières lignes :

A =


1 2 3 4
2 4 7 8

u3
u4

−2L1 +L2→ L2
∼


1⃝ 2 3 4
0 0 1⃝ 0

u3
u4

 .

Les pivots sont donc dans la première et la troisième colonnes. Donc, si l’on prend u3 = (0,1,0,0) et
u4 = (0,0,0,1) qui n’ont des 1 ni dans la première ni dans la troisième colonne, alors

A =


1 2 3 4
2 4 7 8
0 1 0 0
0 0 0 1

∼


1⃝ 2 3 4
0 0 1⃝ 0
0 1 0 0
0 0 0 1

L2↔ L3
∼


1⃝ 2 3 4
0 1⃝ 0 0
0 0 1⃝ 0
0 0 0 1⃝

 .

Il est maintenant clair que rangA = 4 et donc nous arrivons bien à une base qui répond à la question :

{(1,2,3,4),(2,4,7,8),(0,1,0,0),(0,0,0,1)} .

■

Il ne nous reste plus qu’à aborder la question (2). Pour cela, nous avons besoin d’un nouvel outil,
lequel nous allons développer à partir de résultats que nous avons déjà établis.

16.2 Algorithme : trouver une base pour l’espace des colonnes
Nous avons vu que la réduction par rapport aux lignes affecte l’espace des colonnes d’une matrice.

Si A se réduit par rapport aux lignes en une matrice Ã, alors généralement 1 Im(A) ̸= Im(Ã). 2

Pour trouver une base pour l’espace des colonnes Im(A), une première méthode serait de sim-
plement trouver une base de l’espace des lignes Lig(AT ). Cette méthode nous donne une base sans
difficulté. Mais étudiant une autre technique ci-dessous. Nous obtiendrons une base très spéciale :
chacun des vecteurs de cette base seront des vecteurs colonnes de A !

En voici l’idée : étant donnée une matrice A =
[
c1 · · · cn

]
écrite sous forme de blocs de colonnes,

nous allons essayer de rassembler de gauche à droite le plus grand nombre de ces colonnes qui
sont linéairement indépendantes en écartant vers la droite celles qui ne le sont pas. Comme vous le
verrez, nous serons en mesure de décider quelles colonnes conserver et lesquelles écarter en regardant
simplement la MER de A !

Commençons par un exemple. Avant de le faire, rappelons deux faits importants qui vont s’avérer
extrêmement utiles :

1. Section 8.3.1, page 97 : si {v1, . . .vk} est linéairement indépendant, alors vk+1 /∈ Vect{v1, . . .vk}
si et seulement si {v1, . . .vk,vk+1} est encore linéairement indépendant ;

2. Section 15.4, page 168 : si
[
v1 . . . vk | v

]
est la matrice augmentée d’un système linéaire

(écrite sous forme de blocs de colonnes), alors v ∈ Vect{v1, . . .vk} si et seulement si

rang
[
v1 . . . vk | v

]
= rang

[
v1 . . . vk

]
.

1. Nous verrons plus tard que c’est faux pour les matrices carrées inversibles : elles vérifient toujours Im(A) = Im(Ã).
Voir le Chapitre 18.

2. Par contre, les espaces Im(A) et Im(Ã) auront toujours la même dimension, quelle que soit la matrice A.
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Exercice 16.2.1 Trouvez une base de Im(A), où

A =


1 2 2 3
2 −2 −8 4
1 1 0 1
0 2 4 1

 .

Nous allons essayer de rassembler de gauche à droite le plus grand nombre de colonnes qui sont
linéairement indépendantes, en écartant vers la droite celles qui ne le sont pas.

Écrivons A =
[
c1 c2 c3 c4

]
, écrite en blocs de colonnes. Il est clair que comme c1 ̸= 0,

l’ensemble {c1} est linéairement indépendant. Mais engendre-t-il Im(A)? Essayons de voir si
c2 ∈ Vect{c1}. Par argument de colinéarité, on voit rapidement que ce n’est pas le cas, mais
regardons cela d’une autre manière qui s’avérera utile plus tard : nous savons que c2 appartient à
Vect{c1} ssi le système linéaire dont la matrice augmentée suivante est compatible

[
c1 | c2

]
=


1 | 2
2 | −2
1 | 1
0 | 2

 ,

si et seulement si rang
[
c1 | c2

]
= rang

[
c1
]
. Lorsque nous réduisons par rapport aux lignes, on

obtient les deux premières colonnes de Ã :
1 | 2
2 | −2
1 | 1
0 | 2

∼


1 | 0
0 | 1⃝
0 | 0
0 | 0

 .

La présence du deuxième pivot dans la deuxième colonne de Ã empêche ce système d’être compa-
tible (rang

[
c1 | c2

]
> rang

[
c1
]
). Donc,

c2 /∈ Vect{c1},

et alors {c1,c2} est linéairement indépendant. Donc l’espace Vect{c1,c2} est strictement plus grand
que Vect{c1}, et nous gardons c1 et c2 sur la gauche.

Vérifions ensuite si {c1,c2} engendre Im(A). Si c’est le cas, alors c3 ∈ Vect{c1,c2}. Nous
savons que c’est vrai si et seulement si

[
c1 c2 | c3

]
est la matrice augmentée d’un système

compatible, si et seulement si rang
[
c1 c2 | c3

]
= rang

[
c1 c2

]
. Mais

[
c1 c2 | c3

]
=


1 2 | 2
2 −2 | −8
1 1 | 0
0 2 | 4

∼


1 0 | −2
0 1 | 2
0 0 | 0
0 0 | 0
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est la matrice augmentée d’un système compatible. Donc rang
[
c1 c2 | c3

]
= rang

[
c1 c2

]
cette fois. En fait, il n’y a pas de nouveau pivot dans la troisième colonne de Ã, et donc on a bien
l’appartenance

c3 ∈ Vect{c1,c2}.

D’où Vect{c1,c2} = Vect{c1,c2,c3} et donc nous ne garderons pas c3, on le laisse à droite, car
{c1,c2,c3} engendre le même espace que {c1,c2} mais que {c1,c2,c3} n’est pas linéairement
indépendant.

Il ne nous reste plus qu’à voir si c4 ∈Vect{c1,c2} ou non. Puisque Vect{c1,c2}=Vect{c1,c2,c3},
cela revient au même de répondre à la question : « est-ce que c4 ∈Vect{c1,c2,c3}? » a La réponse est
positive si et seulement si le système linéaire correspondant à

[
c1 c2 c3 | c4

]
est compatible,

si et seulement si rang
[
c1 c2 c3 | c4

]
= rang

[
c1,c2,c3

]
. Mais, on a que

[
c1 c2 c3 | c4

]
=


1 2 2 | 3
2 −2 −8 | 4
1 1 0 | 1
0 2 4 | 1

∼


1 0 −2 | 0
0 1 2 | 0
0 0 0 | 1⃝
0 0 0 | 0


est la matrice augmentée d’un système incompatible à cause de la troisième équation 0 = 1. Donc
rang

[
c1 c2 c3 | c4

]
> rang

[
c1,c2,c3

]
et :

c4 /∈ Vect{c1,c2} .

Conclusion : nous avons établi que {c1,c2,c4} est linéairement indépendant et que Vect{c1,c2,c4}=
Vect{c1,c2,c3,c4} = Im(A). Nous avons donc terminé : l’ensemble {c1,c2,c4} est une base de
Im(A) !

a. On peut se demander : « Pourquoi faire cela? » ou bien « Pourquoi ré-utiliser c3 au final ... ? ». La réponse est :
parce qu’alors nous pouvons lire la réponse directement à partir de Ã, on va donc plus vite.

! Regardez bien cet exemple : nous n’avons en fait gardé que les colonnes de A qui
deviennent des colonnes pivots (les colonnes 1, 2 et 4).

Cet algorithme fonctionne toujours, en gardant à l’esprit que les colonnes pivots ne changent pas de
position lorsque nous passons de la ME à la MER. Résumons ceci dans le théorème suivant :

Théorème 16.2.2 — Base de Im(A) : l’algorithme pour l’espace des colonnes. Soit A une
matrice m×n. Alors, l’ensemble des colonnes de A qui deviennent des colonne-pivots dans une ME
forment une base de Im(A). Par conséquent dim

(
Im(A)

)
= rangA.

Démonstration. Écrivons A = [u1 u2 · · ·un] écrite sous forme de blocs de colonnes. Pour choisir un
sous-ensemble des colonnes de A qui constitue une base pour Im(A), nous procédons comme suit :

(a) D’abord, considérez l’ensemble {u1}. Si ce vecteur est nul, alors rejetez-le car il ne pourra jamais
faire partie d’une base et essayer avec le vecteur suivant. Sinon, gardez-le.

(b) Ensuite, considérez l’ensemble {u1,u2}. Si le vecteur u2 appartient à Vect{u1}, alors l’ensemble
{u1,u2} est LD et Vect{u1,u2} est égal à Vect{u1}. Dans ce cas, éliminez u2 et essayez avec le
vecteur suivant. Sinon, gardez-le.
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(c) Puis considérez {u1,u2,u3}. Si le vecteur u3 appartient à Vect{u1,u2}, alors comme au point
précédent rejetez-le et passez au vecteur suivant. Sinon, gardez-le.

(d) Continuez ce processus ainsi de suite, en décidant à chaque étape s’il faut conserver le vecteur
ou le rejeter, jusqu’à la dernière colonne de A.

À la fin de ce processus, il ne vous restera que des vecteurs LI qui engendrent l’espace des colonnes
de A. Pourquoi? On a vérifié l’indépendance linéaire à chaque étape et on a seulement supprimé les
vecteurs qui étaient combinaisons linéaires de ceux qu’on a gardés. Donc l’enveloppe linéaire qu’ils
engendrent n’a pas changé.

Enfin, comment pouvons-nous déterminez plus rapidement quels vecteurs conserver et lesquels
éliminer ? Supposons que nous voulions déterminer si u2 est dans Vect{u1}. Nous le faisons en réduisant
par rapport aux lignes la matrice augmentée [u1|u2]. Mais en fait, on peut remarquer qu’il ne s’agit
que des deux premières colonnes de A. Donc, il suffit de regarder les deux premières colonnes de la
MER de A, nous n’avons pas besoin de réduire à nouveau cette matrice. Si la deuxième colonne est une
colonne pivot, alors le système est incompatible, et nous en déduisons que u2 /∈ Vect{u1}. Dans le cas
contraire, il n’y a pas de pivot dans la deuxième colonne, le système est compatible. Ceci signifie que
u2 ∈ Vect{u1} et doit être rejeté.

Cela fonctionne en fait à chaque étape : si vous voulez déterminer si uk ∈ Vect{u1, · · · ,uk−1},
calculez simplement la MER de la matrice augmentée suivante :

[u1 u2 · · · uk−1 | uk] .

Comme précédemment, il ne s’agit que des k premières colonnes de A, donc nous en connaissons déjà
la MER grâce à la MER de A (ce sont les k premières colonnes de la MER de A). Si le système est
compatible (c’est-à-dire quand il n’y a PAS de pivot dans la k-ème colonne), alors nous rejetons uk.
Sinon, si le système est incompatible (c’est-à-dire lorsqu’il y a un pivot dans la k-ème colonne), alors
on garde uk.

Conclusion : nous allons rejeter (éliminer, écarter) exactement les ui pour lesquels il n’y a pas de
pivot dans la i-ème colonne de la MER de A. En d’autres termes, les colonnes que nous conservons
sont exactement les colonne-pivots. ■

Corollaire 16.2.3 Pour toute matrice A :

dimLig(A) = dimIm(A) = dimIm(AT ) = rang(AT ) = dimLig(AT ),

et toutes ces valeurs sont égales à rang(A).

Démonstration. Rappelez-vous que le rang de A est égal au nombre de pivots dans la MER de A et que
Lig(A) = Im(AT ). Pour conclure, utilisez les Théorèmes 16.1.3 et 16.2.2. ■

C’est un fait étonnant pour un cours de première année d’algèbre linéaire (pensez-y ! !). Quelle que
soit la taille de la matrice A, le nombre maximal de lignes linéairement indépendantes (i.e. dimLig(A))
est exactement égal au nombre maximal de colonnes linéairement indépendantes (i.e. dimIm(A)) ! Ce
n’est pas du tout évident, mais c’est vrai !!

■ Exemple 16.2.4 Soit la matrice

A =

2 1 9 3 7
3 −1 11 1 2
1 1 5 1 4
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dont la MER est donnée par

Ã =

 1⃝ 0 4 0 1
0 1⃝ 1 0 2
0 0 0 1⃝ 1

 .

Alors, on prend les vecteurs 1, 2 et 4 pour obtenir une base de Im(A) :
 2

3
−1

 ,
 1
−1
1

 ,
3

1
1

 .

(Ceci implique d’ailleurs que Im(A) = R3 !) ■

! AVERTISSEMENT : Les colonnes pivots de la MER Ã ne forment généralement
pas une base pour Im(A). Vous devez revenir à la matrice originale A et prendre
les colonnes de A.

■ Exemple 16.2.5 Si A =

[
1 1 1
2 2 2
1 1 1

]
, alors la MER de A est Ã =

[
1⃝ 1 1
0 0 0
0 0 0

]
. Clairement, le premier

vecteur (1,2,1) donne une base de Im(A), tandis que la première colonne de Ã, (1,0,0), ne donne pas
du tout une base de Im(A). En fait, (1,0,0) n’appartient même pas à Im(A)... (Par contre, l’ensemble
{(1,0,0)} est une base pour Im(Ã) !) ■

Nous pouvons maintenant résoudre la question (2) de la page 173. Étant donné un ensemble
générateur d’un sous-espace U dont on souhaite extraire une base, on construit une matrice A avec
les vecteur-colonnes placés côte-à-côte, de sorte que U = Im(A). Ensuite, on utilise l’algorithme pour
l’espace des colonnes pour trouver une base de Im(A) =U , et cette base est bien constituée de certaines
des colonnes de A, ce qui nous donne bien le résultat voulu.

Exercice 16.2.6 Soit U = Vect{(1,2,1,0),(2,−2,1,2),(2,−8,0,4),(3,4,1,1)}. Trouvez une base
de U parmi les vecteurs générateurs donnés.
Solution Construisons une matrice A dont les colonnes sont les vecteurs donnés :

A =


1 2 2 3
2 −2 −8 4
1 1 0 1
0 2 4 1


Nous savons (voir les exemples pages 174 et 178) qu’alors la MER associée est :

Ã =


1⃝ 0 −2 0
0 1⃝ 2 0
0 0 0 1⃝
0 0 0 0

 .

Les pivots sont dans la première, la deuxième et la quatrième colonnes, donc une base pour
Im(A) =U est formée des vecteurs 1, 2 et 4 :

{(1,2,1,0),(2,−2,1,2),(3,4,1,1)} .
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16.3 Résumé : deux méthodes pour obtenir une base

Nous avons donc deux méthodes pour obtenir une base à partir d’un ensemble générateur. Concrè-
tement, si un sous-espace W s’écrit W = Vect{v1,v2, · · · ,vk}, alors nous avons le choix entre les deux
méthode suivantes pour trouver une base de W :

1. Écrivez les vecteurs vi comme les lignes d’une matrice

B =


v1
v2
. . .
vk

 ,

ce qui amène à l’égalité W = Lig(B). Réduisez ensuite la matrice B par rapport aux lignes
pour obtenir sa MER. Enfin, gardez précisément les lignes non-nulles de la MER : ces vecteurs
lignes forment alors une base de W . (Mais notez que la base ainsi obtenue N’EST PAS un
sous-ensemble de {v1, . . . ,vk}.)

2. Écrivez les vecteurs comme les colonnes d’une matrice

A =

[
v1 v2 · · · vk

]
,

ce qui amène à l’égalité W = Im(A). Réduisez ensuite A par rapport aux lignes et gardez les
vecteurs vi qui ont le même index i que les colonne-pivots de la MER. Ces vecteurs vi que vous
avez gardés forment alors une base de W . (Notez que cette méthode nous donne une base qui
EST un sous-ensemble de {v1, . . . ,vk}.)

Utilisez la première méthode si vous voulez une base (quelconque) de W avec laquelle il est facile
de travailler. Utilisez la seconde méthode si les vecteurs que vous avez en main sont spéciaux pour vous
et que vous voulez simplement en extraire une base.

L’intérêt : à chaque fois que vous avez un ensemble générateur, vous pouvez appliquer l’une de ces
méthodes et vous obtenez une base assez rapidement. Et en fait, ces raisonnements peuvent même être
appliqués à n’importe quel type d’espace vectoriel, tant que la dimension est finie. Par exemple, si vos
vecteurs sont des polynômes plus petit qu’un certain degré , écrivez-les en coordonnées relatives par
rapport à une base « standard », puis appliquez l’une de ces méthodes. De même si vos vecteurs sont
par exemple des matrices ou des fonctions.

Remarque 16.3.1 Avant de passer à d’autres sujets, faisons une dernière observation concernant
le noyau ker(A) d’une matrice A et son espace des lignes Lig(A). Le Théorème du rang (cf. Corol-
laire 15.2.3) nous disait que dimker(A)+ rang(A) = n, et maintenant nous en avons une interprétation
géométrique :

dimker(A)+dimLig(A) = n ,

avec de plus le fait que ker(A) et Lig(A) sont deux espaces vectoriels orthogonaux (i.e. le produit
scalaire de n’importe quel vecteur de l’un avec n’importe quel vecteur de l’autre donne 0).
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En effet, écrivons A =

 r1
...

rm

 sous forme de blocs de lignes. Alors

v ∈ kerA ⇐⇒ Av = 0

⇐⇒

 r1
...

rm

v = 0

⇐⇒

r1 ·v
...

rm ·v

=

0
...
0


Autrement dit, v ∈ ker(A) si et seulement si v est orthogonal à chaque ligne ri de A. Donc v sera

orthogonal à toutes les combinaisons linéaires des lignes de A, d’où v ∈ ker(A) si et seulement si v
est orthogonal à chaque élément de Lig(A) ! D’où le résultat. Nous reviendrons sur cette idée dans le
Chapitre 20.

Pour conclure ce chapitre, nous présentons un dernier exemple qui utiliser l’algorithme de l’espace
des colonnes :

Exercice 16.3.2 Trouvez une base de Im(A), où

A =


1 2 2 3
2 −2 −8 4
1 1 0 1
0 2 4 1

 .

Solution Par définition, on a

Im(A) = Vect




1
2
1
0

 ,


2
−2
1
2

 ,


2
−8
0
4

 ,


3
4
1
1


 .

Le problème est le suivant : on ne sait pas si cet ensemble est linéairement indépendant ou non.
Appliquons la deuxième technique, celle avec l’algorithme de l’espace des colonnes. On réduit

A par rapport aux lignes et on obtient la MER suivante :
1 0 −2 0
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

 .

Par le Théorème 15.5.1 page 168, le fait que l’équation Ax = 0 n’ait pas un unique solution
implique que les colonnes ne sont pas linéairement indépendantes et donc ne forment pas une base
de Im(A). Mais notre méthode nous fournit encore plus d’informations que ceci : nous connaissons
toutes les relations de dépendance possibles sur l’ensemble des colonnes !
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En effet, on a premièrement que le noyau s’écrit :

ker(A) = {x = (a1,a2,a3,a4) | Ax = 0}
= {(a1,a2,a3,a4) | a1c1 +a2c2 +a3c3 +a4c4 = 0} ,

où les ci sont les colonnes de A. L’expression de la MER nous donne ensuite que :

ker(A) = {(2r,−2r,r,0) | r ∈ R} ,

car la troisième variable est une variables libre. En d’autres termes, LES SEULES équations de
dépendance sur les colonnes {c1,c2,c3,c4} sont de la forme

(2r)c1 +(−2r)c2 + r c3 +0c4 = 0. (16.1)

En particulier, si on prend r = 1 et qu’on isole c3, on obtient :

c3 =−2c1 +2c2 .(
Faites le calcul pour vérifier que

 2
−8
0
4

=−2

1
2
1
0

+2

 2
−2
1
2

.

)
Ceci implique que c3 ∈Vect{c1,c2}.

Avec les mêmes arguments que nous avons vus plus tôt, cela signifie que Im(A) est engendré
par les trois autres vecteurs :

Im(A) = Vect{c1,c2,c4} .

Mais ces trois vecteurs sont-il linéairement indépendants ? OUI ! Et il y a deux façons de le voir :
1. Nous connaissons LES SEULES relations de dépendance qui peuvent exister entre les quatre

vecteurs c1,c2,c3,c4, elles sont décrites en (16.1). Maintenant, si les trois vecteurs c1,c2,c4
étaient LD, alors on pourrait trouver une relation non-triviale entre eux :

b1 c1 +b2 c2 +0c3 +b4 c4 = 0 ,

pour certains b1,b2,b4 non tous nuls. (On a ajouté 0c3, ce qui ne change pas l’équation puisque
ça fait 0...) Cette équation est nécessairement de la forme (16.1). Mais alors b1 = b2 = 0 et
b4 = 0, et donc on a la contradiction que la relation est triviale (puisque tous les coefficients
sont nuls !). D’où les trois vecteurs c1,c2,c4 sont LI.

2. Alternativement, pour vérifier que les vecteurs c1,c2,c4 sont LI, on peut les voir comme les
colonnes d’une matrice A′ qu’on réduit par rapport aux lignes. La matrice A′ a donc trois
colonnes, mais en fait c’est comme si on utilisait la matrice A et qu’on ne se préoccupait pas
de la troisième colonne. Or, on connait déjà la MER de A, elle a des pivots dans les colonnes
1, 2 et 4. De plus, la présence ou non de la troisième colonne dans A n’a pas d’impact sur les
colonne-pivots. Donc, dans la MER de A′, toutes les colonnes contiennent un pivot. D’où
l’indépendance linéaire des vecteurs c1,c2,c4 !
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Nous avons donc trouvé une base de Im(A) :


1
2
1
0

 ,


2
−2
1
2

 ,


3
4
1
1


 .

Théorème 16.3.3 — Base de Im(A) – BIS. Soit A une matrice de taille m×n. Alors une base de
Im(A) est donnée par les colonnes de A qui deviennent des colonne-pivots dans une ME ou dans la
MER de A.

Idée de la preuve. L’idée est que l’exemple précédent se généralise à un nombre quelconque de va-
riables libres.

Soit la matrice A dont les colonnes sont v1,v2, · · · ,vn. Toute solution non-triviale de

a1v1 + · · ·+anvn = 0

est donnée par un vecteur non-nul (a1, · · · ,an) ∈ ker(A). En particulier, chaque solution de base donne
une relation de dépendance entre ces vecteurs. Rappelons que, dans chaque solution de base, toutes les
entrées non-nulles proviennent de la relation de dépendance (sauf la dernière entrée : elle est égale à 1,
elle correspond à une variable libre).

Cela signifie que la relation de dépendance non-triviale a une colonne correspondante à une
variable libre dont le coefficient est 1. Donc nous pouvons l’exprimer en fonction des autres colonnes
apparaissant dans cette solution de base.

En d’autres termes, chaque solution de base nous permet d’exprimer un vecteur (correspondant
à une variable libre) en fonction des vecteurs qui correspondent aux variables de base. Ainsi, chaque
vecteur qui correspond à une variable libre appartient à l’enveloppe linéaire engendrée par ceux
correspondant aux variables de base. En particulier, cela signifie que les vecteurs correspondant aux
variables libres peuvent être éliminés de la liste.

Enfin, nous notons que, parmi les vecteurs restants, on ne peut pas avoir de relation de dépendance
non-triviale puisque toute relation de dépendance non-triviale impliquerait que l’une des variables est
libre. Les vecteurs restants sont donc linéairement indépendants, et comme ils engendrent aussi Im(A),
ils en forment alors une base. Le tour est joué ! ■

Exercices

Remarques :
1. Une question avec un astérisque ∗ (ou deux) indique une question de niveau bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 16.1 Trouvez une base pour l’espace des lignes et l’espace des colonnes de chacune des
matrices suivantes. De plus, vérifiez que dim(Im(A)) = dim(Lig(A)) dans chaque cas.

a)

1 1 0 7
0 0 1 5
0 1 1 9

.
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b) ⋆

[
1 0 1 2
0 1 1 2

]
.

c)

1 2 3
1 0 1
0 3 3

.

d) ⋆

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.

e)


1 1 1 1
0 1 2 0
1 1 2 0
1 1 0 2

.

f) ⋆


1 −1 1 0
0 1 1 1
1 2 4 3
1 0 2 1

.

g)

1 0 1 3
1 2 −1 −1
0 1 −2 5

.

Exercice 16.2 Trouvez une base du type souhaité pour les sous-espaces suivants. (Vous pouvez
utiliser vos résultats obtenus à l’exercice précédent lorsque cela est utile).

(a) U = Vect{(1,1,0),(2,0,3),(3,1,3)} ; la base doit être un sous-ensemble de l’ensemble géné-
rateur donné.

(b) ⋆ W = Vect{(1,2,−1,−1),(2,4,−1,3),(−3,−6,1,−7)} ; une base quelconque.

(c) X = Vect{(1,0,1,1),(1,1,1,1),(1,2,2,0),(1,0,0,2)} ; la base doit être un sous-ensemble de
l’ensemble générateur donné.

(d) ⋆ Y = Vect{(1,0,1,1),(−1,1,2,0),(1,1,4,2),(0,1,3,1)} ; la base doit être un sous-ensemble
de l’ensemble générateur donné.

(e) V = Vect{(1,0,1,3),(1,2,−1,−1),(0,1,−2,5)} ; une base quelconque.

Exercice 16.3 Étendez chacune des bases que vous avez obtenues dans l’Exercice 16.2 en une
base de Rn, où n = 3 pour la question (a), et où n = 4 pour les autres questions. (Les solutions sont
données pour les questions (b)⋆et (d)⋆.)

Exercice 16.4 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou (possiblement)
faux.
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• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire, en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Pour toute matrice A, on a dimLig A+dimkerA = dimIm A .

b) ⋆ Il existe des matrices A telles que dimLig A+dimkerA = dimIm A .

c) Pour toute matrice A, on a dimLig A+dimkerA = m, où m est le nombre de lignes de A.

d) ⋆ Pour toute matrice A, on a dimLig A+dimkerA = n, où n est le nombre de colonnes de A.

e) Pour toute matrice A de taille m×n, on a dim{Ax | x ∈Rn}+dim{x ∈Rn | Ax = 0}= rangA.

f) ⋆ Pour toute matrice A de taille m×n, on a dim{Ax | x ∈ Rn}+dim{x ∈ Rn | Ax = 0}= m.

g) Pour toute matrice A de taille m×n, on a dim{Ax | x ∈ Rn}+dim{x ∈ Rn | Ax = 0}= n.

h) ⋆ Pour toute matrice A de taille m×n, le produit scalaire de n’importe quel vecteur de kerA
avec n’importe quelle ligne de A est nul.

i) ∗ Si A et B sont deux matrices telles que le produit AB est bien défini, alors dimLig(AB)≤
dimLig(B).

j) ∗ Si A et B sont deux matrices telles que le produit AB est bien défini, alors dimIm(AB) ≤
dimIm(A).

k) ∗ Si A et B sont deux matrices telles que le produit AB est bien défini, alors rangAB≤ rangA et
rangAB≤ rangB.





17. Bases en dimension finie

Soit A une matrice de taille m×n. À ce stade du cours, nous avons déjà établi des techniques pour
trouver les bases des espaces vectoriels suivants :

— ker(A)⊆ Rn, le noyau de A ;
— Im(A)⊆ Rm, l’espace des colonnes de A (attention : ici c’est m et pas n dans Rm !!) ;
— Lig(A)⊆ Rn, l’espace des lignes de A.

En cours de route, nous avons aussi montré la formule suivante :

dim(ker(A))+ rang(A) = n ,

qui est connue sous le nom de Théorème du rang. Or, on sait que

rang(A) = dim(Im(A)) = dim(Lig(A)) ,

donc cette égalité se reformule comme suit :

dim(ker(A))+dim(Im(A)) = n .

C’est en quelques sortes une « conservation de la dimension » de la multiplication matricielle. On aussi
la reformulation suivante qui est possible :

dim(ker(A))+dim(Lig(A)) = n ,

ce qui fait la lumière sur le fait que tout vecteur dans l’espace des lignes de A est orthogonal à tout
vecteur du noyau de A (en d’autres termes, ces sous-espaces sont des compléments orthogonaux l’un de
l’autre, notion qu’on introduira dans le Chapitre 19).
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17.1 Bases d’un espace vectoriel quelconque (de dimension finie)

Nous avons vu dans le chapitre précédent des algorithmes permettant de trouver des bases pour
Im(A) et Lig(A). Ils peuvent être aussi utilisés pour avoir une base de n’importe quel sous-espace W
de Rn (étant donné un ensemble générateur de W ). Et comme brièvement mentionné dans le chapitre
précédent, cette technique est en fait applicable à n’importe quel sous-espace d’un espace vectoriel,
tant que la dimension est FINIE.

Exercice 17.1.1 Trouvez une base du sous-espace W de P3 engendré par l’ensemble suivant :

{3+ x+4x2 +2x3,2+4x+6x2 +8x3,1+3x+4x2 +6x3,−1+2x+ x2 +4x3} .

Solution Commençons par écrire ces vecteurs en coordonnées relatives par rapport à la base
standard {1,x,x2,x3} de P3 :

u1 =


3
1
4
2

 , u2 =


2
4
6
8

 , u3 =


1
3
4
6

 , u4 =


−1
2
1
4

 .
Grâce à notre discussion sur les coordonnées, il suffit en fait de trouver une base pour l’espace
vectoriel

U = Vect{u1,u2,u3,u4},

lequel est un sous-espace de R4 ! On peut donc appliquer les raisonnements du chapitre précédent.
Puis, il suffit de reconvertir les vecteurs de cette base de W vu comme ⊆ R4 en des polynômes pour
avoir une base de W vu comme ⊆ P3.

Utilisons l’algorithme de l’espace des lignes pour avoir une base simple. On obtient la MER
suivante :

A =


3 1 4 2
2 4 6 8
1 3 4 6
−1 2 1 4

∼ ·· · ∼ R =


1 0 1 0
0 1 1 2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Nous concluons donc que {(1,0,1,0),(0,1,1,2)} est une base pour U .
D’où, en reconvertissant ces deux vecteurs en polynômes, nous déduisons que {1+ x2, x+ x2 +

2x3} est une base de W .
Comme c’est la première fois qu’on fait ça, vérifions quand même pour être sûrs ! Ces deux

polynômes sont bien LI puisqu’ils ne sont pas multiples scalaires l’un de l’autre. Il reste à vérifier
que ces deux polynômes engendrent W . Pour ce faire, vérifions que chacun des quatre polynômes
générateurs de W peut s’exprimer comme une combinaison linéaire de ces deux polynômes. Toute
combinaison linéaire des polynômes 1+ x2 et x+ x2 +2x3 s’écrit comme suit :

a(1+ x2)+b(x+ x2 +2x3) = a+bx+(a+b)x2 +2bx3 ,

donc il est facile de voir que, pour des choix judicieux des paramètres a et b, les quatre vecteurs
générateurs en sont bien des combinaisons linéaires. (La vérification de cette dernière étape est
laissée au soin du lecteur.) Donc {1+ x2, x+ x2 +2x3} est une bien base de W , ouf !
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17.2 Extension d’un ensemble LI en une base (en dimension finie)

Un autre problème que nous avions considéré auparavant était : comment étendre un ensemble
linéairement indépendant en une base? Le problème se pose le plus souvent dans le type d’exemple
suivant, pour lequel nous donnons donc une solution.

Exercice 17.2.1 Étendre l’ensemble {(1,2,3,1),(1,2,3,2)} en une base de R4.
Solution Tout d’abord, notez que l’ensemble donné est bien LI. Maintenant, pour répondre à
la question, nous devons trouver deux vecteurs qui ne sont pas combinaisons linéaires des deux
vecteurs donnés. Il existe de nombreuses techniques que nous pourrions essayer (rappelez-vous par
exemple que les suppositions aléatoires fonctionnent assez rapidement !). En voici une très utile
pour la suite du cours :

Écrivez les deux vecteurs en ligne pour former une matrice :

A =

[
1 2 3 1
1 2 3 2

]
,

et réduisez-la par rapport aux lignes en une ME :

R =

[
1⃝ 2 3 1
0 0 0 1⃝

]
.

Nous constatons qu’il n’y a pas de pivot dans la deuxième et troisième colonnes. Donc les deux
vecteurs que nous allons ajouter à notre ensemble sont

(0,1,0,0) et (0,0,1,0).

Ainsi, ces deux vecteurs ajoutés aux deux vecteurs de l’énoncé forment une base de R4.
Comme c’est la première fois que nous faisons cela, vérifions que

{(1,2,3,1),(1,2,3,2),(0,1,0,0),(0,0,1,0)}

est bien une base de R4. Pour ce faire, il suffit de vérifier qu’ils engendrent R4, puisqu’ils sont 4
vecteurs et que dim(R4) = 4. Écrivez les quatre vecteurs en ligne pour former une certaine matrice
et réduisez-là par rapport aux lignes pour obtenir une ME :

B =


1 2 3 1
1 2 3 2
0 1 0 0
0 0 1 0

∼


1 2 3 1
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0

∼


1 2 3 1
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

Il y a donc bien un pivot dans chaque ligne, ce qui signifie que dim(Lig(B)) = 4, et par conséquent
les lignes de B forment une base pour R4. D’où le résultat.

En conclusion, l’algorithme de Gauss-Jordan nous a donné quelques techniques faciles pour obtenir
une base d’un sous-espace, et ces techniques sont même meilleures que certaines méthodes qu’on
pourrait trouver théoriquement ! Cette idée peut même se généraliser : en travaillant en coordonnées
relatives par rapport à une base standard, toutes ces techniques s’appliquent même à n’importe quel
sous-espace d’un espace vectoriel de dimension finie ! (Comme précédemment, il suffit de transformant
les vecteurs du sous-espace en vecteurs de Rn pour un certain n, potentiellement très grand mais fini).
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17.3 En savoir plus sur les bases
Nous avons passé beaucoup de temps à parler de l’espace des lignes et de l’espace des colonnes

d’une matrice A. Nous comprenons maintenant beaucoup mieux quelles sont les matrices A pour
lesquelles un système [A|b] admet au plus une solution (ce sont les matrices A dont les colonnes sont
linéairement indépendantes). Également, nous appréhendons maintenant bien mieux les matrices A
telles tout système [A|b] est compatible (ce sont les matrices A dont les colonnes engendrent Rm).

Mais que pouvons-nous dire d’une matrice qui possède ces DEUX grandes propriétés ?

En premier lieu, ces matrices A doivent être carrées. (Réferez-vous aux caractérisations qu’on a
citées ci-dessus pour vous en convaincre, ou comparez les rangs). Le théorème suivant concerne donc
les matrices carrées.

Théorème 17.3.1 Soit A une matrice n×n. Alors les propositions suivantes sont toutes équivalentes :
(1) rang(A) = n ;
(2) rang(AT ) = n ;
(3) le système Ax = b admet une solution unique, quel que soit b ∈ Rn ;
(4) la MER de A est In ;
(5) ker(A) = {0} ;
(6) Im(A) = Rn ;
(7) Lig(A) = Rn ;
(8) les colonnes de A sont linéairement indépendantes ;
(9) les lignes de A sont linéairement indépendantes ;

(10) les colonnes de A forment une base de Rn ;
(11) les lignes de A forment une base de Rn.

Démonstration. Il suffit de mettre ensemble nos deux théorèmes précédents. Le point (3) parle du fait
de réunir la condition de compatibilité et la condition d’unicité. Le point (4) indique simplement que
la MER d’une matrice carrée avec un pivot dans chaque ligne et colonne est exactement la matrice
identité. Les deux dernièrs points utilisent la définition d’une base. ■

Ainsi, les matrices qui satisfont les conditions de ce théorème sont assez spéciales. Notre prochain
objectif est de montrer qu’elles sont plus importantes que spéciales ; elles sont inversibles.

Exercices
Exercice 17.1 Dans chaque question, étendez l’ensemble LI donné en une base de Rn. (Utilisez vos
résultats obtenus à l’Exercice 16.1 lorsque cela est utile.)

a) {(1,1,0,7),(0,0,1,5),(0,1,1,9)} dans R4.

b) ⋆ {(1,0,1),(0,1,1)} dans R3.

c) {(1,0,1,3),(1,2,−1,−1),(0,1,−2,5)} dans R4.

d) ⋆ {(1,0,1,3)} dans R4.



18. L’inverse d’une matrice

Dans ce chapitre, on suppose que A est une matrice carrée n×n.

18.1 Produit matriciel : définition de l’inverse
Nous avons vu précédemment qu’il y a un avantage à regarder une équation

Ax = b

de diverses façons différentes. En regardant les entrées, cette équation devient un système linéaire ; en
regardant les vecteurs colonnes, l’équation devient une équation vectorielle. Mais que diriez-vous de
considérer cette équation simplement comme une expression algébrique, c’est-à-dire faire comme si on
avait une équation avec des nombres réels :

ax = b?

L’avantage d’une équation scalaire comme celle-ci (avec a,x,b ∈ R), c’est que si a ̸= 0 alors on peut
diviser par a et on en déduit la valeur de x :

x = b/a .

De manière similaire, peut-on également « diviser » par une matrice A pour en déduire x dans la
première équation?

L’obstacle majeur ici est : il est déjà assez difficile de multiplier deux matrices, donc comment
peut-on « défaire » cette opération?

Pour cela, reformulons un peu les choses : l’expression x = b/a peut se ré-écrire en x = a−1b ;
c’est-à-dire multiplier b par l’inverse de a, au lieu de diviser b par a. C’est l’idée clé pour « diviser » le
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vecteur b par une matrice A : on multiplie plutôt b par l’inverse A−1 de la matrice A. Donc maintenant,
notre objectif est juste de comprendre ce qu’est « A−1 ». Pour les nombres réels, l’inverse a−1 est défini
par la relation a−1×a = a×a−1 = 1, donc de même, cherchons la matrice (ou les matrices ?) A−1 telle
que :

A−1 A = AA−1 = In ,

où le 1 des nombres réels a été remplacé par la matrice identité. Dans ce chapitre, nous allons essayer
de voir comment trouver l’expression de A−1.

(Rappelez-vous que In est la matrice identité n×n, la matrice carrée avec 1s sur la diagonale et 0s
partout ailleurs. La propriété clé de la matrice d’identité est qu’elle agit exactement comme l’élément
neutre de multiplication matricielle : BIn = B et InB = B.)

Définition 18.1.1 Une matrice A de taille n×n est dite inversible s’il existe une matrice B aussi de
taille n×n telle que

AB = BA = In .

Dans ce cas, la matrice B est appellée l’inverse de A et on écrit B = A−1. Notez que l’inverse A−1 de
A est unique !

■ Exemple 18.1.2 Considérons le cas A = In. Alors I−1
n = In car InIn = In. (Ceci est analogue à 1−1 = 1

dans R !) ■

■ Exemple 18.1.3 Soient A =

[
1 1
2 3

]
et B =

[
3 −1
−2 1

]
. Alors on a

AB =

[
1 1
2 3

][
3 −1
−2 1

]
=

[
1 0
0 1

]
= I2

et

BA =

[
3 −1
−2 1

][
1 1
2 3

]
= I2

ce qui démontre que B = A−1 et aussi que A = B−1. (Par analogie avec R : si b = 1/a, alors a = 1/b
aussi dans R.) ■

18.2 Inverse d’une matrice 2×2

Lemme 18.2.1 — Inverse d’une matrice 2×2. Soit A =
[

a b
c d

]
une matrice 2×2 à coefficients

réels. Alors, la matrice A est inversible si et seulement si ad−bc ̸= 0, et dans ce cas on a :

A−1 =
1

ad−bc

[
d −b
−c a

]
.

(Si par contre ad−bc = 0, alors A n’est pas inversible.)

Idée de la preuve. D’une part, supposons que ad− bc ̸= 0. Alors la matrice B = 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
est

bien définie (on n’a pas de division par 0), et on a bien les égalités AB = BA = I2 (vérifiez-le !). Donc A
est inversible, d’inverse A−1 = B.
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D’autre part, supposons que ad−bc = 0. Dans ce cas, il faut montrer que A n’est pas inversible,
mais ceci demande un peu plus de travail... Néanmoins, si vous comprenez bien l’exemple suivant,
vous serez en mesure d’en écrire la preuve.

(Remarque : la formule A−1 = 1
ad−bc

[
d −b
−c a

]
peut aussi se déduire du Théorème de Cayley-

Hamilton, qui disait que A2−Tr(A)A+det(A) I = 0.) ■

■ Exemple 18.2.2 La matrice A =
[

1 1
1 1

]
n’est pas inversible. Nous pouvons le montrer de plusieurs

façons. (Certainement ad−bc = 1−1 = 0, donc le lemme dit que A n’est pas inversible, mais voyons
d’autres méthodes.)

1. Méthode 1 (directe) : Supposons que B =
[

a b
c d

]
soit l’inverse de A. Alors[

1 1
1 1

][
a b
c d

]
=

[
a+ c b+d
a+ c b+d

]
,

laquelle ne peut jamais être égal à la matrice identité I2 =
[

1 0
0 1

]
pour tout choix de a, b, c, d ∈R.

Donc, l’inverse ne peut pas exister.
2. Méthode 2 (indirecte) : Soit x = (1,−1). Alors

Ax =

[
1 1
1 1

][
1
−1

]
=

[
0
0

]
= 0.

Donc si par l’absurde on suppose que A−1 existe, alors nous pourrions multiplier l’équation
Ax = 0 par A−1 à gauche pour obtenir :

A−1Ax = A−10.

Mais, le côté gauche se simplifie en I2x = x, alors que le côté droit se simplifie en 0. Cela veut
dire que x = 0, ce qui est FAUX puisque x = (1,−1). Donc notre hypothèse (disant que A−1

existe) doit être fausse, et nous en déduisons donc que A n’est pas inversible.
■

Cet exemple nous donne un premier aperçu du lien entre les matrices inversibles et les matrices
merveilleuses qui font que le système admet une unique solution : on a que si A est inversible, alors
l’équation Ax = 0 admet une solution unique.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 18.2.3 — Matrice inversible et système linéaire. Soit A une matrice inversible n×n.
Alors tout système linéaire Ax = b vérifie les deux propriétés suivantes :

1. il est compatible ;
2. et il admet une solution unique.

Démonstration. Notez que A(A−1b) = (AA−1)b = Inb = b. Donc x = A−1b est une solution à ce
système et ainsi il est compatible.

Si y est une autre solution (c’est-à-dire Ay = b), alors multiplions à gauche par A−1 pour avoir

A−1Ay = A−1b .

Mais A−1A= In, donc y=A−1b. C’est la même solution que ci-dessus, donc cette solution est forcément
unique, ce qui montre bien le résultat voulu. ■
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Par conséquent, une matrice inverse A satisfait TOUTES LES PROPRIÉTÉS équivalentes du
Théorème 17.3.1, puisque le lemme ci-dessus nous dit qu’une matrice inversible A satisfait la 3e
propriété du théorème.

Cependant, rappelez-vous que tout ceci est basé sur le fait que A est inversible, et malheureusement
toutes les matrices carrées sont pas forcément inversibles... Voir Exemple 18.2.2 ci-dessus.

18.3 Propriétés algébriques de l’inverse d’une matrice

Proposition 18.3.1 — Propriétés de l’inverse. Soit k ̸= 0 un scalaire et soit p un entier naturel. Si
A et C sont deux matrices inversibles n×n, alors les matrices A−1, Ap, AT , k A, AC sont également
inversibles. Plus précisément, on a :

(1) (A−1)−1 = A ;
(2) (Ap)−1 = (A−1)p ;
(3) (AT )−1 = (A−1)T ;
(4) (k A)−1 = 1

k A−1 ;
(5) (AC)−1 =C−1A−1 (notez que L’ORDRE est INVERSÉ quand on inverse un produit !).

De plus, si un produit BD est inversible, alors les deux matrices B et D sont aussi inversibles.

Preuve Partielle. Rappelez-vous que, pour montrer qu’une matrice est inversible, une méthode consiste
à directement trouver son inverse. Ici dans l’énoncé, les expressions des inverses sont déjà données,
donc il est facile de vérifier que ce sont bien des inverses : il suffit de multiplier la matrice avec celle
qu’on pense être sont inverse et de vérifier qu’on obtient bien la matrice identité In. Par exemple :

(3) On sait que (AT )(A−1)T = (A−1A)T par les propriétés de la transposée (cf. chapitres précédents),
ce qui est égal à IT

n (puisque A est inversible), ce qui correspond à In. Même argument pour
montrer que (A−1)T (AT ) = In. D’où AT est bien inversible et son inverse est bien la transposée
de l’inverse de A.

(5) Notez que (AC)(C−1A−1) = A(CC−1)A−1 = AInA−1 = AA−1 = In ; nous avons donc la formule
correcte pour l’inverse de AC. (Vous voyez pourquoi nous avons dû inverser l’ordre : car on a
généralement (AC)(A−1C−1) ̸= In... Trouvez un exemple !)

Pour l’affirmation bonus, il suffit de voir que B−1 = D(BD)−1 et D−1 = (BD)−1B. ■

Exercice 18.3.2 Simplifiez (AT B)−1AT .
Solution On a (AT B)−1AT = (B−1(AT )−1)AT = B−1((AT )−1)AT ) = B−1 .

Exercice 18.3.3 Simplifiez (A+B)−1.
Solution Cela ne peut pas être simplifié... (C’est pareil avec les nombres réels : l’expression 1

a+b
ne peut pas être simplifiée de manière générale... Par exemple (2+3)−1 ̸= 1

2 +
1
3 .)

Remarque : même si A et B sont inversibles, on ne sait même pas si A+B est inversible. Par exemple,
si A =−B, alors A+B est la matrice nulle, qui est clairement non-inversible...
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18.4 Trouver l’inverse : cas général

Nous avons vu la dernière fois que si A =
[

a b
c d

]
, alors A est inversible si et seulement si det(A) =

ad−bc ̸= 0, auquel cas

A−1 =
1

det(A)

[
d −b
−c a

]
.

(Et si A est une matrice 1×1, alors A est juste un nombre réel comme A = [a], et donc A−1 =
[1

a

]
dès

lors que a ̸= 0.)
Il existe des formules pour les inverses de matrices n× n, mais elles ne sont pas très efficaces

(comme nous le verrons plus tard), et elle ne sont pas très belles... Au lieu de chercher une formule
générale, voyons si nous pouvons déjà calculer A−1 avec les propriétés que nous avons déjà énoncées.

Rappelez-vous que pour trouver l’inverse de A, s’il existe, nous voulons résoudre l’équation
matricielle

AB = In

pour une matrice inconnue B (qui sera notée A−1 si A est inversible). Écrivez B et In par blocs de
vecteur-colonnes : B = [v1 v2 · · · vn] et In = [e1 e2 · · · en]. (Notez que ei est aussi le i−ème vecteur de
la base standard de Rn.) Puis multipliez A et B pour avoir :

AB = [Av1 Av2 · · · Avn] = In = [e1 e2 · · · en] ,

ce qui donne en fait n équations vectorielles à résoudre :

Av1 = e1, Av2 = e2, · · · , Avn = en .

Si A est inversible, alors on sait par le Lemme 18.2.3 que chacune de ces équations vectorielles est
compatible et admet une solution unique, et ces solutions nous donneront exactement les colonnes de
la matrice inconnue B. Ceci achèvera donc la recherche de l’inverse de A.

Ainsi, pour obtenir l’inverse de A, nous devons réduire par rapport aux lignes chacune des matrices
augmentées suivantes :

[A|e1], [A|e2], · · · , [A|en] .

Astuce importante : nous faisons en fait EXACTEMENT LES MÊMES opérations sur les lignes pour
chacun de ces systèmes linéaires, puisque la matrice coefficients est toujours la même (c’est toujours
A, on ne change que le vecteur des constantes). Donc en fait, pour aller plus vite, on peut directement
calculer la MER de [A |e1 e2 · · · en], c’est-à-dire la MER de [A | In].

De plus, puisque chacun des n systèmes donne une solution unique, les MER sont de la forme :

[In|v1], [In|v2], · · · , [In|vn] .

Donc la MER de [A |e1 e2 · · · en] sera de la forme [In |v1 v2 . . . vn], c’est-à-dire de la forme [In |A−1].
On a donc trouvé une technique pour calculer A−1 : il suffit de calculer la MER de [A | In] et de ne
garder que la matrice qui est après le symbol « | » de séparation !

Exercice 18.4.1 Utilisez cette méthode pour trouver l’inverse de la matrice suivante.

A =

1 1 2
1 2 5
2 2 5

 .
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Solution Nous essayons donc de résoudre AB = I3 pour B. Posant B = [v1 v2 v3]. Alors

AB = [Av1 Av2 Av3] .

Nous voulons que ce produit soit égal à

I3 = [e1 e2 e3] .

Pour résoudre les trois systèmes linéaires Avi = ei en une seule fois, nous mettons en place une
matrice augmentée (par les 3 vecteurs ei) :

[A|e1 e2 e3] =

1 1 2 | 1 0 0
1 2 5 | 0 1 0
2 2 5 | 0 0 1


qu’on réduit par rapport aux lignes jusqu’à avoir une MER :

[A|I3]∼

1 1 2 | 1 0 0
0 1 3 | −1 1 0
0 0 1 | −2 0 1



∼

1 1 0 | 5 0 −2
0 1 0 | 5 1 −3
0 0 1 | −2 0 1

∼
1 0 0 | 0 −1 1

0 1 0 | 5 1 −3
0 0 1 | −2 0 1


Merveilleux ! La matrice coefficients A se réduit en la matrice identité I3, ce qui signifie que chaque
système linéaire est compatible et admet une solution unique. De plus, la solution de chaque système
est donnée par la colonne correspondante dans la partie augmentée de la matrice, c’est-à-dire :

v1 =

 0
5
−2

 , v2 =

−1
1
0

 , v3 =

 1
−3
1

 .
Comme c’est le premier exemple, vérifions le résultat : si l’on note

B =

 0 −1 1
5 1 −3
−2 0 1


alors

AB =

1 1 2
1 2 5
2 2 5

 0 −1 1
5 1 −3
−2 0 1

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= I3

et

BA =

 0 −1 1
5 1 −3
−2 0 1

1 1 2
1 2 5
2 2 5

=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 = I3.



18.4 Trouver l’inverse : cas général 199

Donc OUI ! La matrice B est bien l’inverse de A. D’où :

A−1 =

 0 −1 1
5 1 −3
−2 0 1

 .

De plus, cette méthode a le bon goût de vous dire quand A est n’est pas inversible ! En effet, si A est
une matrice n×n et qu’on voit qu’elle ne se réduit pas par rapport aux lignes en la matrice identité
In, alors nécessairement rang(A)< n, donc l’équation Ax = b n’admet pas de solution unique et on en
déduit que A ne peut pas être inversible par le Lemme 18.2.3.

Par contre, si A se réduit par rapport aux lignes en In, alors cette méthode donne une matrice B
telle que AB = In. MAIS ATTENDEZ! Comment savons-nous que cette matrice B satisfait également
BA = In ?

Lemme 18.4.2 — Les inverses unilatéraux sont des inverses bilatéraux. Si A et B sont deux
matrices n×n telles que AB = In, alors on a aussi BA = In.

Démonstration. Premièrement, montrons que rang(B) = n. Pour cela considérons le système Bx = 0.
On a

A(Bx) = A0 = 0
(AB)x = Inx = x .

Ces deux lignes sont égales, donc x = 0. On en déduit que ker(B) = {0} et ainsi rang(B) = n.
Cela signifie que nous pouvons appliquer notre algorithme ci-dessus à B : [B|In]∼ ·· · ∼ [In|C], où

C est une matrice telle que BC = In.
Nous avons donc

A(BC) = AIn = A

(AB)C = InC =C .

Ces deux lignes sont égales, donc A =C. Il suit alors que BA = BC = In comme voulu. ■

Nous avons donc prouvé le théorème suivant :

Théorème 18.4.3 — Trouver l’inverse d’une matrice. Soit A une matrice n×n. Si rang(A) = n,
alors A est inversible et son inverse A−1 peut être calculé par l’algorithme ci-dessus, c’est-à-dire en
réduisant par rapport aux lignes la matrice augmentée suivante :

[A|In]∼ ·· · ∼ [In|A−1] .

Par contre, si rang(A)< n, alors A n’est pas inversible.
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18.5 Exemples
Exercice 18.5.1 Trouvez l’inverse A−1, s’il existe, de la matrice A suivante :

A =

1 2 3
0 0 1
0 0 4

 .

Solution Nous voyons directement que le rang de A n’est pas 3 : il ne peut pas y avoir de pivot
dans la deuxième colonne. Par conséquent, la matrice A n’est pas inversible.

Exercice 18.5.2 Trouvez l’inverse A−1, s’il existe, de la matrice A suivante :

A =

1 2 3
0 1 1
0 0 1

 .

Solution Cette matrice est déjà sous forme d’une ME et nous pouvons voir que rang(A) = 3. Nous
poursuivons donc avec notre algorithme. On a

[A|I3] =

1 2 3 | 1 0 0
0 1 1 | 0 1 0
0 0 1 | 0 0 1

∼
1 0 0 | 1 −2 −3

0 1 0 | 0 1 −1
0 0 1 | 0 0 1


donc A−1 =

[
1 −2 −3
0 1 −1
0 0 1

]
.

Exercice 18.5.3 Trouvez l’inverse A−1, s’il existe, de la matrice A suivante :

A =

2 2 0
1 1 2
1 −1 3

 .

Solution Nous ne pouvons pas voir directement la valeur de rang(A), donc nous procédons
simplement à l’algorithme de réduction par rapport aux lignes. (Si à un moment donné nous
constatons que le rang ne peut pas être n (le nombre de lignes ou de colonnes de A), alors nous nous
arrêtons et nous annonçons de suite que la matrice n’est pas inversible.) On a

[A|I3] =

2 2 0 | 1 0 0
1 1 2 | 0 1 0
1 −1 3 | 0 0 1



∼

1 1 2 | 0 1 0
2 2 0 | 1 0 0
1 −1 3 | 0 0 1

∼
1 1 2 | 0 1 0

0 0 −4 | 1 −2 0
0 −2 1 | 0 −1 1
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∼

1 1 2 | 0 1 0
0 −2 1 | 0 −1 1
0 0 −4 | 1 −2 0

∼
1 0 5

2 | 0 1
2

1
2

0 1 −1
2 | 0 1

2 −1
2

0 0 1 | −1
4

1
2 0



∼

1 0 0 | 5
8 −3

4
1
2

0 1 0 | −1
8

3
4 −1

2
0 0 1 | −1

4
1
2 0

 .

Donc A est inversible, d’inverse :

A−1 =

 5
8 −3

4
1
2

−1
8

3
4 −1

2
−1

4
1
2 0

=
1
8

 5 −6 4
−1 6 −4
−2 4 0

 .

18.6 Résumé : une autre condition pour notre grand théorème

Nous savons déjà qu’une matrice A de taille n× n est inversible si et seulement si rang(A) = n.
Aussi, notre algorithme montre que la réciproque est vraie. Donc notre grand Théorème 17.3.1 devient
encore meilleur :

Théorème 18.6.1 — Caractéristiques des matrices inversibles. Soit A une matrice n×n. Alors
les affirmations suivantes sont toutes équivalentes (c’est-à-dire qu’elles sont soit toutes vraies pour A,
soit toutes fausses pour A) :

1. rang(A) = n ;
2. Ax = 0 n’admet que la solution triviale x = 0 ;
3. Ax = b est compatible pour tout b ∈ Rn ;
4. tout système linéaire Ax = b admet une solution unique ;
5. la MER de A est In ;
6. ker(A) = {0} ;
7. Im(A) = Rn ;
8. Lig(A) = Rn ;
9. rang(AT ) = n ;

10. les colonnes de A sont linéairement indépendantes ;
11. les lignes de A sont linéairement indépendantes ;
12. les colonnes de A engendrent Rn ;
13. les lignes de A engendrent Rn ;
14. les colonnes de A forment une base de Rn ;
15. les lignes de A forment une base de Rn ;
16. A est inversible ;
17. AT est inversible.

■ Exemple 18.6.2 Par exemple, chaque énoncé du théorème est vrai pour la matrice

A =

2 2 0
1 1 2
1 −1 3


car nous venons de voir qu’elle est inversible. ■
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■ Exemple 18.6.3 Chaque énoncé du théorème est faux pour la matrice

A =

1 2 3
4 5 6
7 8 9

 .

Vérifiez-le ! ■

Exercices
Exercice 18.1 Pour chacune des matrices suivantes, si elle est inversible trouvez son inverse, sinon
justifiez qu’elle n’est pas inversible.

a)

1 1 −1
0 1 1
0 0 1

.

b) ⋆

1 1 0
0 −1 −2
0 2 3

.

c)

1 2 2
1 3 1
1 3 2

.

d) ⋆

[
1 x
−x 1

]
.

e)

1 1 1
1 2 1
2 3 2

.

Exercice 18.2 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.

• Si vous dîtes que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dîtes que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire, en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Si A est inversible et que AB = 0, alors B = 0.

b) ⋆ Si A2 = 0 pour une matrice A de taille n×n, alors A n’est pas inversible.

c) Si A2 = 0 pour une matrice A de taille n×n, alors rangA < n.

d) ⋆ Si A est inversible, alors la MER de A admet une ligne nulle.

e) Si A est une matrice inversible n×n, alors Ax = b est compatible pour tout b ∈ Rn.

f) ⋆ Si A est une matrice non-inversible n×n, alors Ax = b est incompatible pour tout b ∈ Rn.

g) Si A est une matrice non-inversible n×n, alors Ax = 0 admet une solution unique.
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h) ⋆ Si A est une matrice n× n satisfaisant A3− 3A2 + In = 0, alors A est inversible et on a
A−1 = 3A−A2.
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19. Orthogonalité, algorithme de Gram-Schmidt

Nous avons étudié de nombreuses généralisations de R2 et R3 à des espaces vectoriels plus
généraux (comme l’espace Rn ou l’espace des fonctions), mais dans chaque cas nous n’avons pas
utilisé la géométrie du produit scalaire. Dans ce chapitre, nous voulons étudier ce que la géométrie qui
apparaît dans Rn grâce au produit scalaire.

En fait, on peut ajouter un produit scalaire à tout espace vectoriel. Par exemple, sur l’espace des
fonctions continues dont le domaine est [a,b], l’analogue du produit scalaire des vecteurs est le produit
scalaire des fonctions défini comme suit :

⟨ f ,g⟩=
∫ b

a
f (x)g(x) dx .

C’est un sujet que l’on peut explorer dans un cours avancé d’analyse. On peut également définir un
produit scalaire sur l’espace des matrices Mmn comme suit :

⟨A,B⟩= tr(ABT ) .

Mais encore une fois, l’étude de ce produit scalaire se fera dans un cours plus avancé. Les produits
scalaires ci-dessus possèdent un certain nombre de propriétés extrêmement intéressantes, mais il existe
d’autres formes bilinéaires qui codent différentes géométries (comme l’espace-temps) de manière
plus précise. Vous pouvez explorer ce sujet plus en détail dans des cours avancés d’algèbre linéaire
appliquée.

19.1 Orthogonalité
Rappelons que deux vecteurs u,v ∈ Rn sont dits orthogonaux si leur produit scalaire u ·v est nul.

Le produit scalaire satisfait les propriétés suivantes :
— u ·u≥ 0, et u ·u est nul si et seulement si u = 0 (défini positif),
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— u ·v = v ·u (symétrique) ;
— (au+bv) · (cw) = acu ·w+bcv ·w ; pour tous a,b,c ∈ R et u,v,w ∈ Rn (linéaire à gauche) ;
— (au) · (bv+ cw) = abu ·v+acu ·w. (linéaire à droite).

■ Exemple 19.1.1 Les vecteurs (1,−1,0,1) et (1,1,1,0) de R4 sont orthogonaux car

(1,−1,0,1) · (1,1,1,0) = 1 ·1+(−1) ·1+0 ·1+1 ·0 = 1−1 = 0 .

■

19.2 Ensembles de vecteurs orthogonaux

La base standard de R3, à savoir {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} (aussi notée {e1,e2,e3}) consiste en
des vecteurs qui sont deux-à-deux orthogonaux ; c’est-à-dire ei · e j = 0 pour tous i ̸= j.

Nous voulons généraliser cette idée, car cette base a (entre autres) la propriété très utile suivante :
pour tout vecteur v ∈ R3, il est facile de trouver les scalaires a,b,c tels que v = ae1 +be2 + ce3 — il
suffit de calculer a = v · e1 et b = v · e2 et c = v · e3.

Définition 19.2.1 Un ensemble de vecteurs {v1, · · · ,vm} de Rn est dit orthogonal si

vi ·v j = 0

pour tout 1 ≤ i < j ≤ m et si vi ̸= 0 pour tout 1 ≤ i ≤ m. Donc les vecteurs sont deux-à-deux
orthogonaux et aucun vecteur n’est le vecteur nul.

Remarque : si un ensemble orthogonal est constitué de vecteurs qui sont tous de norme 1, alors
l’ensemble est dit orthonormé. C’est assez facile d’obtenir une ensemble orthonormé à partir d’un
ensemble orthogonal : si {v1, · · · ,vm} est orthogonal, alors { v1

∥v1∥ , . . . ,
vm
∥vm∥} est orthonormé.

■ Exemple 19.2.2 La base standard de Rn est un ensemble orthogonal. (Elle est même orthonormée.) ■

■ Exemple 19.2.3 {(1,0,0),(0,1,0),(1,0,1)} n’est pas orthogonale même si deux de ses produits
scalaires sont nuls. En fait, le premier et le troisième vecteurs ne sont pas orthogonaux. ■

Les ensembles orthogonaux vérifient également la propriété générale de Pythagore : si {v1, · · · ,vm}
est orthogonal, alors

∥v1 +v2 + · · ·+vm∥2 = ∥v1∥2 +∥v2∥2 + · · ·+∥vm∥2 . (⋆)

Prouvez-le par vous-même (ce n’est pas très dur, rappelez-vous que ∥v∥2 = v ·v).
Encore mieux, (et tout comme la base standard de Rn) chaque ensemble orthogonal est linéairement

indépendant :

Théorème 19.2.4 — Les ensembles orthogonaux sont LI. Tout ensemble orthogonal est linéaire-
ment indépendant.

Démonstration. Soit {v1, · · · ,vm} un ensemble orthogonal et supposons qu’il existe des scalaires
a1, · · · ,am ∈ R tels que

a1v1 + · · ·+amvm = 0.
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Prenez le produit scalaire avec v1 des deux côtés. Le résultat doit être nul car le côté droit est 0 ·v1 = 0.
Cependant, du côté gauche, nous obtenons

(a1v1 + · · ·+amvm) ·v1 = a1v1 ·v1 +a20+ · · ·+am0

car v1 ·v j = 0 pour tout j > 1 par orthogonalité. Ainsi a1 v1 ·v1 = 0, et commev1 ·v1 ̸= 0 (car v1 ̸= 0),
on a que a1 = 0. En continuant de cette manière avec chacun des vecteurs vi à la place de v1, on obtient
ai = 0 pour tout i. En conclusion, la relation de dépendance est triviale et notre ensemble {v1, · · · ,vm}
est bien linéairement indépendant. ■

Il s’agit là d’un résultat important, car il nous dit que :
— tout sous-ensemble orthogonal de Rn possède AU PLUS n éléments (sinon l’ensemble ne pourrait

pas être LI) ;
— tout sous-ensemble orthogonal de n vecteurs de Rn est une base de Rn, appelée base orthogonale.

De plus, la preuve nous a donné un moyen très simple de calculer les coordonnées d’un vecteur par
rapport à une base orthogonale.

Théorème 19.2.5 — Coordonnées par rapports à une base orthogonale. Supposons que
{w1, · · · ,wm} soit une base orthogonale d’un sous-espace W de Rn. Alors tout vecteur w ∈W peut
s’écrire comme suit

w =

(
w ·w1

∥w1∥2

)
w1 +

(
w ·w2

∥w2∥2

)
w2 + · · ·+

(
w ·wm

∥wm∥2

)
wm . (⋆⋆)

Les coefficients devant les vecteurs w1, . . . ,wm obtenus ci-dessus sont les coordonnées de w dans
la base ordonnée {w1, . . . ,wm}. Ces coefficients sont souvent appelés les coefficients de Fourier de w
par rapport à cette base orthogonale.

Le fait important ici est : pour écrire w comme combinaison linéaire des vecteurs d’une base
orthogonale, il existe une formule simple qui vous donne la réponse, alors que normalement vous devez
réduire par rapport aux lignes une matrice, ce qui est assez long...

Démonstration. Puisque {w1, · · · ,wm} est une base de W , nous savons qu’il existe des scalaires
a1, · · · ,an ∈ R tels que

w = a1w1 + · · ·+anwn .

Prenons maintenant le produit scalaire avec wi des deux côtés. L’égalité se simplifie comme suit :

w ·wi = ai wi ·wi ,

ce qui donne l’expression voulue pour les coefficients :

ai =
w ·wi

wi ·wi
=

wi ·w
∥wi∥2

(Notez qu’on peut diviser par ||wi||2 puisque wi ̸= 0 par définition d’ensemble orthogonal.) ■

Exercice 19.2.6 Exprimez le vecteur (1,6,7) comme combinaison linéaire des vecteurs (1,2,1),
(1,0,−1) et (1,−1,1).
Solution On remarque que ces trois derniers vecteurs sont orthogonaux, et donc forment une base
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pour R3. Par conséquent, le théorème s’applique et nous déduisons que1
6
7

=
20
6

1
2
1

+ −6
2

 1
0
−1

+ 2
3

 1
−1
1

 .

(Vérifiez que c’est bien vrai !)

■ Exemple 19.2.7 Soit W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y− z+w = 0}. Nous savons que W est un sous-
espace de R4. Montrons que dimW = 3. On remarque que W = ker(

[
1 −1 −1 1

]
) et que le rang

de
[
1 −1 −1 1

]
est 1. Donc, par le Théorème du rang 15.2.3 :

dimW = dimker(
[
1 −1 −1 1

]
) = 4− rang(

[
1 −1 −1 1

]
) = 3 .

Considérons maintenant les trois vecteurs w1 =(1,1,1,1),w2 =(1,−1,1,−1),w3 =(1,1,−1,−1). 1

Il est facile de vérifier qu’ils sont dans W et que {w1,w2,w3} est un ensemble orthogonal, donc linéai-
rement indépendant. Puisque nous avons trois vecteurs linéairement indépendants dans le sous-espace
W de dimension 3, il suit que {w1,w2,w3} est une base orthogonale de W .

Ensuite, considérons w = (1,2,3,4) qui est bien un vecteur de W (vous pouvez le vérifier). Utilisons
notre théorème pour écrire w comme une combinaison linéaire de w1,w2 et w3.

Un calcul simple donne
w ·w1

∥w1∥2 =
10
4

=
5
2

w ·w2

∥w2∥2 =
−2
4

=−1
2

w ·w3

∥w3∥2 =
−4
4

=−1

Donc on peut conclure que

w =
5
2

w1−
1
2

w2−w3 .

(Vous pouvez vérifier directement que c’est bien vrai si vous le souhaitez).
Comparez cela avec la méthode de réduction par rapport aux lignes :

[
w1 w2 w3 | w

]
=


1 1 1 | 1
1 −1 1 | 2
1 1 −1 | 3
1 −1 −1 | 4

∼


1 1 1 | 1
0 −2 0 | 1
0 0 −2 | 2
0 −2 −2 | 3

∼


1 0 1 | 3
2

0 1 0 | −1
2

0 0 −2 | 2
0 0 −2 | 2



∼


1 0 0 | 5

2
0 1 0 | −1

2
0 0 1 | −1
0 0 0 | 0

∼


1 0 0 0 | 5
2

0 1 0 0 | −1
2

0 0 1 0 | −1
0 0 0 1 | 0

 .

On obtient bien la même réponse, mais cette technique a demandé bien plus d’efforts ! ■

1. Ne vous inquiétez pas à propos de la façon dont nous avons trouvé les vecteurs w1,w2,w3, nous verrons une méthode
plus tard pour y arriver : l’algorithme de Gram-Schmidt
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! N.B. : si vous avez une base orthogonale, alors certains calculs seront beaucoup
plus faciles. Mais si vous n’avez pas de base orthogonale, alors vous devez utiliser
les « anciennes » techniques, c’est-à-dire la réduction par rapport aux lignes par
exemple, laquelle est beaucoup plus lente... mais au moins elle marche !

19.3 Projection orthogonale : plusieurs usages d’une même formule...

Dans cette section, regardons à nouveau le côté droit de l’équation (⋆⋆) dans le Théorème 19.2.5.
En fait, le côté droit aurait aussi tout à fait du sens même si w n’était pas dans W ! C’est là l’idée
derrière la projection orthogonale sur un sous-espace.

En effet, par exemple regardez le tout premier terme de cette somme :(
w ·w1

∥w1∥2

)
w1 .

Nous reconnaissons qu’il s’agit bien de la projection du vecteur w sur le vecteur w1 (rappel : nous
avions étudié la projection orthogonal dans le contexte de R3, cf. la Section 2.8 à la page 34). Les
autres termes sont également des projections du même vecteur w sur les autres vecteurs w2, . . . ,wm.
Ainsi, l’expression du côté droit de l’équation (⋆⋆) à la page 209 est une somme des projections de w
sur les vecteurs (orthogonaux) w1, . . . ,wm, lesquels forment une base du sous-espace W . Il n’est donc
pas complètement étrange de considérer cette expression comme la projection orthogonale de w sur le
sous-espace W . (Attention : on ne projette pas un vecteur sur n’importe quel type de sous-ensemble,
on projette seulement sur un sous-espace.)

Définition 19.3.1 — Projection orthogonale sur un sous-espace. Soit W un sous-espace de Rn

et soit {w1,w2, . . . ,wm} une base orthogonale de W . Alors pour tout vecteur v ∈ Rn, la projection
orthogonale de v sur W est le vecteur défini comme suit :

projW (v) =
(

v ·w1

∥w1∥2

)
w1 + · · ·+

(
v ·wm

∥wm∥2

)
wm .

Regardez la Figure 19.1 pour visualiser ce qui se passe, du moins en dimension 3 puisque la plupart
d’entre nous ne sommes que des êtres de dimension inférieure...

Maintenant que la curiosité de votre esprit a été attisée, vous vous posez sans doute les deux
questions suivantes :

1. N’importe quel sous-espace admet-t-il une base orthogonale? Car la formule en a besoin...
2. Si je calcule cette projection avec 2 bases orthogonales différentes, que se passe-t-il ? Je vais

sûrement obtenir des réponses différentes, non ?? Du moins, les coordonnées seront différentes...

Après avoir étudié un exemple, nous répondrons à la deuxième question ; puis plus tard nous nous
attaquerons à la première question, lorsque nous aurons introduit l’algorithme de Gram-Schmidt.

■ Exemple 19.3.2 Regardons à nouveau le sous-espace W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y− z+w = 0}.
Par ce qui précède, nous savons que les 3 vecteurs w1 = (1,1,1,1),w2 = (1,−1,1,−1) et w3 =
(1,1,−1,−1) forment une base orthogonale pour W , et que le vecteur v = (1,2,3,5) /∈W est projeté
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FIGURE 19.1 – La projection orthogonale de v sur le sous-espace W .

sur le vecteur :

projW (v) =
11
4

w1−
3
4

w2−
5
4

w3 =
1
4


3
9

13
19

 ∈W .

(Si vous le souhaitez, vous pouvez vérifier que 1
4(3,9,13,19) ∈W ; il suffit de montrer que ce vecteur

satisfait l’équation x− y− z+w = 0.)
N.B. : Vous ne devez pas changer la longueur du vecteur de cette réponse ! C’est-à-dire : il ne faut

pas changer le coefficient 1
4 devant le vecteur. Il s’agit d’une erreur très, très courante à ce stade. Vous

pouvez changer la longueur des vecteurs d’une base orthogonale, mais vous ne pouvez pas changer la
longueur du vecteur projection, c’est une réponse fixe !

De plus, comme le suggère la Figure 19.1, le vecteur v− projW (v) = 1
4(1,−1,−1,1) est en fait

orthogonal à tout vecteur de W (cette idée était déjà le cas dans R3, voir pages 34 et 35). Pour montrer
cela, regardez à nouveau l’équation définissant W : elle nous dit que (x,y,z,w) ∈W si et seulement si

0 = x− y− z+w = (x,y,z,w) · (1,−1,−1,1) .

Donc tout vecteur de W est bien orthogonal à v−projW (v). ■

! Ceci arrive toujours : le vecteur v−projW (v) est bien orthogonal à n’importe
quel vecteur de W. De plus, comme les Figures 2.1 et 19.1 le suggèrent, le vecteur
projW (v) est en fait le vecteur le plus proche de v parmi tous les vecteurs de W.
Une autre façon de le dire : le vecteur projW (v) est la meilleure approximation
de v par un vecteur de W.

Montrons que ceci est vrai.
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Théorème 19.3.3 — La meilleure approximation. Soit W un sous-espace de Rn et soit v ∈ Rn.
Alors on a :

(1) projW (v) ∈W ;
(2) v−projW (v) est orthogonal à tout vecteur de W ;
(3) projW (v) est la meilleur approximation de v par un vecteur de W ;
(4) le vecteur projW (v) est l’unique vecteur de Rn qui satisfait (1) et (2).

Remarque : la propriété (4) nous dit que la projection orthogonale est uniquement caractérisée par
les deux propriétés (1) et (2).

Démonstration. (1) Cette partie est facile à montrer : utilisez la formule dans la Définition 19.3.1.
Le vecteur projW (v) est une combinaison linéaire de vecteurs du sous-espace W et doit donc
appartenir à W .

(2) Comment pourrions-nous montrer qu’un vecteur est orthogonal à chaque vecteur de W ? Il y a
une infinité de vecteurs dans un sous-espace (du moins dans la plupart d’entre eux)... C’est là
que les bases vont être très utiles : pour « rendre fini l’infini » !
Supposons donc que {w1, · · · ,wm} soit la base orthogonale pour W que nous avons utilisée
pour définir la projection. Chaque vecteur u ∈W est alors combinaison linéaire des w1, · · · ,wm ;
c’est-à-dire que u s’écrit

u = a1w1 + · · ·+amwm

pour certains scalaires a1, · · · ,am ∈ R. Donc si l’on arrive à montrer que (v−projW (v)) ·wi = 0
pour tout 1≤ i≤ m, alors le tour est joué (en notant w = projW (v) dans ce qui suit) :

(v−w) ·u = (v−w) · (a1w1 + · · ·+amwm)

= a1((v−w) ·w1)+ · · ·+a1((v−w) ·wm)

= a1(0)+ · · ·+a1(0)

= 0 .

(Notez que nous n’avons utilisé qu’une seule propriété de {w1, · · · ,wm} : le fait qu’il engendre
W . Donc en fait, on a même montré quelque chose de plus général : si un vecteur v est orthogonal
à un ensemble générateur de W , alors v est orthogonal à tout vecteur du un sous-espace W !) Il
reste donc à montrer que (v−w) ·wi = 0 pour tout 1≤ i≤ m. On calcule :

(v−w) ·wi = (v− (
v ·w1

∥w1∥2 w1 + · · ·+
v ·wm

∥wm∥2 wm)) ·wi

= v ·wi−
v ·w1

∥w1∥2 w1 ·wi−·· ·−
v ·wm

∥wm∥2 wm ·wi

= v ·wi−
v ·wi

∥wi∥2 wi ·wi

puisque tous les autres produits scalaires entre wi et w j sont nuls ; et ce dernier terme donne :

= v ·wi−
v ·wi

∥wi∥2 ∥wi∥2 = 0 .

Ceci est vrai pour chaque i = 1,2, · · · ,m, et nous pouvons donc conclure que v−w est orthogonal
à tout vecteur de W , ce qui montre que (2) est vrai.
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(3) On pose comme précédemment w = projW (v). Pour prouver que c’est le vecteur le plus proche
dans W de v, soit w′ ∈W un autre vecteur quelconque dans W . Alors on a

∥v−w′∥2 = ∥(v−w)+(w−w′)∥2

Or, d’une part v−w est orthogonal à tout vecteur de W , et d’autre part w−w′ est dans W
(puisque W est un sous-espace et que w et w′ appartiennent tous deux à W ). Donc les deux
vecteurs v−w et w−w′ sont orthogonaux, et par le Théorème de Pythagore (⋆) page 208, nous
avons l’égalité :

∥v−w′∥2 = ∥(v−w)∥2 +∥(w−w′)∥2 .

Mais ceci est ≥ ∥(v−w)∥2 car on a toujours ∥(w−w′)∥2 ≥ 0, et donc nous avons montré que
(3) est vrai.

(4) Cette partie est également simple. Supposons maintenant que deux vecteurs w,w′ satisfont les
propriétés (1) et (2) ci-dessus, à savoir :

— w,w′ ∈W
— v−w et v−w′ sont chacun orthogonal à tout vecteurs de W .

Alors, w−w′ ∈W puisque W est un sous-espace. Mais regardez :

w−w′ = (v−w′)− (v−w).

Or, la somme – ou la différence – de deux vecteurs qui sont tous deux orthogonaux à chaque
vecteur de W sera à nouveau orthogonale à chaque vecteur de W . 2 Donc le vecteur w−w′ est
orthogonal à chaque vecteur de W , y compris w−w′ lui-même! Cependant, le seul vecteur
orthogonal à lui-même est le vecteur nul, donc w−w′ = 0, ce qui donne bien l’unicité voulue
w = w′.
Ceci montre bien qu’il n’existe qu’un seul vecteur ayant les propriétés (1) et (2) ci-dessus, à
savoir projW (v).

■

Notez que la propriété (3) ci-dessus de la projection orthogonale est extrêmement utile dans de
nombreux domaines. Elle constitue une partie importante de la base mathématique du traitement
moderne du signal. Elle est utilisée dans presque toutes les méthodes quantitatives pour l’ajustement
optimal de la courbe des données. Nous en présentons un exemple dans la Section 20.4, avec ce qu’on
appelle l’approximation des moindres carrés.

L’idée de base est que nous disposons souvent d’un sous-espace W (dans un espace vectoriel de
signaux, par exemple) et d’un vecteur v dont nous ne sommes pas certain qu’il appartienne à notre
sous-espace W . Nous souhaitons ne traiter que les vecteurs de W, donc nous projetons notre vecteur v
sur W et nous traitons sa projection à la place de lui-même.

Par exemple, pour faire simple, disons sur votre téléphone portable, lorsque vous prenez une photo
et que vous souhaitez l’envoyer à un ami, la photo est capturée, stockée et traitée comme un vecteur
dans un espace de grande dimension (Rn pour un certain nombre n très grand). Cependant, au lieu
d’envoyer toutes les entrées du vecteur, on projette le vecteur (orthogonalement) sur un sous-espace
beaucoup plus petit – avec une base orthogonale propre au protocole utilisé – et ensuite on transmet
d’un téléphone à l’autre uniquement les coefficients de Fourier, lesquels sont beaucoup moins nombreux

2. Je ne sais pas pour vous, mais je commence à en avoir assez d’écrire « est orthogonal à chaque vecteur de W ». Nous
allons donc bientôt donner un nom à l’ensemble de tous les vecteurs orthogonaux à chaque vecteur de W . Nous l’appellerons
W⊥ — voir Chapitre 20.
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que les n coefficients de l’espace de départ. Sur le téléphone de votre ami qui reçoit les coefficients
de Fourier, on peut ensuite utiliser la même base orthogonale pour restituer la projection à l’aide des
coefficients de Fourier, obtenant ainsi une approximation (plus ou moins précise, en fonction de dimW
et de n) de l’image que vous aviez envoyée.

La partie (4) ci-dessus semble inoffensive jusqu’à ce qu’on se rappelle que la Définition 19.3.1
(page 211) semblait dépendre d’un choix de base orthogonale. Donc en fait, ce que la partie (4) dit, c’est
que les différentes formules que l’on obtient en utilisant différentes bases orthogonales pour calculer la
projection donnent toutes exactement la même réponse finale ! Wow! Ceci répond à notre deuxième
question !

19.4 Bases orthogonales : l’algorithme de Gram-Schmidt

Jusqu’à présent, nous avons supposé implicitement que chaque sous-espace W de Rn admet une
base orthogonale. Est-ce vrai ? En fait oui, et encore même mieux, il existe un algorithme simple qui
transforme n’importe quelle base de W en une base orthogonale de W !!

Supposons que {u1, · · · ,um} soit une base quelconque de W . Nous voulons trouver une base
orthogonale pour W .

L’idée géométrique est assez simple : commencez avec votre premier vecteur w1 = u1. Prenez
ensuite w2 = u2− proju1

(u2). Par ce qui précède, vous avez que w2 est orthogonal à w1, et on voit
que w1 appartient bien à W (il est même combinaison linéaire de u1 et u2). Continuez ainsi de suite à
construire wi en soustrayant ui à sa projection sur le sous-espace Vect{w1, . . . ,wi−1}. Lorsque vous
aurez atteint i = m = dim(W ), vous aurez construit une base orthogonale {w1, . . . ,wm} de W .

Théorème 19.4.1 — L’algorithme de Gram-Schmidt. Soit {u1, · · · ,um} une base quelconque de
W . On définit les vecteurs et sous-espaces suivants :

— w1 = u1 and V1 = Vect{w1} ;
— w2 = u2−projV1

(u2) and V2 = Vect{w1,w2} ;
— w3 = u3−projV2

(u3) and V3 = Vect{w1,w2,w3} ;
— · · ·
— wm = um−projVm−1

(um) et Vm = Vect{w1, · · · ,wm}.
Alors W =Vm et {w1, · · · ,wm} est une base orthogonale pour W .

Exprimés plus en détail, les vecteurs sont :
— w1 = u1 ;
— w2 = u2−projw1

(u2) ;
— w3 = u3−projw1

(u3)−projw2
(u3) ;

— · · ·
— wm = um−∑

m−1
i=1 projwi

(um).
Alors {w1, · · · ,wm} est une base orthogonale pour W .

Enfin, on peut normaliser cette base (i.e. rendre la norme de chaque vecteur de la base égale à 1)
en divisant les vecteurs par leur norme. On a alors une base orthonormée de W .

Remarquez qu’à chaque étape, les vecteurs de l’ensemble générateur de Vi sont orthogonaux, ce
qui signifie qu’il est facile de calculer la projection sur Vk. En fait, on a Vk = Vect{u1, · · · ,uk} ; c’est à
dire l’enveloppe linéaire engendrée par {w1, . . . ,wk} est la même que celle engendrée par les vecteurs
de l’ensemble original {u1, . . . ,uk}, pour n’importe quel 1≤ k ≤ m.
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Par ailleurs, notez qu’on pourrait commencer par un ensemble générateur {u1, · · · ,up} de W (plutôt
qu’une base) et appliquer le même algorithme de Gram-Schmidt. Alors on obtiendrait un ensemble
{w1, · · · ,wp}, et les vecteurs non nuls de cet ensemble formeraient une base orthogonale de W ! Voir
Exercice 19.6.

■ Exemple 19.4.2 Exécutons l’algorithme de Gram-Schmidt sur l’ensemble

{(1,0,0,1),(1,1,1,0),(2,1,−1,1)} .

(Vous pouvez vérifier que c’est bien une base du sous-espace W =Vect{(1,0,0,1),(1,1,1,0),(2,1,−1,1)}=
{(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y−w = 0}. 3)

On commence par poser
w1 = (1,0,0,1) ,

puis on calcule

w2 = u2−projw1
(u2)

= u2−
u2 ·w1

∥w1∥2 w1

= (1,1,1,0)− 1
2
(1,0,0,1) =

(
1
2
,1,1,−1

2

)
.

(Avant de continuer, c’est toujours une bonne idée de vérifier qu’on a bien w1 ·w2 = 0 ! C’est pour
se rassurer un peu qu’on n’a pas fait d’erreur de calcul... Vérifiez-le !). Et, dans cet exemple, il ne reste
qu’une autre étape à faire :

w3 = u3−
u3 ·w1

∥w1∥2 w1−
u3 ·w2

∥w2∥2 w2

= (2,1,−1,1)− 3
2
(1,0,0,1)− 1/2

5/2

(
1
2
,1,1,−1

2

)
= (2,1,−1,1)−

(
3
2
,0,0,

3
2

)
−
(

1
10

,
1
5
,
1
5
,− 1

10

)
=

2
5
(1,2,−3,−1) .

Nous pouvons alors voir que {w1,w2,w3} est effectivement orthogonal (c’est toujours une bonne idée
de le vérifier). 4 De plus, en regardant nos calculs plus attentivement, nous pouvons voir qu’en effet,
chaque vecteur wi est bien dans l’enveloppe linéaire engendrée par les vecteurs originaux u1, . . . ,ui. La
base orthogonale résultante est alors la suivante :{

(1,0,0,1),
1
2
(1,2,2,−1),

2
5
(1,2,−3,−1)

}
.

3. Nous avons vu comment faire cela à la fin du Chapitre 15.
4. Aussi, si vous avez le temps, c’est aussi une très bonne idée de vérifier que vos vecteurs w1,w2,w3 appartiennent bien

à W – ce qui est bien le cas ici ! Ici, c’est facile, car nous avons une description simple de W , à savoir W = {(x,y,z,w) ∈ R4 |
x− y−w = 0}, mais dans d’autres cas cette vérification peut être un peu plus longue...
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Remarque 19.4.3 Nous simplifierons souvent nos résultats à la fin en multipliant les vecteurs wi par
un scalaire convenable, de façon à éviter les fractions. Dans l’exemple précédent, on peut donner le
résultat suivant :

{(1,0,0,1),(1,2,2,−1),(1,2,−3,−1)} ,

lequel est bien un ensemble orthogonal, et il a le bon goût de ne pas avoir de fractions. Donc il pourrait
être plus facile à utiliser si vous deviez calculer une autre projection par exemple.

Enfin, si l’on veut vraiment une base orthonormée, il faut diviser chacun de ces vecteurs par
leur norme. Pour l’exemple précédent, comme ∥(1,0,0,1)∥=

√
2, que ∥(1,2,2,−1)∥=

√
10, et que

∥(1,2,−3,−1)∥=
√

15, on obtient la base orthonormée suivante :{√
2

2
(1,0,0,1),

√
10

10
(1,2,2,−1),

√
15

15
(1,2,−3,−1)

}
.

(Vérifiez-le !) Par contre, pour les bases orthonormées, on ne peut pas changer la norme à notre guise
pour enlever les fractions puisqu’on veut que la norme de chaque vecteur soit égale à 1 (c’est une
contrainte assez forte !). ■

■ Exemple 19.4.4 Calculez la meilleure approximation de v = (1,2,3,4) dans W , où

W = Vect{(1,0,0,1),(1,1,1,0),(2,1,−1,1)}= {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y−w = 0} .

Utilisons l’exemple précédent. Nous savons déjà qu’une base orthogonale pour W est

{(1,0,0,1),(1,2,2,−1),(1,2,−3,−1)} .

Notons ces vecteurs respectivement n1, n2, n3. On a alors :

projW (v) =
v ·n1

∥n1∥2 n1 +
v ·n2

∥n2∥2 n2 +
v ·n3

∥n3∥2 n3

=
5
2
(1,0,0,1)+

7
10

(1,2,2,−1)− 8
15

(1,2,−3,−1)

=
1
3
(8,1,3,7).

Si vous avez le temps, vérifiez que la réponse appartient bien à W . Ici c’est facile puisque nous
avons une description simple de W . 5

■

Exercices
Exercice 19.1 Dans chaque cas, trouvez les coefficients de Fourier (coordonnées) du vecteur v par
rapport à la base orthogonale B donnée de l’espace vectoriel W indiqué.

a) v = (1,2,3), B = {(1,0,1),(−1,0,1),(0,1,0)}, W = R3.

b) ⋆ v = (1,2,3), B = {(1,2,3),(−5,4,−1),(1,1,−1)}, W = R3.

5. Si vous avez le temps, vous devriez également vérifier que le vecteur (1,2,3,4)− 1
3 (8,1,3,7) =

1
3 (−5,5,0,5) est

orthogonal à tout vecteur de W . C’est bien le cas, puisque 1
3 (−5,5,0,5) · (x,y,z,w) =− 5

3 (x− y−w) = 0 à chaque fois que
(x,y,z,w) ∈W !
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c) v = (1,2,3), B = {(1,0,1),(−1,2,1)},

W = {(x,y,z) ∈ R3 | x+ y− z = 0}.

d) ⋆ v = (4,−5,0), B = {(−1,0,5),(10,13,2)},

W = {(x,y,z) ∈ R3 | 5x−4y+ z = 0}.

e) v = (1,1,1,1), B = {(1,0,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,−1)},

W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x−w = 0}.

f) ⋆ v = (1,0,1,2), B = {(1,0,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,−1),(1,0,0,−1)}, W = R4.

Exercice 19.2 Trouvez la formule de la projection orthogonale sur les sous-espaces des questions
c), d)⋆ et e) ci-dessus.

Exercice 19.3 Appliquez l’algorithme de Gram-Schmidt à chacun des ensembles LI suivants (pour
obtenir un ensemble orthogonal), et vérifiez que l’ensemble de vecteurs que vous obtenez est bien
orthogonal.

a) {(1,1,0),(2,0,3)}.

b) ⋆ {(1,0,0,1),(0,1,0,−1),(0,0,1,−1)}.

c) {(1,1,1,1),(0,1,0,0),(0,0,1,−1)}.

d) ⋆ {(1,1,0),(1,0,2),(1,2,1)}.

Exercice 19.4 Trouvez une base orthogonale pour chacun des sous-espaces suivants et vérifiez que
votre base est bien orthogonale. (Astuce : tout d’abord, trouvez une base quelconque de manière
standard, puis appliquez l’algorithme de Gram-Schmidt pour en trouver un orthogonale.)

a) W = {(x,y,z) ∈ R3 | x+ y+ z = 0}.

b) ⋆ U = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x+ y−w = 0}.

c) X = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x+ y−w = 0 et z+ y = 0}.

d) ⋆ V = ker

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.

Exercice 19.5 Dans chaque cas, trouvez la meilleure approximation du vecteur v donné par un
vecteur w du sous-espace W donné.
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a) v = (1,1,1), W = {(x,y,z) ∈ R3 | x+ y− z = 0}.

b) ⋆ v = (1,1,1), W = {(x,y,z) ∈ R3 | 5x−4y+ z = 0}.

c) v = (1,1,1,2), W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x−w = 0}.

Exercice 19.6 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.

• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Tout ensemble orthogonal est linéairement indépendant.

b) ⋆ Tout ensemble linéairement indépendant est orthogonal.

c) Pour trouver la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , il suffit d’utiliser
une base quelconque de W dans la formule de la Définition19.3.1 (page 211).

d) ⋆ Lorsque l’on cherche la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , une fois
la réponse obtenue, on peut la multiplier la réponse par un scalaire convenable pour éliminer
les fractions.

e) Lorsque l’on applique l’algorithme de Gram-Schmidt à une base, à chaque étape, il est bon de
simplifier le vecteur obtenu en multipliant par un scalaire pour éliminer les fractions.

f) ⋆ Lorsque l’on recherche la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , si l’on
utilise différentes bases orthogonales de W dans la formule de la Définition 19.3.1 (page 211),
alors on aura possiblement des réponses différentes.

g) Si projW (v) désigne la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , alors le
vecteur v−projW (v) est toujours orthogonal à tout vecteur de W .

h) ⋆ Pour vérifier qu’un vecteur, disons u, est orthogonal à tout vecteur dans W , il suffit de vérifier
que u est orthogonal à tout vecteur d’une base de W .

i) ∗∗ Si l’on applique l’algorithme de Gram-Schmidt à un ensemble générateur {w1, . . . ,wp}
d’un sous-espace W plutôt qu’à une base de W , et si l’on obtient un vecteur nul à l’étape k,
cela signifie que wk ∈ Vect{w1, . . . ,wk−1}.

j) ∗∗ Si vous appliquez l’algorithme de Gram-Schmidt à un ensemble générateur {w1, . . . ,wm}
d’un sous-espace W plutôt qu’à une base de W , et que vous écartez tous les vecteurs nuls qui
apparaissent au cours du processus, alors vous obtiendrez bien au final une base orthogonale
pour W .
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20.1 Complément orthogonal

Dans le chapitre précédent, nous avons vu une propriété importante de la projection orthogonale :
en notant projW (v) la projection d’un vecteur v ∈V orthogonalement sur un sous-espace W ⊆V , on a
que le vecteur v−projW (v) est orthogonal à tout vecteur de W . Ceci suggère la définition suivante.

Définition 20.1.1 Soit U un sous-espace de Rn. Le complément orthogonal de U est l’ensemble
noté U⊥ et défini par :

U⊥ = {v ∈ Rn | u ·v = 0 pour tout u ∈U}.

Voir une illustration dans la Figure 20.1. (Remarque : le complément orthogonal de U est unique.)

■ Exemple 20.1.2 Soit le sous-espace U = Vect{(1,0,3),(0,1,2)}. Nous savons que U est un plan
passant par l’origine, et il est défini par le vecteur normal (1,0,3)× (0,1,2) = (−3,−2,1). (On a
calculé le produit vectorielle, cf. les chapitres précédents.)

Un vecteur v ∈ R3 est donc orthogonal à U si et seulement s’il est parallèle à (−3,−2,1). Ainsi,

U⊥ = Vect{(−3,−2,1)}.

En d’autres termes, l’ensemble U⊥ est aussi un sous-espace : c’est la droite passant par l’origine et
de vecteur directeur (−3,−2,1). ■

■ Exemple 20.1.3 Soit U le sous-espace de R4 défini par U = Vect{(1,−1,0,−1)}.
Rappel : un vecteur est v ∈ R4 orthogonal à tout vecteur de U si et seulement si v est orthogonal

aux vecteurs d’une base de U (voir la preuve du Théorème 19.3.3 page 213). En d’autres termes, un



222 Chapitre 20. Complément orthogonal, applications

FIGURE 20.1 – Le plan U et son complément orthogonal.

vecteur v = (x,y,z,w) ∈ R4 appartient à U⊥ si et seulement si

(x,y,z,w) · (1,−1,0,−1) = 0.

Mais le membre de gauche est égal à x− y−w, donc on en déduit l’expression de U⊥ :

U⊥ = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y−w = 0} .

(Vous reconnaîtrez peut-être le sous-espace comme W qu’on avait étudié à la page 216 parmi les deux
derniers exemples du chapitre précédent.) ■

Qu’en est-il de W⊥ si W =U⊥ de l’exemple précédent ?

■ Exemple 20.1.4 Soit W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y−w = 0}.
Nous savons que qu’un vecteur v ∈ R4 appartient à W⊥ si et seulement si v est orthogonal à tout

vecteur d’une base de W . Nous connaissons plusieurs bases de W : par exemple, à partir de l’exemple à
la page 217, nous savons que l’ensemble suivant est une base de W :

{v1 = (1,0,0,1),v2 = (1,1,1,0),v3 = (2,1,−1,1)} .

Donc nous devons juste trouver tous les v de R4 tels que les trois équations suivantes sont vérifiées :

v1 ·v = 0,

v2 ·v = 0, (∗)
v3 ·v = 0 .

Nous avons déjà vu ce genre de chose auparavant ! Vous souvenez-vous de la Remarque 16.3.1 à la
page 182? Elle disait en partie que pour une matrice A donnée, un vecteur v est orthogonal à chaque
ligne de A si et seulement si v appartient à ker(A).

Or, en prenant la matrice A =

[ v1
v2
v3

]
définie par blocs de lignes, on voit que les trois équations (∗)

sont satisfaites si et seulement si v est orthogonal aux lignes de A, et donc par ce qu’on a dit ci-dessus,
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c’est équivalent à chercher v dans le noyau ker(A). Ceci nous dit que W⊥ = ker(A). Calculons donc
ker(A) :

W⊥ = ker(A) = ker

1 0 0 1
1 1 1 0
2 1 −1 1

= ker

1 0 0 1
0 1 0 −1
0 0 1 0

= {(−s,s,0,s) | s ∈ R} .

Donc le singleton {(−1,1,0,1)} est une base de ker(A) =W⊥, et on trouve que W⊥ =U . ■

Au final, avec les deux exemples précédents, nous avons les relations W =U⊥ et W⊥ =U . Donc
nous aboutissons à l’égalité suivantes :

(U⊥)⊥ =U !

Mais cette égalité est-elle toujours vraie pour tout sous-espace U de Rn ? OUI, c’est bien le cas, et
d’autres résultats sont également vrais :

Théorème 20.1.5 — Propriétés du complément orthogonal. Soit U un sous-espace de Rn.
Alors :

(1) U⊥ est un sous-espace de Rn ;
(2) (U⊥)⊥ =U ;
(3) et dim(U)+dim(U⊥) = n.

Lorsque deux sous-espaces U et V satisfont l’égalité U =V⊥ (ou de manière équivalente V =U⊥),
alors on dit qu’ils sont des compléments orthogonaux l’un de l’autre.

Démonstration. (1) On applique le test des sous-espaces. Rappelons la définition de U⊥ :

U⊥ = {v ∈ Rn | u ·v = 0 pour tout u ∈U .}

(a) Puisque le vecteur nul 0 est orthogonal à tous les vecteurs de U (il est même orthogonal à
tout vecteur de Rn !), on a bien 0 ∈U⊥.
(b) Supposons que v,w∈U⊥. Alors u ·v= 0 et u ·w= 0 pour tout u∈U . Est-ce que v+w∈U⊥ ?
On calcule :

u · (v+w) = u ·v+u ·w = 0+0 = 0.

Donc, c’est bon, on a bien la stabilité par addition : v+w ∈U⊥.
(c) Supposons que v ∈U⊥ et que k ∈ R. Par définition, on a u ·v = 0 pour tout u ∈U . Là encore,
on calcule :

u · (kv) = ku ·v = k(0) = 0 ,

donc on a bien la stabilité par multiplication par un scalaire : kv ∈U⊥.
D’où U⊥ satisfait les trois points (a),(b),(c) du test des sous-espaces, et c’est donc bien un
sous-espace de Rn.

(3) Soit {u1, . . . ,uk} une base de U . Considérez la matrice A =

 u1
...

uk

 dont les bloc de lignes

sont les vecteurs de cette base. Alors l’ensemble de tous les vecteurs v orthogonaux à U est
exactement l’ensemble des vecteurs v tels que Av = 0 (en utilisant l’argument de l’exemple
ci-dessus). Donc U⊥ = ker(A). Or, par le Théorème du rang on a :

dim(Lig(A))+dim(ker(A)) = n ,

et le terme de gauche est égal à dim(U)+dim(U⊥). D’où l’égalité voulue.
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(2) Posons V = U⊥. C’est un sous-espace par (1) et sa dimension est n− dim(U) par (3). Nous
voulons conclure que U =V⊥. Puisque tout vecteur de U est en effet orthogonal à tout vecteur
de V , il est vrai que U ⊆V⊥. De plus, par (3), on a que :

dim(V⊥) = n−dim(V ) = n− (n−dim(U)) = dim(U) .

En résumé, l’ensemble U est un sous-espace de V⊥ qui a la même dimension que V⊥, donc il
est nécessairement égal à V⊥. (On a utilisé le théorème qui dit que si un sous-espace n’est pas
l’espace entier, alors il doit avoir une dimension strictement inférieure à celle du plus grand
espace).

■

Exercice 20.1.6 Soit A une matrice quelconque. Montrez que Lig(A) et ker(A) sont toujours
compléments orthogonaux l’un de l’autre. Montrez le même résultat pour Im(A) et ker(AT ).
Solution C’est une reprise de notre exemple précédent dans un cadre plus général. Supposons
que A soit une matrice m× n. Rappelons que ker(A) = {x ∈ Rn | Ax = 0}. Par définition de la
multiplication matricielle, l’égalité Ax = 0 revient à dire que le produit scalaire de chaque ligne de
A avec x est égal à 0, donc

ker(A) = {x ∈ Rn | x est orthogonal à chaque ligne de A} .

Puisque les lignes de A engendrent Lig(A), on a donc que x ∈ ker(A) si et seulement si x est
orthogonal à tout vecteur de Lig(A). Ainsi ker(A) = Lig(A)⊥ comme requis.

Pour voir que ker(AT ) = Im(A)⊥, utilisez l’égalité ker(A) = Lig(A)⊥ et substituez A par A⊥

pour obtenir ker(AT ) = Lig(AT )⊥. Concluez alors en utilisant le fait que Im(A) = Lig(AT ).

20.2 Lien avec la projection orthogonale
Utilisons ce que nous savons sur les compléments orthogonaux pour trouver une autre façon de

calculer la projection orthogonale. Ne vous laissez pas décourager par le premier exemple. Il est facile –
nous aurions pu le faire au lycée, mais la méthode que nous utiliserons sera très différente et conduira à
la nouvelle méthode de calcul de la projection orthogonale.

Exercice 20.2.1 Trouvez la projection de b = (1,2,3) sur le sous-espace U engendré par {(1,1,1)}.

Solution On cherche un vecteur v ∈U tel que b−v ∈U⊥. Pensez à U = Im(A), où A =

[
1
1
1

]
. Alors

par l’exercice précédent U⊥ = ker(AT ).
Comme U = Im(A), tout vecteur v de U peut s’écrire v = Ax pour un certain x ∈ R1. Dire que

b−v = b−Ax est dans U⊥ = ker(AT ) signifie que

AT (b−Ax) = 0

ou encore
AT b = AT Ax.

Mais AT A = (1,1,1) · (1,1,1) = 3 et AT b =
[
1 1 1

][1
2
3

]
= 6. Donc x = 2 ∈ R1, et notre réponse
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est :

projU(b) = v = Ax =

2
2
2

 .

Notez que cette réponse coïncide bien avec ce qu’on aurait obtenu en utilisant notre formule d’avant :

proj(1,1,1)((1,2,3)) =
(1,2,3) · (1,1,1)
∥(1,1,1)∥2

1
1
1

=

2
2
2

 ,

mais nous avons choisi de faire une autre méthode qui sera utile pour la suite.

En fait, nous venons de trouver un deuxième moyen de calculer la projection sur tout sous-espace
de Rn.

Théorème 20.2.2 — Deuxième méthode pour calculer la projection. Soit U un sous-espace de
Rn et soit A une matrice telle que Im(A) =U . Alors projU(b) est le vecteur Ax, où x est une solution
quelconque du système

AT Ax = AT b.

Pour le prouver, il suffit d’appliquer l’argument de l’exemple ci-dessus. Et puisque nous savons que
projU(b) existe toujours, notez que le système AT Ax = AT b sera toujours compatible !

20.3 Application : approximation des solutions d’un système incompatible

Corollaire 20.3.1 — Meilleure approximation d’une solution. Supposons que le système Ax = b
soit incompatible. Alors la meilleure approximation d’une solution de ce système est tout vecteur z
qui résout

AT Az = AT b .

(On dit qu’un vecteur z est la meilleure approximation s’il minimise la fonction ∥Az−b∥.)

Démonstration. Minimiser ∥Az−b∥ sur tout z ∈ Rn signifie trouver le vecteur dans Im(A) le plus
proche de b car Im(A) est exactement l’ensemble des vecteurs de la forme Az. Donc, pour un vecteur
minimisant z, le vecteur image Az est nécessairement projIm(A)(b). L’égalité voulue découle ensuite du
théorème précédent. ■

Exercice 20.3.2 Trouvez la meilleure approximation d’une solution pour le système incompatible
Ax = b, où b = (1,2,1,2) et

A =


1 0 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 .
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Solution Appliquons ce corollaire. On a d’une part :

AT A =

1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0




1 0 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

=

1 0 1
0 1 0
1 0 2


et d’autre part :

AT b =

1 0 0 0
0 1 0 0
1 0 1 0




1
2
1
2

=

1
2
2

 .

On doit donc résoudre 1 0 1
0 1 0
1 0 2

x
y
z

=

1
2
2

 ,
ce que nous ferons en réduisant par rapport aux lignes1 0 1 | 1

0 1 0 | 2
1 0 2 | 2

∼
1 0 0 | 0

0 1 0 | 2
0 0 1 | 1

 .

On a alors la solution unique (0,2,1). Comme c’est la première fois, vérifions que le vecteur

x =

0
2
1


donne bien la meilleure approximation d’une solution au système Ax = b. On a

1 0 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0


0

2
1

=


1
2
1
0


ce qui n’est pas tout à fait b mais en est assez proche. Pour être vraiment convaincu que c’est la
meilleure approximation, considérez n’importe quelle autre solution v = (x,y,z) puis calculez

Av =


x+ z

y
z
0

 .

Donc
∥(1,2,1,2)− (x+ z,y,z,0)∥2 = (1− (x+ z))2 +(2− y)2 +(1− z)2 +22 ,
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ce qui est ≥ 22 = 4 car les trois premiers termes sont ≥ 0 dans le terme de droite. Or, on remarque
que notre solution (0,2,1) permet d’atteindre cette borne minimale 4. Donc on ne peut pas faire
strictement mieux que notre solution, ce qui montre bien que notre solution est la meilleure
approximation d’une solution.

20.4 Application : méthode des moindres carrés
Exercice 20.4.1 Vous êtes en train de faire une expérience et vous recueillez les données suivantes :

x y
-2 18
-1 8.1
0 3.8
1 3.1
2 6.1

En les plaçant sur un graphique, vous voyez que ces points de données ne sont pas exactement sur
une parabole, mais vous pensez que c’est dû à une erreur expérimentale et qu’il faudrait quand
même trouver la parabole la plus proche de ces points. Quelle est donc la fonction quadratique la
plus ajustée par rapport à ces points ?
Solution À première vue, il ne s’agit pas d’un problème linéaire. Reformulons-le donc comme un
problème d’algèbre linéaire pour pouvoir le résoudre avec nos outils !

Nous voulons trouver un polynôme de degré 2 (une fonction quadratique) de la forme suivante :

y = a+bx+ cx2 ,

de sorte que lorsque l’on substitue une des valeurs x ci-dessus, on obtient une valeur « proche » de
la valeur y que nous avons mesurée.

En fait, voici ce qu’on veut faire : trouver les coefficients a,b,c solutions du système linéaire
suivant (du moins à des erreurs près) :

a+b(−2)+ c(−2)2 = 18

a+b(−1)+ c(−1)2 = 8.1

a+b(0)+ c(0)2 = 3.8

a+b(1)+ c(1)2 = 3.1

a+b(2)+ c(2)2 = 6.1 .

C’est l’équation matricielle Ax = b , où

A =


1 −2 4
1 −1 1
1 0 0
1 1 1
1 2 4

 , x =

a
b
c

 et b =


18
8.1
3.8
3.1
6.1

 .
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Le problème, c’est que ce système est incompatible... (vérifiez-le !) Donc, nous savons d’après ce
qui précède que nous devrions résoudre plutôt le système

AT Ax = AT b ,

où

AT A =

 5 0 10
0 10 0
10 0 34

 et AT b =

 39.1
−28.8
107.6

 ,

ce qui donne (après réduction par rapport aux lignes, et peut-être l’aide d’une calculatrice)

x =

 3.62
−2.88

2.1

=

a
b
c

 .
Ceci signifie que la quadratique qu’on cherche est

y = (3.62)− (2.88)x+(2.1)x2 .

(Vous auriez besoin d’un calculateur graphique pour vérifier si c’est vraiment le meilleur ajustement
possible de parabole par rapport aux données).

Dans quel sens était-ce la « meilleure réponse »? Nous avons minimisé la distance entre Ax et b.
Rappelons que si x = (a,b,c), alors Ax donne la liste des valeurs de y = a+bx+ cx2 quand évalué aux
valeurs de x données dans la deuxième colonne de A. Notons y−2,y−1,y0,y1,y2 ces valeurs de y qu’on
obtient ainsi. Par ailleurs, le vecteur b donne les valeurs réellement mesurées dans l’expérience ; notons
y′−2,y

′
−1,y

′
0,y
′
1,y
′
2 ces valeurs expérimentales. Nous avons donc minimisé

∥Ax−b∥2 = (y−2− y′−2)
2 +(y−1− y′−1)

2 +(y0− y′0)
2 +(y1− y′1)

2 +(y2− y′2)
2 ;

c’est-à-dire qu’on a trouvé ce qu’on appelle le meilleur ajustement des moindres carrés : c’est la courbe
qui minimise la somme des carrés des différences entre les valeurs de y théorique et expérimentales.

! Les moindres carrés est une technique standard pour ajuster une courbe polyno-
miale à des données expérimentales.

Résumé de la méthode :
1. Données expérimentales : points de coordonnées (xi,yi), pour i = 1, · · · ,n.
2. Objectif : trouver le meilleur polynôme p de degré m correspondant à ces données expérimen-

tales :
p(x) = a0 +a1x+ · · ·+amxm .

3. Poser

A =


1 x1 x2

1 · · · xm
1

1 x2 x2
2 · · · xm

2

. . . . . . . . .
. . . . . .

1 xn x2
n · · · xm

n

 , x =


a0
a1
...

am

 et b =


y1
y2
. . .
yn

 .

4. Résoudre (AT A)x = (AT b).
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5. La solution x vous donnera la courbe la plus proche des données expérimentales au sens des
moindres carrés.

Exercices
Exercice 20.1 Soit U un sous-espace de Rn.

a) Montrez que U ∩U⊥ = {0}.

b) Montrez que si v ∈ Rn est un vecteur quelconque, alors il existe des vecteurs u ∈U et w ∈U⊥

tels que v = u+w. [Indication : considérez attentivement l’équation v = projU(v) + v−
projU(v).]

c) Montrez que ces vecteurs u et w sont uniques, dans le sens suivant : si v = u+w et v = u′+w′
avec u, w′ ∈U et w, w′ ∈U⊥, alors u = u′ et w = w′.





V

Nous sommes presque prêts
à voir l’une des parties les
plus utiles de l’algèbre li-
néaire et dont les applica-
tions sont innombrables : les
valeurs propres et les vecteurs
propres d’une matrice carrée.
Mais avant cela, nous devons
d’abord développer un ou-
til important : le déterminant
d’une matrice carrée.
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21. Déterminant

Nous sommes sur le point de changer de vitesse, et ce de manière assez spectaculaire. Notre but :
étant donnée une matrice A carrée n×n, découvrir la base de Rn la plus adaptée à la multiplication de
A par un vecteur (lorsque c’est possible de trouver une telle base bien sûr...). Une telle base est appelée
base de vecteurs propres de la matrice A. L’adjectif « propre » vient du préfixe allemand « eigen »
(c’est d’ailleurs pour cela qu’en anglais l’expression « vecteur propre » se dit « eigenvector »). Les
vecteurs propres d’une matrice A sont donc des vecteurs spéciaux pour cette matrice. Nous verrons
que si l’on multiplie A par un de ses vecteurs propres, alors on obtiendra un vecteur qui est multiple
scalaire du vecteur propre qu’on avait choisi.

Pour arriver à introduire ces concepts importants, nous devons néanmoins d’abord maîtriser le
calcul du déterminant d’une matrice carrée — et voir pourquoi c’est une quantité si intéressante à
calculer. 1

1. Il existe une formule qui généralise celle que nous avions vue pour les matrices 2×2 (voir le Lemme 18.2.1). Pour le
moment, recherchez sur internet « Matrice inversible » et « Matrice conjuguée », car il existe une formule pour inverser une
matrice carrée et cette formule fait intervenir ce qu’on appelle la matrice des cofacteurs (un cofacteur est un terme de la
forme (−1)i+ j det(Ai j) ; il apparaissait par exemple dans nos formules pour le déterminant). En tant que telle, cette formule
est vraiment inefficace pour les grandes matrices, à moins que ces dernières ne soient très creuse (c’est-à-dire qu’elles aient
beaucoup de coefficients 0, ce qui accélère les calculs).

Aussi, il existe également une formule appelée règle de Cramer pour trouver la solution de Ax = b lorsque A est
inversible. C’est historiquement la méthode que les mathématiciens utilisaient pour résoudre les systèmes d’équations
linéaires à l’époque. Néanmoins, de nos jours en pratique, on utilise l’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan pour tout
problème impliquant des systèmes de taille supérieure ou égale à 3×3, car même pour un système 3×3 l’utilisation de la
règle de Cramer implique de calculer quatre déterminants de matrices 3×3, ce qui est assez long... Vous n’avez peut être pas
encore assez de recul pour vous rendre compte à quel point le calcul du déterminant est couteux, mais d’ici la fin du chapitre
vous comprendrez mieux pourquoi il faut éviter cela autant que possible !

Enfin, il est intéressant de noter que les déterminants ont été découverts bien longtemps avant la réduction par rapport
aux lignes (dans le monde occidental). À cette époque et jusqu’aux années 1900, les déterminants étaient comme un outil
magique pour obtenir toutes sortes de résultats en algèbre linéaire, c’était l’outil-roi !
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21.1 Le déterminant d’une matrice carrée
Soit A une matrice carrée de taille n×n.
Lorsque n = 1, on a det[a] = a.
Lorsque n = 2, nous avons vu précédemment que

det
([

a b
c d

])
= ad−bc .

Cette formule est important pour deux raisons :
— raison algébrique : ad−bc est le dénominateur dans la formule de l’inverse de la matrice

[
a b
c d

]
—

on avait même vu qu’une matrice A de taille 2×2 est inversible si et seulement si si det(A) ̸= 0) ;
— raison géométrique : sa valeur absolue |ad−bc| est l’aire du parallélogramme dont les côtés sont

définis par les vecteur-lignes de A.

Lorsque n = 3, on utilise le même type de formule que pour le produit vectoriel :

det

a b c
d e f
g h i

= a det
[

e f
h i

]
−b det

[
d f
g i

]
+ c det

[
d e
g h

]
= a(ei− f h)−b(di− f g)+ c(dh− eg) .

Notez que le résultat final est à nouveau un scalaire. La formule ci-dessus est appelée le développement
de Laplace (ou du cofacteur) selon la première ligne. Cette formule aussi est importante pour deux
raisons :

— raison algébrique : nous allons bientôt montrer que det(A) ̸= 0 si et seulement si A est inversible,
et cette équivalence est vraie pour toute matrice carrée A de n’importe quelle taille n× n. De
plus, bien que nous ne le ferons pas dans ce livre, il existe bien une formule pour l’inverse A−1

qui fait apparaître une fraction dont le dénominateur est det(A) ;
— raison géométrique : det(A) est égal au produit mixte de vecteurs des vecteur-lignes de A, où l’on

rappelle que le produit mixte de u,v,w est u · (v×w), et dont la valeur absolue est le volume du
parallélépipède dont les côtés sont définis par u,v,w.

Pour n≥ 4, la formule est récursive, ce qui signifie que vous devez calculer les déterminants de
matrices plus petites, qui à leur tour sont calculés en termes de matrices encore plus petites, jusqu’à ce
que finalement les matrices soient 2×2 et qu’on puisse calculer la réponse.

Définition 21.1.1 Soit A = [ai j] une matrice n×n (ce qui veut dire que l’entrée (i, j) de A est ai j).
Alors on définit le déterminant de A par

detA = a11 det(A11)−a12 det(A12)+ · · ·+(−1)1+na1n det(A1n) ,

où Ai j est la sous-matrice (n−1)× (n−1) obtenue à partir de A en éliminant la i-ème ligne et la
j-ème colonne. (Remarque : il y a des signes « − » un terme sur deux dans la formule !)

■ Exemple 21.1.2 Calculons det(A) pour

A =


2 3 4 5
1 0 0 1
0 1 0 1
0 0 1 0

 .
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Par la formule de la définition :

detA = 2 det

0 0 1
1 0 1
0 1 0

−3 det

1 0 1
0 0 1
0 1 0

+4 det

1 0 1
0 1 1
0 0 0

−5 det

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Ensuite, pour calculer chacun des déterminants 3×3, nous utilisons à nouveau la formule (bien que,
pour gagner du temps, nous écrivons simplement (· · ·) à la place du sous-déterminant lorsque le
coefficient est 0 devant) :

det

0 0 1
1 0 1
0 1 0

= 0(· · ·)−0(· · ·)+1det
[

1 0
0 1

]
= 1(1−0) = 1

det

1 0 1
0 0 1
0 1 0

= 1det
[

0 1
1 0

]
−0(· · ·)+1det

[
0 0
0 1

]
= 1(0−1)+1(0−0) =−1

det

1 0 1
0 1 1
0 0 0

= 1det
[

1 1
0 0

]
−0(· · ·)+1det

[
0 1
0 0

]
= 0

det

1 0 0
0 1 0
0 0 1

= 1det
[

1 0
0 1

]
−0+0 = 1 .

Donc notre réponse finale est

det(A) = 2(1)−3(−1)+4(0)−5(1) = 0 ,

ce qui est plutôt intéressant. Remarquez que la matrice A n’est pas inversible pour les raisons équiva-
lentes suivantes :

— les lignes de A sont linéairement dépendantes (L1 = 2L2 +3L3 +4L4) ;
— les colonnes de A sont linéairement dépendantes (C4 =C1 +C2 +C3) ;
— le noyau de A est non trivial ;
— le rang de A est strictement inférieur à 4.

■

Notez que cette formule fonctionne très bien, mais c’est une vraie torture de l’utiliser !! Pour
calculer le déterminant d’une matrice 3×3, il y a 3! = 1×2×3 = 6 produits de 3 termes à calculer,
soient 2×3! produits (on ne comptant que la partie difficile, la multiplication, sans compte l’addition).
Ok bon c’est faisable pour une matrice 3×3. Mais pour une matrice 4×4 c’est 3×4! = 72 produits à
calculer puis à additionner... Ça commence à faire beaucoup... Pire encore, pour une matrice 10×10, il
y a

9×10! = 32,659,200

multiplications à faire puis à additionner... Wow... Et pour une matrice 100×100, vous devez calculer
environ 9×10159 multiplications... Bon là, je pense qu’on n’a plus besoin d’aller plus loin ! Amusez-
vous à calculer combien de temps vous prendriez pour le calculer si vous utilisiez l’ordinateur le
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plus puissant du moment (Fugaku 415-PFLOPS 2), qui peut pourtant effectuer un nombre absolument
stupéfiant de calculs par seconde : 415.5×1015. (Indice : il n’y a qu’environ π×107 secondes dans
une année....).

Heureusement (et remarquablement), il existe de merveilleux raccourcis !!

21.2 Raccourci 1 : développer selon n’importe quelle colonne ou ligne

Théorème 21.2.1 — Développement de Laplace selon une ligne ou une colonne quel-
conque. Soit A = [ai j] une matrice n×n. Alors le déterminant peut être calculé par le développe-
ment de Laplace (ou de cofacteurs) selon la i-ème ligne, pour n’importe quel i, grâce à la formule
suivante :

det(A) = (−1)i+1ai1 det(Ai1)+(−1)i+2ai2 det(Ai2)+ · · ·+(−1)i+nain det(Ain) .

De même, le déterminant peut être calculé par le développement de Laplace (ou de cofacteurs) selon
la j-ème colonne, pour n’importe quel j, par la formule suivante :

det(A) = (−1)1+ ja1 j det(A1 j)+(−1)2+ ja2 j det(A2 j)+ · · ·+(−1)n+ jan j det(An j).

! Astuce : les signes que vous devez utiliser (c’est-à-dire les facteurs (−1)i+ j dans
le développement en cofacteurs) peuvent être obtenus par ce qu’on appelle la
matrice des signes associée à A :

+ − + − + · · ·
− + − + − ·· ·
+ − + − + · · ·
− + − + − ·· ·
...

...
...

...
... . . .

 .

■ Exemple 21.2.2 Calculons

det

2 3 4
1 0 3
2 0 4

 .

Nous pouvons faire cela avec un développement de Laplace selon la première ligne :

det(A) = 2det
[

0 3
0 4

]
−3det

[
1 3
2 4

]
+4det

[
1 0
2 0

]
= 2(0)−3(4−6)+4(0) = 6 .

D’onc det(A) = 6. Autre méthode : plus astucieusement, pourquoi ne pas choisir la ligne ou la colonne
avec le plus grand nombre de 0? Par exemple, la colonne 2 :

det(A) =−3det
[

1 3
2 4

]
+0−0 = 6 .

On a bien obtenu le même résultat, mais beaucoup plus rapidement ! ■

2. En 2020 : voir https://fr.wikipedia.org/wiki/Fugaku_415-PFLOPS

https://fr.wikipedia.org/wiki/Fugaku_415-PFLOPS
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! Moralité : choisissez la ligne ou la colonne avec le plus grand nombre de zéros
pour faire votre développement de Laplace selon cette ligne / colonne.

Le théorème admet aussi quelques conséquences immédiates :

Proposition 21.2.3 — Propriétés immédiates du déterminant. Soit A une matrice n×n.
1. Si A admet une colonne ou une ligne nulle, alors det(A) = 0.
2. det(A) = det(AT ).

Démonstration. (1) Effectuez le développement selon cette ligne ou colonne ; tous les termes sont donc
nuls.

(2) Faire le développement selon la ligne 1 de A implique le même calcul à faire dans le développe-
ment selon la colonne 1 de AT , et par le théorème vous obtenez la même réponse. ■

■ Exemple 21.2.4 Calculons

det


2 2 4 7 6
0 −3 7 1 3
0 0 1 12 −8
0 0 0 −2 21
0 0 0 0 3

 .

Cette matrice est de grande taille, nous devons être astucieux dans le choix des lignes et colonnes par
lesquelles nous allons calculer det. La colonne 1 contient beaucoup de 0, donc développons par rapport
à cette colonne :

detA = 2det


−3 7 1 3
0 1 12 −8
0 0 −2 21
0 0 0 3


= 2(−3)det

1 12 −8
0 −2 21
0 0 3


= 2(−3)(1)det

[
−2 21
0 3

]
= 2(−3)(1)(−2)(3) .

En fait, on obtient le produit des éléments de la diagonale (principale) ! ■

Proposition 21.2.5 — Déterminant des matrices triangulaires. Le déterminant d’une matrice
triangulaire est le produit des entrées de la diagonale.

Mais attendez ! Les ME et MER sont triangulaires ! Merveilleux, cette proposition s’applique donc
aux ME et aux MER. En réfléchissant aux différentes possibilités, nous concluons que : si A est sous
une MER, alors :

— soit le rang de A est n et le déterminant de A est égal à 1 ;
— soit le rang de A est strictement inférieur à n et le déterminant de A est égal à 0.

Très bien ! Mais voici une questions naturelle qui découle de cette remarque : y a-t-il un lien encore
plus étroit entre det et la réduction par rapport aux lignes?
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21.3 Raccourci 2 : utiliser la réduction par rapport aux lignes

Il s’avère que OUI, vous pouvez utiliser la réduction par rapport aux lignes, à condition de garder
une trace de vos pas. Le miracle est que notre étape favorite et la plus utile, l’étape d’élimination
n’affecte pas le déterminant !

Théorème 21.3.1 — Déterminant après réduction par rapport aux lignes. Soit A une matrice
n×n. Nous voulons effectuer une opération élémentaire sur les lignes de A pour obtenir une matrice
B. Alors :

(1) si nous échangeons deux lignes, alors det(B) =−det(A) ;
(2) si nous multiplions une ligne par un scalaire non nul k, alors det(B) = k det(A) ;
(3) si nous ajoutons à une ligne le multiple d’une autre ligne, alors det(B) = det(A).

Remarque 21.3.2 Ce théorème reste vrai si le mot « ligne » est remplacé par le mot « colonne », car
det(A) = det(AT ) et donc les opérations élémentaires sur les lignes de A reviennent au même que les
opérations élémentaires sur les colonnes de AT .

Exercice 21.3.3 Calculez det(A), où

A =


2 1 3 5
1 2 3 1
0 1 2 3
0 3 1 4

 .

Solution Réduisons A par rapport aux lignes et gardons trace de nos opérations :
2 1 3 5
1 2 3 1
0 1 2 3
0 3 1 4

L1↔ L2
∼


1 2 3 1
2 1 3 5
0 1 2 3
0 3 1 4

−2L1 +L2
∼

−3L3 +L4


1 2 3 1
0 −3 −3 3
0 1 2 3
0 0 −5 −5


L2↔ L3
∼
−1

3 L3

−1
5 L4


1 2 3 1
0 1 2 3
0 1 1 −1
0 0 1 1

−L2 +L3
∼


1 2 3 1
0 1 2 3
0 0 −1 −4
0 0 1 1

 ∼
L3 +L4


1 2 3 1
0 1 2 3
0 0 −1 −4
0 0 0 −3

= R .

Voyons maintenant ce que nos opérations ont donné. La dernière matrice R a un déterminant égal
à 3 (on obtient ce résultat rapidement, en multipliant les entrées de la diagonale, car cette matrice
est triangulaire). Les seules opérations qui ont changé la valeur du déterminant sont les échanges
de lignes (pour chacune, on multiplie le déterminant par −1) et les multiplications par scalaires de
lignes (pour chacune, on multiplie le déterminant par le scalaire par lequel on a multiplié). Ainsi :

det(R) = (−1)(−1
3
)(−1

5
)(−1)det(A)

ce qui donne
det(A) = 15 det(R) = 45.

Vous pouvez vérifier cela en utilisant le développement de Laplace, et vous verrez qu’on a bien
obtenu le bon résultat.
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! Note : si vous avez réduit par rapport aux lignes et gardé trace de vos opérations,
alors le déterminant peut être calculé sans travail supplémentaire.

21.4 Propriétés du déterminant

Théorème 21.4.1 — Propriétés du déterminant. Soient A et B des matrices n×n. Alors :
(1) det(kA) = kn det(A) ;
(2) det(AB) = det(A)det(B) ;
(3) det(A) = 0 si et seulement si A n’est pas inversible ;
(4) si A est inversible, alors det(A−1) = 1

det(A) .

Démonstration. (1) Multiplier la matrice entière par un scalaire k revient à multiplier chacune des n
lignes de A par k. Or, chacune de ces opérations élémentaires génère un facteur k. D’où le facteur
kn. (D’un point de vue géométrique : le volume d’un cube n-dimensionnel est dilaté d’un facteur
kn lorsque vous dilatez chaque côté d’un facteur k).

(2) Cela demande un certain effort pour le prouver, mais n’est pas du tout hors de notre portée. 3

(3) Nous venons de voir que la réduction par rapport aux lignes peut changer la valeur du déterminant
par un facteur non-nul. Ainsi, on a det(A) = 0 si et seulement si det(R) = 0, où R est la MER de
A. Et comme nous l’avons remarqué précédemment : det(R) = 0 si et seulement si rang(A)< n,
ce qui n’arrive que si A n’est pas inversible.

(4) Si A est inversible, alors AA−1 = In et, par la partie (2), on a donc det(A)det(A−1) = det(In) = 1.
■

Exercices

Remarques :
1. Une question marquée d’un astérisque ∗ (ou deux !) indique une question de niveau bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 21.1 Calculez le déterminant des matrices suivantes. Ici λ est un paramètre réel variable.
Utilisez les opérations sur les lignes et/ou colonnes appropriées lorsque cela est utile ; n’utilisez la
formule de Laplace qu’en dernier recours !

a)
[

2 −1
3 0

]
.

b) ⋆

2 −1 3
3 0 −5
1 1 2

.

c)

1 1 1
1 2 3
0 1 1

.

3. Pour une réference, voir Lay, Algèbre linéaire et applications.
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d) ⋆

3 4 −1
1 0 3
2 5 −4

.

e)


0 1 0 0
2 0 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

.

f) ⋆

λ −6 0 0
0 λ 3
0 4 λ +4

.

g)



2 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 3
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 3 0

.

h) ⋆

−λ 2 2
2 −λ 2
2 2 −λ

.

Exercice 21.2 Supposons que

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣= 3. Alors, trouvez les valeurs suivantes :

a)

∣∣∣∣∣∣
d e f
a b c
g h i

∣∣∣∣∣∣.
b) ⋆

∣∣∣∣∣∣
b a c
e d f
h g i

∣∣∣∣∣∣.
c)

∣∣∣∣∣∣
b 3a c
e 3d f
h 3g i

∣∣∣∣∣∣.
d) ⋆

∣∣∣∣∣∣
b 3a c−4b
e 3d f −4e
h 3g i−4h

∣∣∣∣∣∣.
e)

∣∣∣∣∣∣
4g a d−2a
4h b e−2b
4i c f −2c

∣∣∣∣∣∣.
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Exercice 21.3 a) Si Q est une matrice 3×3 telle que det(Q) = 2, déterminez det((3Q)−1).

b) ⋆ Si B est une matrice 4×4 telle que det(2BBT ) = 64, déterminez |det(3B2BT )|.

c) Si A et B sont deux matrices 4×4 telles que det(A)= 2 et det(B)=−1, déterminez det(3ABT A−2BAT B−1).

d) ⋆ Calculez le déterminant de la matrice égale au produit suivant :
[

1 2
3 4

][
5 6
7 8

][
9 10

11 12

][
13 14
15 16

]
.

e) Trouvez toutes les valeurs de x ∈R pour lesquelles la matrice
[

0 x −4
2 3 −2
1 4 1

]
n’est pas inversible.

Exercice 21.4 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.
• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

Dans ce qui suit, A et B sont des matrices n×n (avec n > 1) et k est un scalaire.

a) det(AB) = det(A) det(B).

b) ⋆ det(A+B) = det(A)+det(B).

c) det(kA) = k det(A).

d) ⋆ det(kA) = kn det(A).

e) det(AT ) = det(A).

f) ⋆ Si A et B sont identiques, sauf pour la première ligne où celle de A est le double de celle de B,
alors det(A) = 2det(B).

g) ∗∗ Si A =
[
c1 +b1 c2 · · · cn

]
est donnée en blocs de colonnes (ce qui signifie que la

première colonne de A est c1 +b1 et que c2,c3, . . . ,cn sont les colonnes suivantes de A), alors
det(A) = det

[
c1 c2 · · · cn

]
+det

[
b1 c2 · · · cn

]
.

Exercice 21.5 a) Si A est une matrice 2×2 et que v1,v2,v3,v4 sont des vecteurs de R3 satisfai-
sant [

v1 v2
]
= A

[
v3 v4

]
,

alors montrez que v1×v2 = (det(A))v3×v4.

b) ⋆ Si u,v et w sont des vecteurs de R3, utilisez les propriétés des déterminants des matrices 3×3
pour montrer que

u ·v×w = w ·u×v = v ·w×u .

c) Soit B une matrice 1× n, soit D une matrice n× n et soit a ∈ R un scalaire. Montrez que
det
[

a B
0 D

]
= a det(D). (La matrice ici est exprimée sous forme de blocs.)
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d) ∗ a Soit D une matrice n×n et soit B une matrice de m×n. Montrer que det
[

Im B
0 D

]
= det(D).

(La matrice
[

Im 0
0 B

]
ici, de taille (m+n)× (m+n), est exprimée sous forme de blocs.)

e) ∗ b Soit A une matrice m×m. Montrer que det
[

A B
0 In

]
= det(A).

f) Soient A,B et D des matrices respectivement de tailles m×m, m×n et n×n. En remarquant
que

[
A B
0 D

]
=
[

Im 0
0 D

][
A B
0 In

]
, montrez que det

[
A B
0 D

]
= det(A)det(D).

g) ⋆ Soient A,B,C et D des matrices respectivement de tailles m×m, m× n, n×m et n× n.
Supposons que D soit inversible. En remarquant que

[
A B
C D

][
Im 0

−D−1C In

]
=
[

A−BD−1C B
0 D

]
,

montrez que det
[

A B
C D

]
= det(A−BD−1C)det(D).

h) Soient A,B,C et D des matrices n×n. On suppose que D soit inversible et que CD = DC. Soit
E =

[
A B
C D

]
, une matrice (2n)× (2n), exprimée ici sous forme de blocs. Utilisez la question

précédente et les propriétés du déterminant pour montrer que det
[

A B
C D

]
= det(AD−BC).

i) ∗∗∗ c Supposons que A,B,C et D sont des matrices n× n telles que CD = DC. Montrez que
det
[

A B
C D

]
= det(AD−BC).

j) ∗∗ Soit A une matrice 3×3 qui satisfait AAT = I3.

i) Montrez qu’on a aussi AT A = I3.

ii) Notons {e1,e2,e3} la base ordonnée standard (orthonormée) de R3. En utilisant le fait que
le produit scalaire v ·w est égal au produit matriciel vT w (en écrivant les vecteurs comme
des matrices 3×1), montrez que {Ae1,Ae2,Ae3} est aussi un ensemble orthogonal, qui
est même orthonormé.

iii) Si u et v sont deux vecteurs quelconques de R3, utilisez le Théorème 19.2.5 pour montrer
que

u×v =
3

∑
i=1

(u×v) · ei

et

Au×Av =
3

∑
i=1

(Au×Av) ·Aei .

iv) En rappelant la définition du déterminant d’une matrice 3×3, montrez que

(u×v) · ei = det
[
u v ei

]
et

(Au×Av) ·Aei = det
[
Au Av Aei

]
,

où les matrices
[
u v ei

]
et
[
Au Av Aei

]
à droite sont données sous forme de blocs

en colonnes.
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v) En utilisant ce que vous savez sur la multiplication par blocs et les propriétés des
déterminants (cf les exercices ci-dessus), montrez que

det
[
Au Av Aei

]
= det(A)det

[
u v ei

]
.

vi) Prouvez maintenant que pour tous vecteurs u,v ∈ R3, (quand AAT = I3)

Au×Av = det(A)(u×v) .

vii) Donnez un exemple de matrice A qui ne satisfait pas AAT = I3 et de deux vecteurs
u,v ∈ R3 pour lesquels Au×Av ̸= det(A)(u×v).

a. C’est pour ceux d’entre vous qui connaissent les « preuves par recurrence ». Sinon recherchez « recurrence
mathématique » sur internet.

b. Utilisez la même technique que dans la question précédente.
c. Ceci s’adresse à ceux d’entre vous qui connaissent la continuité et le fait que les matrices inversibles n×n sont

denses dans l’espace des matrices n×n. Recherchez « Matrice inversible »sur internet. Il existe une autre preuve de cette
identité qui n’utilise pas l’argument de la densité, donnée par J.R. Silvester dans Determinants of block matrices, Math.
Gaz., 84(501) (2000), pp. 460-467.





22. Valeurs propres, vecteurs propres

Ce chapitre et le suivant sont sans doute les deux chapitres les plus utiles de ce livre en l’algèbre
linéaire et dont les applications sont innombrables ! Préparez-vous à un grand voyage !!

22.1 Valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice carrée

Définition 22.1.1 Soit A une matrice n×n. Si λ ∈R est un scalaire et x ∈Rn est un vecteur non-nul
tels que

Ax = λx,

alors x est appellé un vecteur propre de A et λ est dite la valeur propre correspondante à x.

■ Exemple 22.1.2 Soit A =

[
3 −1
−2 2

]
. Alors :

— 1 est une valeur propre et (1,2) est un vecteur propre correspondant à λ = 1 car

A
[

1
2

]
=

[
1
2

]
= 1

[
1
2

]
.

— 4 est une valeur propre et (−1,1) est un vecteur propre correspondant à λ = 4 car

A
[
−1
1

]
=

[
−4
4

]
.

Notez que (10,20) et (17,−17) sont aussi des vecteurs propres de A ; mais ils ne sont que des multiples
de ce que nous avons déjà trouvé. En fait, étant donnée une valeur propre, il n’y a pas unicité du vecteur
propre, même si l’on fixe sa norme égale à 1. ■
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■ Exemple 22.1.3 Soit A =
[

1 1
2 2

]
. Alors 0 est une valeur propre de A et (1,−1) est un vecteur propre

correspondant, puisque A
[

1
−1

]
= 0 = 0

[
1
−1

]
. ■

! On autorise la valeur propre 0, mais on n’autorise jamais le vecteur nul 0 comme
vecteur propre.

Application importante : supposons que l’on puisse trouver une base {x1, · · · ,xn} de Rn, constituée
de vecteurs propres de A, et que ces vecteurs propres sont associés respectivement aux valeurs propres
λ1, · · · ,λn. Alors, si v = a1x1 + · · ·+anxn, on a

Av = A(a1x1 + · · ·+anxn)

= A(a1x1)+ · · ·+A(anxn)

= a1Ax1 + · · ·+anAxn

= a1λ1x1 + · · ·+anλnxn

= λ1a1xn + · · ·+λnanxn.

Donc, même si le vecteur Av n’est pas un multiple scalaire de v (puisque le λi peuvent être différents
les uns des autres), l’idée est la suivante : étant donné un vecteur v en coordonnées relatives à une base
propre, le calcul de Av est très rapide puisqu’il ne nécessite pas de multiplier les matrices — nous
devons juste multiplier chacune des coordonnées (des coefficients) par le λi approprié, ce qui est très
rapide !

(Pour ceux d’entre vous qui pensent en termes de complexité informatique, cela signifie qu’on
passe d’une complexité O(n2) à une complexité O(n) — la différente est assez significative !!)

22.2 Trouver les valeurs propres de A

Puisque l’on ne connaît ni λ ni x, l’équation Ax = λx n’est en fait pas linéaire. Cependant, comme
nous l’avons vu précédemment, nous pouvons parfois transformer des équations non-linéaires en des
équations linéaires. La technique est de se concentrer sur une variable à la fois.

Ici, la clé est la chaîne d’égalités suivante, qui transforme l’équation Ax = λx en l’équation
(A−λ In)x = 0 :

Ax = λx
⇐⇒ Ax = λ Inx
⇐⇒ Ax−λ Inx = 0
⇐⇒ (A−λ In)x = 0 .

Ce point de vue est la clé pour nous permettre de déterminer x et λ avec nos méthodes précédentes.
Voici la méthode :

Tout d’abord, considérez que λ est un scalaire fixe et connu. Ainsi, cette équation est un système
homogène d’équations linéaires, et toute solution non-triviale est un vecteur propre de A. En d’autres
termes :

— si ce système a une solution unique, alors il n’y a pas de vecteurs propres correspondant à λ , ce
qui signifie que λ n’est pas une valeur propre ;
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— si en revanche ce système possède une infinité de solutions, alors toute solution non-triviale est
un vecteur propre, et donc λ est bien une valeur propre.

Nous pouvons reformuler cela de la manière suivante, en nous rappelant que lorsque A est une matrice
carrée, avoir une infinité de solutions pour un système linéaire revient à dire qu’elle n’est pas inversible :

! Le scalaire λ est une valeur propre de A si et seulement si la matrice A−λ In n’est
pas inversible.

Nous pourrions utiliser de nombreuses méthodes équivalentes pour vérifier si la matrice n’est pas
inversible, mais puisque la matrice contient une variable, à savoir λ , la plus simple est la condition
avec le déterminant :

! Le scalaire λ est une valeur propre de A si et seulement si det(A−λ In) = 0.

Définition 22.2.1 Le polynôme det(A−λ In) est appelé polynôme caractéristique de A. a Donc les
racines du polynôme caractéristique de A sont exactement les valeurs propres de A !

a. Certains auteurs préfèrent det(λ In−A), mais pour nos besoins de calcul, l’utilisation de det(A−λ In) est moins
sujette aux erreurs et donne exactement la même réponse, à un signe près.

Exercice 22.2.2 Trouvez les valeurs propres de A =

[
1 3
3 1

]
.

Solution Nous devons trouver toutes les valeurs de λ pour lesquelles la matrice A−λ I2 n’est pas
inversible. Commencez par trouver l’expression de A−λ I2 :

A−λ I2 =

[
1 3
3 1

]
−
[

λ 0
0 λ

]
=

[
1−λ 3

3 1−λ

]
(attention aux signes négatifs devant les deux λ !)

Nous calculons le polynôme caractéristique comme suit :

det(A−λ I2) = (1−λ )(1−λ )−3×3 = λ
2−2λ −8 = (λ −4)(λ +2) .

On voit donc que le polynôme caractéristique s’annule exactement quand λ est 4 ou−2. Les valeurs
propres de A sont donc 4 et −2.

Comme c’est la première fois, vérifions cela : écrivons les expressions des matrices A−4I2 et
A+2I2 et assurons-nous qu’elles ne sont pas en fait inversibles :

A−4I2 =

[
−3 3
3 −3

]
∼
[

1 −1
0 0

]
, A+2I2 =

[
3 3
3 3

]
∼
[

1 1
0 0

]
.

Bien ! Comme ces deux matrices ne sont pas inversibles, il est maintenant clair que 4 et −2 sont des
valeurs propres de A. Pour voir qu’il s’agit des SEULES valeurs propres de A, il suffit de remarquer
que det(A−λ I) est un polynôme de degré 2 car la matrice est de taille 2×2, il a donc au plus deux
racines réelles. D’où le résultat.

Clé pour les calculs : Les valeurs propres de A sont les racines du polynôme caractéristique
det(A−λ In).
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Définition 22.2.3 La multiplicité de λ en tant que racine du polynôme caractéristique est appelée
multiplicité algébrique de λ .

■ Exemple 22.2.4 Le polynôme caractéristique de la matrice A =

[
16 2 17
0 −43 14
0 0 16

]
est

−(λ −16)2(λ +43) .

(Vérifiez-le !) C’est un polynôme de degré 3 car A est de taille 3×3. On voit que les valeurs propres de
A sont λ = 16 (avec multiplicité algébrique 2) et λ =−43 (avec multiplicité algébrique 1). ■

22.3 Trouver les vecteurs propres de A

Supposons maintenant que vous ayez trouvé les valeurs propres d’une matrice A. Pour trouver
des vecteurs propres de A associés à ces valeurs propres, rappelez-vous que ce sont simplement les
solutions non-triviales x de l’équation matricielle :

(A−λ In)x = 0 .

En d’autres termes, les vecteurs propres de A associés à λ sont les vecteurs non-nuls de ker(A−λ In).

Définition 22.3.1 Soit λ une valeur propre de A. Alors le sous-espace

Eλ = ker(A−λ In)

= {x ∈ Rn | (A−λ I)x = 0}
= {x ∈ Rn | Ax = λx}

est appelé l’espace propre associé à la valeur propre λ de A. Ses vecteurs non nuls sont les vecteurs
propres de A associés à la valeur propre λ .

Donc plutôt que de demander : « Quels sont les vecteurs propres de A? », il est plus simple de
demander : « Quelle est une base de chaque espace propre Eλ de A? ».

Exercice 22.3.2 Trouvez une base pour chaque espace propre de

A =

[
1 3
3 1

]
(Rappelons que nous avions déjà trouvé ses valeurs propres : exactement 4 et −2).
Solution Pour λ = 4 :

A−λ I2 = A−4I2 =

[
−3 3
3 −3

]
∼
[

1 −1
0 0

]
.

Donc la solution générale de (A−4I2)x = 0 est

E4 = ker(A−4I2) = {(r,r) | r ∈ R}
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et une base de E4 est
{(1,1)} .

(Notez qu’avec x = (1,1), on a bien Ax = 4x comme voulu.)
Pour λ =−2 :

A−λ I2 = A+2I2 =

[
3 3
3 3

]
∼
[

1 1
0 0

]
.

Donc la solution générale de (A−2I)x = 0 est

E−2 = ker(A+2I) = {(−r,r) | r ∈ R}

et une base de E−2 est
{(−1,1)} .

(Notez encore qu’avec x = (−1,1), on a bien Ax =−2x comme voulu.)

La dimension de l’espace propre associé à la valeur propre λ est un autre nombre important, nous
voulons en tenir compte.

Définition 22.3.3 La dimension de l’espace propre Eλ est appelée la multiplicité géométrique de λ .

22.4 Trouver une base de vecteurs propres dans Rn

Jusqu’à présent, nous remarquons que les vecteurs propres que nous avons obtenus pour différentes
valeurs propres sont LI. Ce n’est pas trop difficile de le vérifier quand on n’a que deux vecteurs (il
suffit de vérifier s’ils sont colinéaires), mais ceci demande un peu plus de travail quand on a plus de
vecteurs. 1

Théorème 22.4.1 — Les vecteurs propres sont LI quand les valeurs propres sont distinctes.
Soit A une matrice n× n. Alors tout ensemble constitué de vecteurs propres de A associés à des
valeurs propres distinctes est linéairement indépendant.

Voici quelques déductions qu’on peut faire avec les résultats qu’on a énoncés jusqu’à maintenant :
— Le polynôme caractéristique d’une matrice A de taille n× n est un polynôme de degré n. Il a

donc au plus n racines réelles distinctes.
— Chaque racine du polynôme caractéristique est une valeur propre de A. Et réciproquement chaque

valeur propre de A est une racine du polynôme caractéristique.
— Chaque valeur propre de A donne un espace propre, de dimension ≥ 1.
— Supposons que le polynôme caractéristique ait exactement n racines distinctes. Alors nous

pouvons choisir un vecteur propre dans chaque espace propre Eλ et nous obtenons ainsi par le
théorème ci-dessus un sous-ensemble LI de Rn constitué de n vecteurs. Donc, par les chapitres
précédents, on en déduit que c’est une base de Rn, et par construction elle est constituée
exclusivement de vecteurs propres de A ! On a donc atteint notre objectif dans ce cas-là !

Définition 22.4.2 On dit que la matrice A de taille n×n est diagonalisable sur les réels s’il existe
une base de Rn constituée entièrement de vecteurs propres de A.

1. Le meilleur moyen est sans doute d’utiliser la démonstration par recurrence.
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(Pourquoi le mot « diagonalisable », vous dîtes-vous peut-être ? Nous y reviendrons dans un instant,
ceci a un lien avec les matrices diagonales !).

FAIT Si une matrice A de taille n×n admet n valeurs propres réelles distinctes, alors A est diagonali-
sable.

Cool, on connait donc certaines matrices diagonalisables. Mais est-ce que toutes les matrices sont
diagonalisables?

22.5 Cas problématiques I : pas assez de racines réelles
■ Exemple 22.5.1 Soit θ ∈ [0, 2π[. Quelle sont les valeurs propres de

A =

[
cosθ sinθ

−sinθ cosθ

]
?

Le polynôme caractéristique est

det(A−λ I2) = det
[

cosθ −λ sinθ

−sinθ cosθ −λ

]
= (λ − cosθ)2 + sin2

θ

= λ
2−2cos(θ)λ + cos2

θ + sin2
θ

= λ
2−2cos(θ)λ +1.

Ses racines, en utilisant la formule quadratique, sont :

λ =
1
2

(
2cosθ ±

√
4cos2 θ −4

)
= cosθ ±

√
−sin2

θ = cosθ ± isinθ

qui sont des nombres complexes, sauf lorsque sinθ = 0, c’est-à-dire lorsque θ = 0 ou π .
Si nous devions calculer les vecteurs propres associés à ces valeurs propres pour θ /∈ {0,π}, alors

ils auraient des coordonnées complexes — ce qui signifie qu’ils ne seraient pas dans R2, mais plutôt
dans C2. C’est pratique pour certains types d’applications, mais pas pour d’autres... En mathématiques,
on travaille généralement sur le corps complexe C parce que le Théorème Fondamental de l’Algèbre
nous dit que dans ce contexte tous les polynômes non-constants ont toujours au moins une racine. 2

Mais dans ce cours, on travaille plutôt dans le corps réel R car c’est plus simple pour commencer.
En fait, avec un peu plus de recul sur les matrices, vous comprendrez un jour que la matrice

A =
[

cosθ sinθ

−sinθ cosθ

]
est une matrice de rotation : si l’on prend un vecteur x ∈ R2, alors le vecteur Ax est

une rotation de x autour de l’origine, d’un angle θ , dans le plan R2. Ainsi, on comprend clairement
pourquoi A admet des valeurs propres uniquement lorsque θ = 0 ou π : si θ /∈ {0,π}, alors la rotation
d’un vecteur x ∈R2 par un angle θ ne donne jamais un multiple scalaire réel λx de x et donc A n’admet
aucun vecteur propre (réel)... ■

! Moralité : il peut arriver que certaines valeurs propres soient des nombres com-
plexes non-réels. Dans ce cas, il est alors impossible d’obtenir une base de vecteurs
propres de Rn, et A n’est pas diagonalisable sur R.

2. Si A est une matrice n× n et que Cn admet une base composée de vecteurs propres de A, alors on dit que A est
diagonalisable sur C, par opposition avec la définition qu’on vient juste de voir sur R.
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22.6 Cas problématiques II : pas « assez » de vecteurs propres LI

Rappelons que l’on souhaite construire une base de Rn composée exclusivement de vecteurs propres
d’une matrice A. Par définition, si λ est une valeur propre, alors dim(Eλ )≥ 1. Mais si λ est une racine
multiple de l’équation caractéristique, disons de multiplicité k ≥ 2, alors nous avons vraiment besoin
que Eλ soit dimension de dim(Eλ ) = k, car sinon on ne pourra pas construire la base voulue. Et le
problème, c’est qu’on n’a pas toujours l’égalité dim(Eλ ) = k... :’(

Exercice 22.6.1 Trouvez les valeurs propres de A =
[

3 1
0 3

]
et déterminez une base pour chaque

espace propre.
Solution Après calcul, on obtient que le polynôme caractéristique est (λ−3)2. Donc la seule valeur
propre est 3, avec multiplicité algébrique 2. Mais rang(A−3I) = 1 et donc dimE2 = dimker(A−
3I2) = 2−1 = 1 par le Théorème du rang. Ainsi dimE2 < 2, c’est-à-dire que notre espace propre
est unidimensionnel, il ne pourra pas engendré R2 tout entier... et il est donc impossible de trouver
une base Rn composée de vecteurs propres de A ! Ainsi, la matrice A n’est pas diagonalisable sur R
(ou c’est même le cas sur C !).

! Si le polynôme caractéristique admet une racine multiple, alors il peut arriver
que nous n’ayons pas assez de vecteurs propres LI pour former une base de Rn...

Exercice 22.6.2 Considérez la matrice suivante :

A =

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 .

Trouvez toutes les valeurs propres de A, ainsi qu’une base pour chaque espace propre. En déduire si
A est diagonalisable ou non.

(Vous verrez que A est en fait diagonalisable, même si son polynôme caractéristique a une racine
multiple.)

Ces exemples illustrent un fait fondamental.

Théorème 22.6.3 — Encadrement de la multiplicité géométrique. Soit λ une valeur propre
de A. Alors la multiplicité géométrique de λ est au moins égale à 1 et elle est au plus égale à la
multiplicité algébrique de λ :

1≤ dimEλ ≤multiplicité algébrique de λ .

Notez que la première inégalité découle directement de la définition : λ étant une valeur propre,
donc l’espace propre est non-nul et il doit avoir une dimension ≥ 1. L’autre inégalité en revanche
demande plus de travail, nous ne la prouverons pas ici.

Exercices

Remarques :
1. Une question avec un astérisque ∗ (ou deux) indique une question de niveau bonus.
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2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 22.1 Trouvez les valeurs propres réelles des matrices suivantes.

a)
[

2 1
3 0

]
.

b) ⋆

1 1 1
1 1 −1
1 1 2

.

c)

1 0 1
0 1 −1
1 1 2

.

d) ⋆

1 0 1
0 1 0
1 1 1

.

e)

1 0 1
0 1 0
2 1 2

.

f) ⋆

2 1 0
0 2 1
0 0 2

.

g)

1 0 1
0 1 −1
1 1 2

.

h) ⋆

2 1 0
0 2 0
0 0 2

.

i)

3 1 0
0 3 0
0 0 2

.

Exercice 22.2 Pour chacune des matrices de l’exercice précédent, trouvez une base pour chaque
espace propre. (Les solutions aux questions b), d), f) et h) sont disponibles à la fin de cet ouvrage.)
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Dans le chapitre précédent, nous avons défini les valeurs propres et les vecteurs propres d’une
matrice carrée A de taille n×n. À chaque valeur propre, nous associons sa multiplicité algébrique, qui
est sa multiplicité en tant que racine du polynôme caractéristique det(A−λ In) de A. Nous associons
également à chaque valeur propre sa multiplicité géométrique, qui est la dimension de l’espace propre
associé Eλ . Le résultat clé (Théorème 22.6.3) est que pour chaque valeur propre λ de A, on a

1 ≤ multiplicité géométrique de λ ≤ multiplicité algébrique de λ .

En particulier, la dimension de l’espace propre Eλ ne peut jamais être plus grande que la multiplicité
algébrique de λ .

23.1 À propos de la diagonalisation
Rappelons la Définition 22.4.2 : On dit que la matrice A de taille n×n est diagonalisable sur R s’il

existe une base de Rn constituée exclusivement de vecteurs propres de A.
Nous avons vu la dernière fois que si A admet n valeurs propres réelles distinctes, alors A est

nécessairement diagonalisable. De plus, dans certains cas favorables, il est aussi possible que A soit
diagonalisable même en ayant des valeurs propres multiples (mais ce n’est pas toujours le cas).

Exercice 23.1.1 Soit la matrice

A =

3 2 4
2 0 2
4 2 3

 .

Trouvez les valeurs propres A et déterminez une base pour chaque espace propre. En déduire si A
est diagonalisable ou non.
Solution Nous devons d’abord calculer les valeurs propres de A. Commençons par calculer le
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polynôme caractéristique :

det(A−λ I3) = det

3−λ 2 4
2 −λ 2
4 2 3−λ

 .

Bien qu’on puisse calculer directement le déterminant avec la définition, c’est plus facile et plus ra-
pide de commencer par réduire par rapport aux lignes / colonnes pour faire apparaître des coefficients
0. Faisons donc l’opération −2L2 +L3→ L3, ce qui ne change pas la valeur du déterminant :

= det

3−λ 2 4
2 −λ 2
0 2+2λ −1−λ


et ensuite nous remarquons que l’entrée (3,2) est le multiple par−2 de l’entrée (3,3). Donc, sachant
que le déterminant d’une matrice est le même que celui de sa transposée, nous pouvons effectuer
l’opération suivante sur la 2e colonne : 2C3 +C2→C2 ; et cela ne changera pas non plus la valeur
du déterminant :

= det

3−λ 10 4
2 4−λ 2
0 0 −1−λ

 .

Enfin, faisons le développement de Laplace selon la 3e ligne pour avoir une réponse partiellement
déjà factorisée :

=−(λ +1)((3−λ )(4−λ )−20) =−(λ +1)(λ 2−7λ −8) =−(λ +1)2(λ −8) .

C’est le polynôme caractéristique de A.
On en déduit que la matrice A admet exactement deux valeurs propres : −1 avec multiplicité

algébrique 2, et 8 avec multiplicité algébrique 1.
Nous devons ensuite trouver une base pour chaque espace propre E−1 et E8.
Commençons avec λ = 8. On veut trouver l’expression de E8 = ker(A−8I3), donc on réduit la

matrice suivante :

A−8In =

−5 2 4
2 −8 2
4 2 −5

∼
 1 −4 1

5 −2 −4
−4 −2 5

∼
1 −4 1

0 18 −9
0 −18 9



∼

1 −4 1
0 1 −1

2
0 0 0

∼
1 0 −1

0 1 −1
2

0 0 0

 .

On voit qu’il n’y a qu’une seule variable libre (la troisième), donc dim(E8) = dimker(A−8In) = 1.
La multiplicité géométrique de 8 est donc 1. (On pouvait s’y attendre par l’inégalité qu’on a citée
en début de chapitre !) Une base pour E8 est {(1, 1

2 ,1)}, ou {(2,1,2)} si vous préférez enlever les
fractions.
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Ensuite, attaquons-nous à λ = −1. Pour trouver l’expression de E−1 = ker(A− (−I3)) =
ker(A+ I3), nous réduisons la matrice suivante :

A+ I3 =

4 2 4
2 1 2
4 2 4

∼
1 1

2 1
0 0 0
0 0 0

 .

On voit que l’on a deux variables libres (les deux dernières colonnes), donc la multiplicité géomé-
trique de −1 est 2 : dim(E−1) = 2. Ceci coïncide avec la multiplicité algébrique de −1, donc c’est
une bonne chose : on va pouvoir trouver une base de vecteurs propres de R3. En tout cas, une base
de E−1 est donnée par exemple par :

{(−1
2 ,1,0),(−1,0,1)}

(ou multipliez le premier par 2 si vous préférez, pour obtenir {(−1,2,0),(−1,0,1)}).
Finalement, on remarque que l’ensemble

{(2,1,2),(−1,2,0),(−1,0,1)}

est linéairement indépendant (c’est le cas par le Théorème 22.4.1, mais vérifiez-le !) et donc forme
une base pour R3 puisqu’il contient exactement trois éléments LI. En conclusion, comme R3

admet bien une base entièrement constituée de vecteurs propres de A, on en déduit que A est bien
diagonalisable. D’où le résultat.

Et alors ? Quel est l’intérêt au final d’avoir une matrice diagonalisable?

Continuons avec l’exemple précédent. Étant donnée une matrice A =

[
3 2 4
2 0 2
4 2 3

]
comme ci-dessus,

construisons la matrice P dont les colonnes sont les vecteurs propres qu’on a choisi pour constituer des
bases des espaces propres de A :

P =

2 −1 −1
1 2 0
2 0 1

 .

Puisque ses colonnes forment une base pour R3, on sait que P est inversible (cf. le Grand Théorème,
avec les multiples propriétés équivalentes). Appelons ces colonnes respectivement v1,v2,v3. Alors :

AP = A
[
v1 v2 v3

]
=
[
Av1 Av2 Av3

]
=
[
8v1 (−1)v2 (−1)v3

]
=
[
v1 v2 v3

]8 0 0
0 −1 0
0 0 −1


= PD ,

où D =

[
8 0 0
0 −1 0
0 0 −1

]
est la matrice diagonale constituée des valeurs propres de A (données dans le

même ordre que les vecteurs propres de P).
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Puisque P est inversible, alors on peut réécrire ceci comme :

P−1AP = D ou encore A = PDP−1 .

Proposition 23.1.2 — Diagonaliser une matrice. Si P est une matrice dont les colonnes sont des
vecteurs propres de A et forment une base de Rn, et D est la matrice diagonale dont les éléments
diagonaux sont les valeurs propres correspondantes aux vecteurs propres dans P (dans le même
ordre), alors

P−1AP = D ou encore A = PDP−1.

Exercice 23.1.3 Étant donnée la même matrice A que dans l’exercice précédent, calculez An, pour
n un entier naturel quelconque.
Solution Pour avoir une idée, essayons avec n = 5 d’abord. Comme A = PDP−1, on a

A5 = AAAAA = (PDP−1)(PDP−1)(PDP−1)(PDP−1)(PDP−1) = PD5P−1 .

Ensuite, puisque D est une matrice diagonale, le calcul de ses puissances est facile :

D5 =

8 0 0
0 −1 0
0 0 −1

5

=

85 0 0
0 (−1)5 0
0 0 (−1)5

=

32768 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .

De même, de façon plus générale, on a An = PDnP−1 et Dn est la matrice diagonale dont les entrées
diagonales sont 8n, puis (−1)n, puis (−1)n. a

Un petit calcul donne P−1 :

P−1 =
1
9

 2 1 2
−1 4 −1
−4 −2 5

 ,

et donc

A5 =

2 −1 −1
1 2 0
2 0 1

85 0 0
0 (−1)5 0
0 0 (−1)5

 1
9

 2 1 2
−1 4 −1
−4 −2 5

 .

De même pour An, pour tout n, mais en version légèrement plus désagréable :

An =

2 −1 −1
1 2 0
2 0 1

8n 0 0
0 (−1)n 0
0 0 (−1)n

 1
9

 2 1 2
−1 4 −1
−4 −2 5

 .

(Remarque : comme A est inversible (vérifiez-le !), on peut même prendre n négatif, et la même
formule marchera aussi !!)

a. Ce résultat se montre par un raisonnement par récurrence.

L’équation A = PDP−1 est la raison pour laquelle nous appelons ce processus « diagonalisation »,
parce qu’on peut passer de A à une matrice diagonale D en conjuguant par la matrice P. Des applications
comme le calcul de l’expression de An sont très importantes : elles figurent parmi les principales raisons
qui motivent la diagonalisation.
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Autre application importante : parmi les équations différentielles ordinaires (EDO), certaines
équations sont des systèmes d’équations différentielles linéaires (EDL). Les valeurs propres et les
vecteurs propres sont la clé pour résoudre ces EDL; ils vous permettent de « découpler » les variables.
(Voir l’Exercice 23.4.)

23.2 Échec de la diagonalisation
Nous avons déjà souligné que, dans certains cas défavorables, les matrices réelles pouvaient avoir

des valeurs propres complexes non-réelles dans. Dans ce cas, la matrice est diagonalisable sur C mais
pas diagonalisable sur R.

En fait, dès lors que la multiplicité algébrique est différente de la multiplicité géométrique pour une
certaine valeur propre, la matrice A n’est pas diagonalisable sur R... C’est plutôt grave...

■ Exemple 23.2.1 Est-ce que la matrice A =

[
2 −4 −1
0 −18 −4
0 80 18

]
est diagonalisable?

Calculons le polynôme caractéristique :

det

2−λ −4 −1
0 −18−λ −4
0 80 18−λ

= (2−λ )((λ +18)(λ −18)+320)

=−(λ −2)(λ 2−4)

=−(λ −2)2(λ +2) .

Donc les deux valeurs propres de A sont 2 (avec multiplicité algébrique 2) et −2 (avec multiplicité
algébrique 1).

Pour l’espace propre E2, nous réduisons la matrice A−2I3 :0 −4 −1
0 −20 −4
0 80 16

∼
0 1 1

4
0 1 1

5
0 0 0

∼
0 1 0

0 0 1
0 0 0

 .

Donc x1 est la seule variable libre, ce qui donne une seule solution de base (1,0,0), et ainsi dim(E2) = 1.
On peut s’arrêter là : puisque la multiplicité géométrique (qui est égale à 2) n’est pas égale à sa
multiplicité algébrique (qui est égale à 1), nous déduisons que A n’est pas diagonalisable !

(En effet, la valeur propre −2 donne lieu à exactement un espace propre E−2 de dimension 1 ; il n’y
a donc pas la possibilité d’obtenir un troisième vecteur propre linéairement indépendant, et c’est là le
problème...) ■

23.3 Géométrie des vecteurs propres
Pensez à la multiplication par A comme la transformation x 7→ Ax de Rn dans Rn.

■ Exemple 23.3.1 Comparons la multiplication par deux matrices différentes.
(1) Soit la matrice :

A =

[
1 0
0 4

]
.

Alors la multiplication par A « étire » l’axe des y d’un facteur de 4 et ne change pas l’axe des x.
C’est-à-dire que si nous commençons avec un carré dont les sommets sont (0,0), (0,1), (1,0),
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(1,1), alors après avoir multiplié par la matrice A chacun de ces vecteurs, on obtient les vecteurs
(0,0), (0,4), (1,0), (1,4), lesquels sont les sommets d’un rectangle (un « carré étiré »).

Donc : la multiplication par une matrice diagonale est facile à comprendre.
(2) Qu’en est-il de la multiplication par B =

[
3 −1
−2 2

]
? En l’appliquant au même carré unitaire dont

les sommets sont (0,0), (0,1), (1,0), (1,1), on obtient le parallélogramme dont les sommets
sont :

(0,0),(−1,2),(3,−2),(2,0) .

Pourquoi y a-t-il une telle différence? Le secret réside en fait dans les vecteurs propres.
(1’) La matrice A admet deux valeurs propres distinctes : λ = 1, à laquelle on peut associer le vecteur

propre (1,0), et λ = 4, à laquelle on peut associer le vecteur propre (0,1). Les espaces propres
correspondent en fait aux axes canoniques : l’axe des x et l’axe des y. C’est pour cela que la
multiplication par A transforme de manière aussi élégante le carré unitaire : parce que le carré
unitaire a chacun de ses côtés parallèle à l’un des axes x ou y, donc parallèle aux espaces propres.

(2’) Faisons pareil pour B : trouvons les axes avec lesquels il faut que les segments du dessin de
départ soient parallèles pour mieux comprendre la transformation induite par B. La matrice B
admet deux valeurs propres distinctes : λ = 1, à laquelle on peut associer le vecteur propre (1,2),
et λ = 4, à laquelle on peut associer le vecteur propre (−1,1). Considérons le parallélogramme
dont les sommets sont ces deux vecteurs propres, l’origine, et le 4e sommet (0,3) :

(0,0),(1,2),(−1,1),(0,3) .

Alors, après multiplication par B, on obtient le parallélogramme :

(0,0),(1,2),(−4,4),(−3,6) .
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C’est le même parallélogramme, mais « étiré » d’un facteur de 4 dans la direction (−1,1).

En fait, on voit alors que la matrice B agit de la même manière que la matrice A, mais avec un
angle différent ! Dans les deux cas, un axe est laissé intact, et l’autre est « étiré » d’un facteur 4.
Par la même occasion, on comprend mieux aussi ce qui arrive à notre brave carré unitaire dans le
2e schéma : il a été étiré et déformé le long de deux droites différentes des axes x et y, c’est pour
cela qu’on obtenait un parallélogramme.

Moralité : les vecteurs propres sont le secret pour comprendre la géométrie de la multiplication par une
matrice. ■

Le fait de considérer une matrice A de cette manière comme une transformation — plus précisément
comme une transformation linéaire — est un principe fondamental, avec de multiples applications
notamment pour les systèmes dynamiques discrets et les processus de Markov 1 en probabilité.

Dans le prochain chapitre, ce que nous voulons faire, c’est explorer cette idée de transformations
linéaires plus en détail et revenir sur l’image qui illustre le lien entre le noyau ker(A) et l’espace image
Im(A) via une transformation de Rn dans Rm (la transformation étant : la multiplication par A, qui a
x ∈ Rn associe Ax ∈ Rm).

Exercices

Remarques :
1. Une question marquée d’un astérisque ∗ (ou deux) indique une question de niveau bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 23.1 a) Pour chacune des matrices A de l’Exercice 22.1, si possible, trouvez une
matrice inversible P et une matrice diagonale D telles que P−1AP = D. Si ce n’est pas possible,
expliquer pourquoi. (Les solutions aux questions b), d), f) et h) sont disponibles à la fin de
l’ouvrage).

b) Utilisez le fait que la matrice A =

[
1 0 1
0 1 0
1 1 1

]
est diagonalisable pour calculer A101000

avant que

1. Recherchez sur le web « Chaînes de Markov ».
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le soleil ne devienne une géante étoile rouge et n’engloutisse (éventuellement) la Terre... a

a. Selon les estimations, vous avez donc entre 5 et 6 milliards d’années, mais cela ne devrait pas vous prendre plus de
5 minutes !!

Exercice 23.2 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.
• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Si λ = 3 est valeur propre d’une matrice A de taille n×n, alors il devrait exister un vecteur
non-nul v ∈ Rn tel que Av = 3v.

b) ⋆ La matrice
[

0 −1
1 0

]
n’admet pas de valeurs propres réelles.

c) La matrice
[
−1 1
0 −1

]
est diagonalisable.

d) ⋆ Si 0 est valeur propre d’une matrice A de taille n×n, alors A n’est pas inversible.

e) Si une matrice A de taille n×n n’est pas inversible, alors 0 est une valeur propre de A.

f) ⋆ Toute matrice inversible est diagonalisable.

g) Toute matrice diagonalisable est inversible.

h) ⋆ Si une matrice de taille n× n admet n valeurs propres distinctes, alors cette matrice est
diagonalisable.

i) Si une matrice de taille n× n est diagonalisable, alors elle admet nécessairement n valeurs
propres distinctes.

j) ⋆ a Si une matrice A de taille n×n admet des valeurs propres λ1, . . . ,λn, alors

det(A) = λ1 . . .λn .

k) ∗ b Si v et w sont des vecteurs propres d’une matrice symétrique A (c’est-à-dire une matrice A
qui vérifie A = AT ) et que v et w correspondent à des valeurs propres différentes, alors

v ·w = 0 .

a. Indication : utilisez le fait que nous savons que det(A−λ In) = (−1)n(λ −λ1)(λ −λ2) . . .(λ −λn).
b. Indication : puisque A est symétrique, rappelez-vous que Av ·w = v ·Aw (voir l’Exercice 14.4). Simplifiez maintenant

les deux côtés en utilisant le fait que v et w sont des vecteurs propres et regardez ce que vous obtenez.
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Exercice 23.3 ⋆ Soit la matrice A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

.

a) Calculez det(A−λ I3) et montrez que les valeurs propres de A sont λ = 2 et λ =−1.
b) ⋆ Trouvez une base de E2 = {x ∈ R3 | Ax = 2x}.
c) ⋆ Trouvez une base de E−1 = {x ∈ R3 | Ax =−x}.
d) ⋆ Trouvez une matrice inversible P telle que P−1AP = D soit diagonale, et donnez l’expression

de cette matrice diagonale D. Expliquez pourquoi la matrice P que vous avez choisie est
inversible.

e) ⋆ Trouvez une autre matrice inversible Q ̸= P telle que Q−1AQ = D̃ soit aussi diagonale, et
donnez aussi l’expression de cette matrice diagonale D̃.

Exercice 23.4 ∗ a Considérons le système d’équations différentielles suivant du second ordre en les
deux fonctions f et g :

f̈ =−2 f +g ,
g̈ = f −2g .

(Ici, les notations f̈ et g̈ signifient respectivement d2 f
dt2 et d2g

dt2 .) Ce système peut également être écrit
sous forme matricielle comme suit : [

f̈
g̈

]
=

[
−2 1
1 −2

][
f
g

]
.

a) Soit A=
[
−2 1
1 −2

]
. Diagonaliser A pour écrire A=PDP−1, pour une certaine matrice inversible

P et une certaine matrice diagonale D =
[

λ1 0
0 λ2

]
.

b) Définissez maintenant deux nouvelles fonctions h et k par :[
h
k

]
= P−1

[
f
g

]
.

Montrez les équivalences de systèmes suivantes :[
f̈
g̈

]
=

[
−2 1
1 −2

][
f
g

]
⇐⇒

[
ḧ
k̈

]
=

[
λ1 0
0 λ2

][
h
k

]
⇐⇒ ḧ = λ1 h

k̈ = λ2 k .

c) Vous constaterez que λ1 et λ2 sont tous deux négatifs, et donc les solutions de ces deux
équations différentielles (linéaires) du second ordre sont les suivantes :

h(t) = asin(
√
|λ1| t)+bcos(

√
|λ1| t) ,

k(t) = csin(
√
|λ2| t)+ ccos(

√
|λ2| t) ,

où a,b,c,d sont des constantes réelles. Utilisez ceci pour trouver f et g, puis trouver les
valeurs des constantes a,b,c,d en fonction de ce que l’on appelle les « conditions initiales »
f (0), ḟ (0),g(0), ġ(0).
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a. Cet exercice est une version simplifiée des équations du mouvement, en Mécanique, de deux masses reliées par un
ressort. Cherchez sur internet le terme « mode normal » pour voir un exemple.



VI
En mathématiques, quand on
étudie un domaine, il est
aussi important d’étudier les
objets considérés — les es-
paces vectoriels dans notre
cas — que de comprendre
les relations entre ces ob-
jets — les transformations li-
néaires dans notre cas. Ces re-
lations entre les objets doivent
être « compatibles » avec la
structure des objets ; on aura
donc quelques contraintes
pour définir les transforma-
tion linéaires. Notez que nous
avons déjà vu et utilisé plu-
sieurs de transformations li-
néaires : par exemple la mul-
tiplication par une matrice A,
ou encore la projection sur un
sous-espace.
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24. Transformations linéaires

La dernière fois, nous avons vu l’interprétation géométrique de la « multiplication par A » : c’est
une transformation de Rn dans Rm (si A est une matrice de taille m×n), et elle est un peu spéciale :
elle transforme des carrés en parallélogrammes (contrairement à tout ce que votre imagination pourrait
produire !).

Les propriétés clés qui font que cela fonctionne sont :
— A0 = 0 ;
— A(u+v) = Au+Av pour tout u,v ∈ Rn ;
— A(ru) = r(Au) pour tout u ∈ Rn, r ∈ R.

Ces propriétés impliquent que les quatre sommets suivants d’un parallélogramme :

0,u,v,u+v

sont envoyés aux quatre points suivants :

0,Au,Av,Au+Av ,

lesquels définissent encore une fois les sommets d’un parallélogramme (bien que ce parallélogramme
puisse être dégénéré (i.e. être aplati sur un segment) dans des cas défavorables, dès lors que Au et Av
sont linéairement dépendants). Notez qu’une droite est envoyée sur une droite : la droite {ru |r ∈ R}
est envoyée sur la droite {r(Au) |r ∈ R} (il se peut néanmoins que ce soit seulement un point et pas
une droite si Au = 0). Etc...

Définition 24.0.1 Soient U et V des espaces vectoriels. Une transformation linéaire T est une
transformation de U en V satisfaisant
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(1) pour tout u,v ∈U , T (u+v) = T (u)+T (v) ;
(2) et pour tout u ∈U , r ∈ R, T (ru) = rT (u).

Nous utilisons ici le terme transformation ; nous aurions pu aussi utiliser le terme fonction, mais ce
mot est souvent plutôt réservé aux applications dont l’image est R. Enfin bref, quoi qu’il en soit, quelle
que soit la terminologie utilisée, l’essentiel est de comprendre que T est une boîte noire, c’est une
formule ou une règle qui prend un vecteur u∈U en entrée et qui produit un vecteur v∈V en sortie, et ce
vecteur v est totalement déterminé par T (ce vecteur n’est pas aléatoirement choisi). Dans la définition,
pour que la transformation soit linéaire, nous précisons en plus que nous voulons que T transforme
les sommes en sommes, et les multiples scalaires en... multiples scalaires ! Pas si surprenant non? En
d’autres termes, nous voulons simplement qu’une transformation linéaire préserve la linéarité !

En particulier : la multiplication par une matrice carrée A est bien une transformation linéaire,
puisqu’elle satisfait tous les points de cette définitions.

Nous devons maintenant nous demander : quels autres types de transformations linéaires connaissons-
nous déjà?

24.1 Exemples de transformations linéaires
■ Exemple 24.1.1 Soit A une matrice de m×n. On définit la transformation

TA : Rn→ Rm

par TA(u) = Au. Vérifions que TA est bien une transformation linéaire.
1. Pour tout u,v ∈ Rn, nous avons bien TA(u+v) = TA(u)+TA(v) puisque :

TA(u+v) = A(u+v) = Au+Av = TA(u)+TA(v) .

2. Pour tout u ∈ Rn, r ∈ R, nous avons également TA(ru) = rTA(u) puisque :

TA(ru) = A(ru) = r(Au) = rTA(u) .

Il s’agit donc bien d’une transformation linéaire, pour n’importe quelle matrice A à coefficients réels de
n’importe quelle taille m×n. ■

■ Exemple 24.1.2 Considérons la projection sur le plan W défini par

W = {(x,y,z) | x− z = 0} .

Est-ce que projW est une transformation linéaire ? Trouvons d’abord une formule pour cette projection.
Le moyen le plus simple est sans doute de remarquer que l’orthogonal de W est W⊥ = Vect{(1,0,−1)}.
Donc pour u = (u1,u2,u3) ∈ R3, on a

projW⊥(u) =
u · (1,0,−1)

(1,0,−1) · (1,0,−1)

 1
0
−1

=
u1−u3

2

 1
0
−1


et alors

projW (u) = u−projW⊥(u) =

u1
u2
u3

− u1−u3

2

 1
0
−1

=
1
2

u1 +u3
2u2

u1 +u3

 .
Est-ce donc une transformation linéaire ? Vérifions les deux propriétés de linéarité (avec T = projW ).
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1. Est-ce que projW (u+v) = projW (u)+projW (v)? Soient u = (u1,u2,u3) et v = (v1,v2,v3). Alors

projW (u+v) = projU(u1 + v1,u2 + v2,u3 + v3)

=
1
2

(u1 + v1)+(u3 + v3)
2(u2 + v2)

(u1 + v1)+(u3 + v3)


=

1
2

u1 +u3
2u2

u1 +u3

+
v1 + v3

2v2
v1 + v3


=

1
2

u1 +u3
2u2

u1 +u3

+ 1
2

v1 + v3
2v2

v1 + v3


= projW (u)+projW (v)

comme requis.
2. Est-ce que projW (ru) = r projW (u)? Soient r ∈ R et u ∈ Rn. Alors

projW (ru) = projW (ru1,ru3,ru3)

=
1
2

ru1 + ru3
2ru2

ru1 + ru3


= r

1
2

u1 +u3
2u2

u1 +u3


= r projW (u)

comme requis également.
Donc les deux axiomes sont satisfaits et il s’agit bien d’une transformation linéaire ! ■

■ Exemple 24.1.3 Montrons que la transformation T : R2→ R2 définie par

T (x,y) = (x+1,xy)

n’est PAS une transformation linéaire.
Il suffit de montrer qu’il existe une paire de vecteurs u, v pour lesquels T (u+v) ̸= T (u)+T (v) ;

OU de montrer qu’il existe un vecteur u et un scalaire r pour lesquels T (ru) ̸= rT (u). Montrons en fait
un résultat plus fort dans ce cas-ci : ces deux axiomes échouent pour presque tous les vecteurs et tous
les scalaires !!

1. D’une part :

T (u+v) = T (u1 + v1,u2 + v2) = (u1 + v1 +1,(u1 + v1)(u2 + v2)) ,

d’autre part :

T (u)+T (v) = (u1 +1,u1u2)+(v1 +1,v1v2) = (u1 + v1 +2,u1u2 + v1v2) .

Mais les premières composantes u1 + v1 + 1 et u1 + v1 + 2 ne peuvent JAMAIS être égales...
Donc on ne peut JAMAIS avoir T (u+v) = T (u)+T (v). (D’ailleurs les secondes composantes
ci-dessus ne sont égales que si les « termes croisés » sont nuls.)
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Par exemple, on a T (1,0) = (2,0), T (0,1) = (1,0) et

T (1,1) = (2,1) ̸= (2,0)+(1,0) = T (1,0)+T (0,1).

Nous pourrions nous arrêter là : nous avons trouvé un exemple qui montre que T n’est pas
linéaire. Mais montrons que T ne satisfait pas non plus la deuxième condition.

2. D’un côté on a :

T (ru) = T (ru1,ru2) = (ru1 +1,(ru1)(ru2)) = (ru1 +1,r2u1u2) ,

mais d’un autre côté on a :

rT (u) = r(u1 +1,u1u2) = (ru1 + r,ru1u2) .

Là encore, la première composante est égale à la seconde seulement quand r = 1, r = 0 ou
u1u2 = 0.
Donc, par exemple, en prenant u = (1,1) et r = 2, on a :

T (2(1,1)) = T (2,2) = (3,4) ̸= 2(2,1) = 2T (1,1) ,

Donc le deuxième critère n’est pas non plus vérifié.
Cette transformation n’est donc clairement pas linéaire. ■

24.2 Construction et description d’une transformation linéaire
Pour vérifier qu’une transformation est linéarité, on fait des étapes étrangement similaires au test du

sous-espace. Est-ce la même chose? NON : le test du sous-espace concerne les ensembles, tandis que
les transformations linéaires sont des applications entre des espaces vectoriels (ou des sous-espaces).

Le terme « transformation linéaire » vient (en partie) du fait que l’image par T d’une droite passant
par l’origine est de nouveau une droite passant par l’origine (ou simplement le singleton {0}).

De plus, en prenant r = 0, la deuxième propriété de la définition nous dit que toute transformation
linéaire vérifie l’égalité :

T (0) = 0 .

Mais en fait, les deux propriétés de la définition impliquent bien plus de choses : elles disent que
les combinaisons linéaires sont envoyées sur des combinaisons linéaires, au sens suivant :

Théorème 24.2.1 — Une transformation linéaire est déterminée par son image d’une base.
1. Soit T : U → V une transformation linéaire et soit {u1, · · · ,un} une base de U . Alors T est

complètement et uniquement déterminée par son image de la base :

T (u1), · · · ,T (un) .

En d’autres termes, si l’on connait seulement les n valeurs de T aux vecteurs de la base
{u1, · · · ,un}, alors on connait toutes les valeurs de T partout dans U (donc pas seulement dans
la base) ; il n’y qu’une seule transformation linéaire qui vérifie cela.

2. Soit {u1, · · · ,un} une base de U et soit {v1, · · · ,vn} un ensemble quelconque de n vecteurs
de V (ils ne forment pas forcément une base de V , ils peuvent même éventuellement être
linéairement dépendants ou même tous nuls par exemple si l’on veut !). Alors il existe une
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unique transformation linéaire T qui satisfait

T (ui) = vi

pour tout i.

Démonstration. 1. Ce que nous voulons dire par « complètement et uniquement déterminée », c’est
que nous pouvons connaître la valeur de T (u) pour n’importe quel u de U sans pour autant
connaître une formule pour T , seulement en fixant les vecteurs T (u1), · · · ,T (un). C’est fort !
Montrons le résultat. Soit u ∈U un vecteur arbitraire. Puisque {u1, · · · ,un} est une base pour U ,
nous pouvons écrire

u = a1u1 + · · ·+anun

pour certains scalaires a1, . . . ,an ∈R. Alors, en utilisant les deux propriétés d’une transformation
linéaire, on en déduit l’expression de T (u) :

T (u) = T (a1u1 + · · ·+anun) = a1T (u1)+ · · ·+anT (un) .

D’où T est complètement et uniquement déterminée par ces n vecteurs de V .
2. Pour montrer l’existence, nous devons trouver la formule d’une transformation T qui envoie ui à

vi. Utilisons l’idée ci-dessus : pour tout u ∈U , écrivons u = a1u1 + · · ·+anun. On définit alors
la transformation T par

T (u) = a1v1 + · · ·+anvn ,

et on obtient bien une transformation de U à V et on vérifie qu’elle est bien linéaire (essayez-le !).
En ce qui concerne l’unicité, elle découle du point précédent.

■

Ce théorème est très fort !! Faisons une analogie avec de que nous avons vu dans les chapitres
précédents : on sait que prouver l’existence d’une base pour tout espace vectoriel de dimension finie est
très important, ça simplifie les choses et ça nous permet de voir tout espace vectoriel de dimension n
un peu comme Rn. De même ici, le théorème nous dit que toute transformation linéaire n’est en fait
qu’une multiplication matricielle, pour une matrice bien choisie, dès lors que les espaces vectoriels
sont de dimension finie ! Wow, impressionnant n’est-ce pas?!

Théorème 24.2.2 — La matrice standard d’une transformation linéaire. Soit T : Rn→ Rm une
transformation linéaire. Alors il existe une matrice A de taille m×n telle que

T (x) = Ax

pour tout x ∈ Rn. Plus précisément, si {e1, · · · ,en} est la base standard de Rn, alors on sait même
que l’expression de la matrice A est (en écriture par blocs de colonnes) :

A = [T (e1) T (e2) · · · T (en)] .

Cette matrice A ainsi définie est appelée la matrice standard de T .

■ Exemple 24.2.3 Comme précédemment, considérons la projection T = projW sur le plan W =
{(x,y,z) | x− z = 0}. Nous avons vu que T (u1,u2,u3) =

1
2(u1 +u3, 2u2, u1 +u3).
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On construit la matrice comme dans le théorème : on calcule ses colonnes T (1,0,0) = (1
2 ,0,

1
2),

T (0,1,0) = (0,1,0), T (0,0,1) = (1
2 ,0,

1
2), ce qui donne :

A =

1
2 0 1

2
0 1 0
1
2 0 1

2

 .

On vérifie facilement qu’on a bien l’égalité voulue entre A et T :

Au =

1
2 0 1

2
0 1 0
1
2 0 1

2

u1
u2
u3

=
1
2

u1 +u3
2u2

u1 +u3

= T (u) .

■

Démonstration. Pour voir pourquoi ce théorème fonctionne, rappelez-vous que si vous avez un vecteur

u =


u1
u2
...

un

 ,
alors ce vecteur s’écrit aussi en fait comme suit :

u = u1e1 + · · ·+unen.

Donc T (u), par le Théorème 24.2.1, est uniquement et complètement déterminée par la relation

T (u) = u1T (e1)+ · · ·+unT (en).

Or, prendre un combinaison linéaire revient à faire une multiplication matricielle. Donc en fait, nous
avons :

T (u) = [T (e1) T (e2) · · · T (en)]


u1
u2
...

un

= Au .

D’où le résultat ! ■

24.3 Noyau et image d’une transformation linéaire
Cette nouvelle interprétation de la projection comme une transformation linéaire nous donne des

idées plus géométriques sur ce que l’opération de projection fait réellement. Par exemple, la projection
sur W annule (i.e. elle renvoie 0 pour) tout vecteur de W⊥. Par contre, elle « couvre complètement W »
avec son image, dans le sens où chaque vecteur de W est l’image d’au moins un élément de Rn par la
projection.

Pour rendre cela plus clair, nous avons besoin de quelques définitions.
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Définition 24.3.1 Soit T : U →V une transformation linéaire. Alors
— Le noyau de T , noté ker(T ), est l’ensemble de tous les vecteurs de U dont l’image par T est

0 ; c’est-à-dire,
ker(T ) = {u ∈U | T (u) = 0} .

— L’image de T , notée Im(T ), est l’ensemble de tous les vecteurs de V qui sont égaux à T (u)
pour un certain u ∈U ; c’est-à-dire,

Im(T ) = {v ∈V | v = T (u) pour un certain u ∈U} .

Notez que ker(T ) et Im(T ) sont tous deux des sous-ensembles d’espaces vectoriels. Donc un
première question naturelle est : sont-ils des sous-espaces? Réponse : OUI, et ce sont même des
sous-espaces qu’on connait déjà !

Théorème 24.3.2 — Noyau et image de la matrice standard. Soit T : Rn→ Rm une transfor-
mation linéaire, et soit A sa matrice standard. Alors

ker(T ) = ker(A) et Im(T ) = Im(A) .

La première égalité est claire une fois que l’on se rappelle que T (u) = Au ; et pour la seconde, il
faut retourner en arrière et chercher la définition originale de Im(A), mais ce n’est pas très dur non
plus.

24.4 Le Théorème du rang revisité

Notez que le théorème du rang 1 peut être reformulé, pour une transformation linéaire T : U →V ,
comme suit :

dim(ker(T ))+dim(Im(T )) = n,

où n = dim(U). Ainsi, aucune information sur T ne se perd. Si par exemple T envoie U sur un sous-
espace de V de dimension égale à U , alors le noyau doit être égal à {0}. Par contre, si la dimension de
l’image dim(Im(T )) est strictement inférieure à la dimension de l’espace de départ dim(U), alors les
dimensions manquantes sont allées autre part : on les retrouve dans le noyau de T .

Par exemple, revenons à la projection sur le plan W que nous avons vu plus tôt. Elle a un noyau de
dimension 1, donné par le sous-espace W⊥, et une image de dimension 2, c’est tout le plan W . On a
bien le Théorème du rang qui est vérifié dans ce cas :

2+1 = 3 = dim(R3) .

Réciproquement, comme on peut penser à T comme à une matrice, une base de Im(T ) sera
alors également une base de l’espace des colonne Col(A), et vis-versa une base de Col(A) sera alors
également une base de Im(T ).

1. Certains aiment appeler ce théorème le Théorème de la conservation de la dimension, puisque la dimension du
sous-espace envoyé à 0 (le noyau) ajoutée à la dimension de l’image de T (ce qui reste), est la même que la dimension de
l’espace de départ (n = dimU). Donc, « la dimension totale est conservée » en ce sens.
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24.5 Remarques sur la matrice projection
Dans les chapitres précédents, lorsque nous avons calculé la projection sur le sous-espace W , une

de nos méthodes était :
(1) créez une matrice B telle que Im(B) =W ;
(2) résoudre le système (BT B)x = BT b ;
(3) et enfin en déduire que projW (b) = Bx.

Résumons ceci différemment : supposons que B ait des colonnes linéairement indépendantes. Alors
BT B est inversible. (Ceci était un exercice.) Alors on a

projW (b) = B(BT B)−1BT b

et donc la projection est donnée par la multiplication par la matrice

B(BT B)−1BT .

Par conséquent, on en déduit que cette dernière matrice est nécessairement la matrice standard de T !
Vous pouvez vérifier cela pour l’exemple que nous avions vu.

Exercices

Remarques :
1. Les questions marquées d’un astérisque ∗ (ou deux) indiquent des questions de niveau bonus.
2. Vous devez justifier toutes vos réponses.

Exercice 24.1 Pour chacune des transformations suivantes, indiquez si elle est linéaire ou non.

• Si vous dites qu’elle ne l’est pas, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites qu’elle l’est, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en donnant

une preuve valide dans tous les cas.

a) T : R2→ R3 définie par T (x,y) = (x,y,x+ y).

b) ⋆ T : R3→ R2 définie par T (x,y,z) = (2z+ x,y).

c) T : R2→ R2 définie par T (x,y) = (x,xy).

d) ⋆ T : R2→ R2 définie par T (v) =
[

0 −1
1 0

]
v.

e) T : R3→ R3 définie par T (v) = v× (1,2,3), où « × » dénote le produit vectoriel.

f) ⋆ T : R3→ R3 définie par T (v) = proj(1,1,−1)(v).

g) T : R3→ R3 définie par T (v) = v−proj(1,1,−1)(v).

h) ⋆ T : R3→ R3 définie par T (v) = projv(1,1,−1).

i) T : R3→ R3 définie par T (v) =
(
v · (1,1,−1)

)
(1,0,1).

j) ⋆ T : R3→ R3 définie par T (v) = 2v.
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k) T : R3→ R3 définie par T (v) = projH(v), où H est le plan passant par l’origine et de vecteur
normal (1,1,0).

l) ⋆ T : R3→ R2 définie par T (v) = Av, où A =

[
1 0 1
1 2 3

]
.

Exercice 24.2 Dans chacun des cas suivants, déterminez la matrice standard de T , puis utilisez-la
pour trouver une base de ker(T ) et une base de Im(T ). Enfin, vérifiez la conservation de la dimension
(i.e. le Théorème du rang).

a) T : R2→ R3 définie par T (x,y) = (x,y,x+ y).

b) ⋆ T : R3→ R2 définie par T (x,y,z) = (2z+ x,y).

c) T : R3→ R3 définie par T (v) = v× (1,2,3), où « × » dénote le produit vectoriel.

d) ⋆ T : R3→ R3 définie par T (v) = proj(1,1,−1)(v).

e) T : R3→ R3 définie par T (v) = v−proj(1,1,−1)(v).

f) ⋆ T : R3→ R3 définie par T (v) = projH(v), où H est le plan passant par l’origine et de vecteur
normal (1,1,0).

Exercice 24.3 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possi-
blement) faux.

• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

a) Si une transformation T : R3→ R2 est linéaire, alors ker(T ) ̸= {0}.

b) ⋆ Si une transformation T : R4→ R2 est linéaire, alors dimker(T )≥ 2.

c) Si une transformation T : R4→ R5 est linéaire, alors dimIm(T )≤ 4.

d) ⋆ Si une transformation T : R3→ R2 est linéaire et que {v1,v2} ⊂ R3 est linéairement indépen-
dant, alors {T (v1),T (v2)} ⊂ R2 est aussi linéairement indépendant.

e) Si une transformation T : R3→ R2 est linéaire, que ker(T ) = {0} et que {v1,v2} ⊂ R3 est
linéairement indépendant, alors {T (v1),T (v2)} ⊂ R2 est aussi linéairement indépendant.

f) ⋆ Si une transformation T : R3→ R3 est linéaire et que ker(T ) = {0}, alors Im(T ) = R3.

g) Si une transformation T : R2→ R3 est linéaire et que ker(T ) = {0}, alors Im(T ) = R3.

Exercice 24.4 ∗ Pour chacune des transformations suivantes, indiquez si elle est linéaire ou non.

• Si vous dites qu’elle ne l’est pas, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites qu’elle l’est, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en donnant

une preuve valide dans tous les cas.
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a) T : P→ P définie par T (p) = p′, où p′ désigne la dérivée du polynôme p.

b) ⋆ T : P→ P définie par T (p)(t) =
∫ t

0
p(s)ds.

c) tr : M22→ R définie par tr
[

a b
c d

]
= a+d.

d) ⋆ det : M22→ R définie par det
[

a b
c d

]
= ad−bc.

e) T : F (R)→ R définie par T ( f ) = f (1).



VII

Essayez de résoudre chaque
exercice avant d’en regar-
der la solution... Sinon votre
raisonnement sera biaisé et
vous aurez fort probablement
besoin d’un nouvel exercice
pour avoir une meilleure com-
préhension des choses... C’est
en forgeant que l’on devient
forgeron !
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25. Solutions aux questions avec une étoile

Exercices du Chapitre 1

1.1 Écrire les nombres complexes suivants sous forme cartésienne : a+bi avec a, b ∈ R.

a) (2+ i)(2+2i) = 2+6i.

b)
1

1+ i
=

1
2
− 1

2
i.

c)
8+3i
5−3i

=
31
34
− 39

34
i.

d)
5+5 i
1− i

= 5i.

e)
(1+2i)(2+5i)

3+4i
=

12
25

+
59
25

i.

f)
1− i
2− i

+
2+ i
1− i

=
11
10

+
13
10

i.

g)
1

(1− i)(3−2i)
=

1
26

+
5
26

i.

1.2 Trouver la forme polaire des nombres complexes suivants : (c’est-à-dire soit sous la forme reiθ ,
soit sous la forme r(cosθ + isinθ), avec r ≥ 0 et −π < θ ≤ π)

a) 3
√

3−3i = 6(cos(−π/6)+ isin(−π/6)) = 6e−
π

6 i.

b)
3
√

3−3i√
2+ i
√

2
= 3(cos(−5π/12)+ isin(−5π/12)) = 3e−

5π

12 i.
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c)
1−
√

3 i
−1+ i

=
√

2(cos(11π/12)+ isin(11π/12)) =
√

2e
11π

12 i.

d)
5+5

√
3 i√

2−
√

2 i
= 5(cos(7π/12)+ isin(7π/12)) = 5e

7π

12 i.

e)
3+3

√
3 i

−2+2i
=

3
√

2
2

(cos(5π/12)− isin(5π/12)) =
3
√

2
2

e
5π

12 i.

1.4 Si z est un nombre complexe,

(i) Est-il possible que z = z̄?

Solution: Oui, dès lors que z ∈ R. En effet, si l’on écrit z = a+bi, alors z = z̄ ssi a+bi = a−bi,
ssi b =−b ssi z = a ∈ R.

(ii) Est-il possible que |z̄|> |z|?

Solution: Non, car on a toujours |z̄|= |z|. En effet, si z = a+bi, alors

|z|=
√

a2 +b2 =
√

a2 +(−b)2 = |z̄| .

(iii) Est-il possible que z̄ = 2z ?

Solution: Oui, mais seulement si z = 0. En effet, si z̄ = 2z, alors |z|= 2|z| et donc |z|= 0. D’où
z = 0 est la seule possibilité.

Exercices du Chapitre 2

2.3 Si A = (1, 2, 3), B = (−5, −2, 5), C = (−2, 8, −10) et si D est le milieu du segment AB,
alors trouvez les coordonnées du milieu du segment CD.

Solution: Le vecteur v qui point vers le milieu du segment CD est v = (C+D)/2. Mais comme
D = (A+B)/2, on a v = (C+(A+B)/2)/2 = (−2, 4, −3).

2.4 Résolvez les problèmes suivants en utilisant le produit scalaire.

(b) Trouvez l’angle entre les vecteurs (0, 3, −3) et (−2, 2, −1).

Solution: Si θ est l’angle entre ces deux vecteurs, alors

cosθ =
(0, 3, −3) · (−2, 2, −1)
∥(0, 3, −3)∥∥(−2, 2, −1)∥

=
9√

18
√

9
=

√
2

2
.

D’où θ =
π

4
.

2.5 Résoudre les problèmes suivants.

(a) Si u = (2, 1, 3) et v = (3, 3, 3), trouvez projv u.
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Solution:

projv u =
u ·v
∥v∥2 v =

(2, 1, 3) · (3, 3, 3)
∥(3, 3, 3)∥2 (3, 3, 3) =

18
27

(3, 3, 3) = (2,2,2).

(b) Si u = (3, 3, 6) et v = (2, −1, 1), trouvez la longueur de la projection de u le long de v.

Solution:

∥projv u∥= |u ·v|
∥v∥|2

∥v∥= |u ·v|
∥v∥

=
(3, 3, 6) · (2, −1, 1)
∥(2, −1, 1)∥

=
3
2

√
6.

(c) Trouver l’angle entre les plans d’équations cartésiennes x− z = 7 et y− z = 234.

Solution: L’angle entre deux plans est défini comme l’angle aigu entre leurs vecteurs normaux.
On trouve donc l’angle ϕ entre (leurs vecteurs normaux) (1,0,1) et (0,1,−1) et on ajuste l’angle

si nécessaire pour bien avoir un angle aigu (et pas obtus). L’angle ϕ est
2π

3
et donc la réponse est

π− 2π

3
=

π

3
après ajustement.

Exercices du Chapitre 3
3.1 Résolvez les problèmes suivants en utilisant le produit vectoriel et/ou le produit scalaire.

(b) Trouvez tous les vecteurs de R3 qui sont orthogonaux à la fois à (−1,1,5) et à (2,1,2).

Solution: Ces vecteurs sont parallèles au produit vectoriel de ces deux vecteurs, lequel est égal à
(−3,12,−3). La solution est donc {(t, −4t, t)| t ∈ R}. (Pour rendre le résultat plus beau, on a divisé
le vecteur normal par −3, ce qui donne un autre vecteur normal.)

(d) Si u = (−4, 2, 7), v = (2, 1, 2) et w = (1, 2, 3), trouvez u · (v×w).

Solution: On a (−4, 2, 7) · (2, 1, 2)× (1, 2, 3) = (−4, 2, 7) · (−1,−4,3) = 17.

3.2 Résoudre les exercices suivants en utilisant le(s) produit(s) approprié(s).

(b) Trouvez l’aire du triangle dont les sommets sont A = (−1, 5, 0), B = (1, 0, 4) et C = (1, 4, 0).

Solution: Formule pour trouver l’aire du triangle ABC : c’est la moitié du produit vectoriel × des
vecteurs B−A et C−A. C’est donc 1

2∥(4,8,8)∥= 6.

(d) Trouvez le volume du parallélépipède formé par u = (1, 1, 0), v = (1, 0, −1) et w = (1, 1, 1).

Solution: Il s’agit simplement de la valeur absolue de u ·v×w. C’est donc 1.

3.3 Résoudre les exercices suivants.

(a) Trouvez le point d’intersection du plan dont l’équation cartésienne est 2x+2y− z = 5 avec la
droite d’équations paramétriques x = 4− t, y = 13−6t, z =−7+4t.
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Solution: Substituez x = 4− t, y = 13−6t et z =−7+4t dans 2x+2y− z = 5 puis résolvez pour
t. Une fois t trouvé, substituez-le dans x = 4− t, y = 13−6t et z =−7+4t pour obtenir (2, 1, 1).

(b) Si L est la droite passant par (1, 1, 0) et (2, 3, 1), trouvez le point d’intersection entre L et
le plan d’équation cartésienne x+ y− z = 1.

Solution: On trouve les équations paramétriques de L , puis on procède comme dans (a) pour
obtenir (1/2,0, −1/2).

(d) Déterminez si les plans d’équations cartésiennes 2x− 3y+ 4z = 6 et 4x− 6y+ 8z = 11 se
croisent ou non.

Solution: Non, pour les deux raisons suivantes : leurs vecteurs normaux sont parallèles et donc
ces plans sont aussi parallèles ; ils sont disjoints car leurs équations ne sont pas des multiples l’une de
l’autre.

(f) Trouvez la droite définie par l’intersection entre les plans d’équations cartésiennes 5x+7y−4z=
8 et x− y =−8.

Solution: Le vecteur directeur de cette droite est perpendiculaire aux deux vecteurs normaux et peut
donc être obtenu par le produit vectoriel de ces derniers. On a alors le vecteur normal (−4,−4,−12).
(Nous choisirons plutôt (1,1,3)). Il ne nous reste plus qu’à trouver un point sur cette droite. Pour ce faire,
il suffit de substituer x = y−8 dans x+11y−4z= 40 et de simplifier pour obtenir 3y−z= 12. On prend
z = 0 pour avoir le point (−4, 4, 0). La droite en question est donc {(−4, 4, 0)+ t(1, 1, 3), | t ∈ R}.

3.4 Résoudre les exercices suivants.

(b) Trouvez la distance entre le point Q=(−2, 5, 9) et le plan d’équation cartésienne 6x+2y−3z=
−8.

Solution: Choisissez un point quelconque P du plan, disons P = (0,−4,0). La distance entre Q et
le plan est la longueur de la projection de QP sur le vecteur normal au plan (6,2,−3). On obtient donc∣∣∣(Q−P) · (6,2,−3)
∥(6,2,−3)∥

∣∣∣= 3.

(d) Trouvez la distance entre le point P = (8, 6, 11) et la droite passant par les points Q = (0, 1, 3)
et R = (3, 5, 4).

Solution: (Dessinez une image) C’est la plus petite longueur parmi les deux vecteurs (Q−P)±
projR−Q(Q−P). On peut aussi résoudre l’équation 0 = (R−Q) · (P− (Q+ s(R−Q)) d’inconnue s,
puis trouver le point S = Q+ s(R−Q) sur la droite la plus proche de P et enfin calculer ∥P−S∥. Dans
les deux cas, la réponse est 7.

3.5 Trouvez les équations paramétriques et la forme vectorielle des droites suivantes :

(b) La droite passant par (−5, 0, 1) et parallèle aux deux plans d’équations cartésiennes 2x−4y+
z = 0 et x−3y−2z = 1.

Solution: Cette droite sera perpendiculaire aux deux vecteurs normaux et donc parallèle à leur
produit vectoriel. Par conséquent, les équations paramétriques sont x =−5+11t, y = 5t, z = 1−2t,
avec t ∈ R, et la forme paramétrique vectorielle est (−5, 0, 1)+ t(11,5,−2).
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3.6 Trouvez une équation cartésienne pour chacun des plans suivants :

(b) Le plan parallèle au vecteur (1,1,−2) et contenant les points P = (1,5,18) et Q = (4,2,−6).

Solution: C’est le plan passant par P et de vecteur normal parallèle au produit vectoriel de (1,1,−2)
avec P−Q. Un calcul simple permet d’obtenir l’équation 5x−3y+ z = 8 (après division par 6).

(d) Le plan contenant les deux droites {(t−1,6− t,−4+3t) | t ∈R} et {(−3−4t,6+2t,7+5t) |
t ∈ R}.

Solution: Choisissons un point sur l’une des deux droites, disons P = (−1,6,−4). On cherche
donc le plan passant par P et dont le vecteur normal est parallèle au produit vectoriel des vecteurs
directeurs des deux droites. Un calcul simple permet d’obtenir l’équation 11x+17y+2z = 83.

(f) Le plan contenant le point P = (1,−1,2) et la droite {(4,−1+2t,2+ t) | t ∈ R}.

Solution: Choisissons un point sur la droite, disons Q = (4,−1,2). On cherche donc le plan passant
par P et dont le vecteur normal est parallèle au produit vectoriel entre P−Q et le vecteur directeur
(0,2,1) de la droite. On obtient (après division par ±3) l’équation y−2z =−5.

(h) Le plan passant par le point P= (1, −7, 8) et perpendiculaire à la droite {(2+2t,7−4t,−3+t |
∈ R}.

Solution: C’est le plan passant par P et dont le vecteur normal est parallèle à un vecteur directeur
de la droite. On obtient l’équation 2x−4y+ z = 38.

3.7 Trouvez la forme vectorielle pour les plans dont les équations cartésiennes sont les suivantes :
(c’est-à-dire, trouvez un point a ∈ H et deux vecteurs non-nuls non-parallèles u,v ∈ R3 qui sont
parallèles au plan H. En conséquence H = {a+ su+ tv | s, t ∈ R}.)

(b) x− y−2z = 4.

Solution: Prenons a = (4,0,0) ∈ H. Pour u et v, il suffit de choisir deux vecteurs (non-nuls, non-
parallèles) perpendiculaires au vecteur normal (1,−1,−2). Donc u = (1,1,0) et v = (2,0,1) feront
l’affaire. Alors H = {(4,0,0)+ s(1,1,0)+ t(2,0,1) | s, t ∈R}. (Il y a bien sûr une infinité de réponses
correctes.)

3.8 Soient u,v et w des vecteurs quelconques de R3. Déterminez lesquels des énoncés suivants
pourrait être faux et donnez un exemple pour justifier chacune de vos réponses.

(1) u ·v = v ·u.

Solution: Ceci est toujours vrai.

(2) u×v = v×u.

Solution: Puisque u×v =−v×u est toujours valide, ceci n’est vrai que si u et v sont parallèles
ou si l’un des deux est nul. Pour obtenir un contre-exemple, prenons u = (1,0,0) et v = (0,1,0). Alors
u×v = (0,0,1) ̸= (0,0,−1) = v×u

(3) u · (v+w) = v ·u+w ·u.

Solution: Ceci est toujours vrai.
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(4) (u+2v)×v = u×v.

Solution: Ceci est toujours vrai, puisque v×v = 0 est toujours valable.

(5) (u×v)×w = u× (v×w).

Solution: C’est presque toujours faux. En effet, d’après la dernière question de cette série d’exer-
cices, elle est vraie seulement si (u ·w)v− (u · v)w = (w ·u)v− (w · v)u ⇐⇒ (u · v)w = (w · v)u.
Pour un contre-exemple, prenons u = (1,0,0) = v et w = (0,1,0). Alors (u× v)×w = (0,0,0) ̸=
(0,−1,0) = u× (v×w).

3.9 Soient u,v et w des vecteurs de R3. Lesquels des énoncés suivants sont (toujours) vrais ?
Justifiez vos réponses quand c’est VRAI et donnez un contre-exemple quand c’est FAUX.

(i) (u×v) ·v = 0.

Solution: Ceci est toujours vrai, car c’est une propriété du produit vectoriel qui est facile à vérifier.

(ii) (v×u) ·v =−1.

Solution: C’est toujours faux, car le côté gauche est toujours nul. Pour un contre-exemple, prenez
simplement u = v = 0.

(iii) (u×v) ·w est le volume du parallélépipède formé par u, v et w.

Solution: Pas toujours vrai. Les volumes étant toujours positifs, ceci n’est vrai que si (u×v) ·w =
|(u×v) ·w|. Donc si u = (1,0,0),v = (0,1,0) et w = (0,0,−1), alors (u×v) ·w =−1 ce qui ne peut
pas être le volume du cube unitaire...

(iv) ||u×v||= ||u|| ||v|| cosθ , où θ est l’angle entre u et v.

Solution: Ceci n’est vrai que si cosθ = sinθ , car il est toujours vrai que ||u×v||= ||u|| ||v|| sinθ ,
où θ est l’angle entre u et v. On prend donc u = (1,0,0) et v = (0,1,0) pour un contre-exemple.

(v) |u ·v|= |u|| ||v|| cosθ , où θ est l’angle entre u et v.

Solution: Ceci est toujours vrai.

Exercices du Chapitre 4
4.1 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la loi de l’addition indiquée.

(b) L = {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0} ; l’addition standard dans R2.

Solution: Ceci est vrai. Soient (x,y),(x′,y′) ∈ L. On a x−3y = 0 et x′−3y′ = 0. Puisque (x,y)+
(x′,y′) = (x+x′,y+y′) satisfait (x+x′)−3(y+y′) = (x−3y)+(x′−3y′) = 0+0 = 0, nous avons que
(x,y)+(x′,y′) ∈ L.

(d) S = {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0} ; l’addition standard dans R2.

Solution: C’est faux, car par exemple (1,2) et (−2,−1) appartiennent à S, mais leur somme (−1,1)
n’y appartient pas.

(f) K = {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} ; l’addition standard dans R3.

Solution: C’est faux, car par exemple (1,0,0) et (0,0,1) appartiennent à K mais leur somme
(1,0,1) n’y appartient pas.
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(h) M = {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; l’addition non-standard : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y−2).

Solution: C’est bien fermé pour l’addition non-standard (mais pas pour l’addition standard — voir
question (a)). En effet, soient u = (x,x+2) et v = (x′,x′+2) deux vecteurs quelconques de M. Alors
on a u+̃v = (x+ x′,(x+2)+(x′+2)−2) = (x+ x′,x+ x′+2) ∈M.

4.2 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la loi de la multiplication par scalaire
indiquée.

(b) L = {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0} ; la multiplication standard par scalaire dans R2.

Solution: Vrai ! Soient u = (x,y) ∈ L (et donc x−3y = 0) et k ∈ R. Alors ku = (kx,ky) satisfait
aussi kx−3(ky) = k(x−3y) = k0 = 0 et donc ku ∈ L.

(d) S = {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0} ; la multiplication par scalaire standard dans R2.

Solution: Il est fermé pour la multiplication par scalaire (bien qu’il ne soit pas fermé pour l’addition
— voir question 1(d)). Soient u = (x,y) ∈ S (et donc xy≥ 0) et k ∈ R n’importe quel scalaire. Alors
ku = (kx,ky) satisfait kx(ky) = k2xy≥ 0 puisque xy≥ 0 et k2 ≥ 0. Donc ku ∈ S.

(f) K = {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} ; la multiplication par scalaire standard dans R3.

Solution: Faux ! Par exemple u = (1,0,0) ∈ K mais 2u = (2,0,0) /∈ K.

(h) M = {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; la multiplication scalaire non-standard définie par :

k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Solution: C’est bien fermé pour cette multiplication par scalaire (mais pas pour la standard
— voir question (a)). En effet, soient u = (x,x+ 2) ∈ M et k ∈ R. Alors k ⊛ u = k ⊛ (x,x+ 2) =
(kx,k(x+2)−2k+2) = (kx,kx+2) ∈M !

4.3 Déterminez si les sous-ensembles suivants de F (R) = { f | f : R→ R} sont fermés pour
l’addition standard de fonctions dans F (R). (Rappelez-vous que F (R) est l’espace de toutes les
fonctions à valeurs réelles en une variable réelle ; c’est-à-dire toutes les fonctions avec domaine R et
valeurs dans R).

(b) T = { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

Solution: Faux, car par exemple la fonction constante f (x) = 1,∀x ∈ R, appartient à T mais f + f ,
qui est la fonction constante 2, n’y appartient pas.

(d) N = { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.

Solution: Vrai ! Soient f ,g ∈ N (et donc f (x)≤ 0 et g(x)≤ 0). Alors, puisque la somme de deux
nombres négatifs est toujours négative, on a ∀x ∈ R, ,( f +g)(x) = f (x)+g(x)≤ 0. D’où f +g ∈ N.

(f) O = { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.

Solution: C’est l’ensemble des fonctions dites « impaires ». Il est fermé pour l’addition. En
effet, soient f ,g ∈ O et donc ∀x ∈ R, f (−x) =− f (x) et g(−x) =−g(x). On a ∀x ∈ R,( f +g)(−x) =
f (−x)+g(−x) =− f (x)−g(x) =−( f (x)+g(x)) =−( f +g)(x). D’où f +g ∈ O.



284 Chapitre 25. Solutions aux questions avec une étoile

4.4 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la multiplication par scalaire standard
des fonctions dans F (R).

(b) T = { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

Solution: Ce n’est pas fermé pour la multiplication par scalaire. Par exemple, la fonction constante
égale à 1 appartient à T , mais si on la multiplie par le scalaire 2, on obtient la fonction constante égale
à 2, laquelle n’appartient pas à T .

(d) { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.

Solution: Ce n’est pas fermé pour la multiplication par scalaire (bien qu’il soit fermé pour l’addition
— voir question (d) de l’exercice précédent). Par exemple, la fonction constante g(x) = −1,∀x ∈ R,
appartient à N mais (−1)g, qui est la fonction constante 1, n’y appartient pas.

(f) O = { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.

Solution: Vrai ! Soit f ∈O et donc ∀x∈R, f (−x)=− f (x). Alors pour tout k∈R ∀x∈R,(k f )(−x)=
k( f (−x)) = k(− f (x)) =−k f (x) =−(k f )(x). D’où k f ∈ O.

4.5 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés sous l’opération standard d’addition de
matrices dans M22(R).

(b) S =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

Solution: C’est fermé pour l’addition. Soient A =
[

a b
c d

]
et B =

[
a′ b′

c′ d′

]
deux vecteurs de S. On

a a+d = 0 et a′+d′ = 0 et alors A+B =
[

a+a′ b+b′

c+ c′ d +d′

]
appartient à S car cette somme satisfait bien

(a+a′)+(d +d′) = (a+d)+(a′+d′) = 0+0 = 0.

(d) U =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad = 0

}
.

Solution: Faux, car par exemple, A =
[

1 0
0 0

]
et A =

[
0 0
0 1

]
appartiennent U , mais A+B =

[
1 0
0 1

]
n’y appartient pas.

4.6 Déterminez si les ensembles suivants sont fermés pour la multiplication par scalaire standard
des matrices dans M22(R).

(b)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

Solution: Vrai ! Soit A =
[

a b
c d

]
dans S (et donc a+ d = 0) et soit k ∈ R est un scalaire. Alors

kA =
[

ka kb
kc kd

]
satisfait ka+ kd = k(a+d) = k0 = 0 et donc kA ∈ S.

(d) U =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad = 0

}
.
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Solution: C’est fermé pour la multiplication par scalaire (mais pas fermé pour l’addition — voir
question (d) de l’exercice précédent). Soit A =

[
a b
c d

]
∈U (et donc ad = 0) et soit k ∈ R un scalaire.

Alors kA =
[

ka kb
kc kd

]
satisfait (ka)(kd) = k2(ad) = k20 = 0 et donc kA ∈U .

4.7 Les ensembles suivants sont munis des lois d’addition et de multiplication scalaire indiquées
(dites « opérations vectorielles » ). Dans chaque cas, vérifiez s’il existe un vecteur nul 0 dans le
sous-ensemble. Sinon, donnez un argument qui justifie votre réponse.

(Remarque : dans les deux dernières questions, comme les opérations vectorielles ne sont pas
standards, le vecteur nul ne sera probablement pas celui auquel vous êtes habitués !)

(b) L = {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0} ; opérations vectorielles standards dans R2.

Solution: Puisque les opérations sont standards, le vecteur nul 0 est bien le vecteur est (0,0).
Comme 0−3(0) = 0, on a bien (0,0) ∈ L.

(d) S = {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0} ; opérations vectorielles standards dans R2.

Solution: Puisque les opérations sont standards, le vecteur nul 0 est bien (0,0). Comme 0 ·0= 0≥ 0,
on a bien (0,0) ∈ S.

(f) K = {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} ; opérations vectorielles standards dans R3.

Solution: Puisque les opérations sont standards, le vecteur nul 0 est bien (0,0,0). Cependant,
0+2(0)+0 = 0 ̸= 1 et donc (0,0,0) /∈ K.

(h) M = {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; Addition : (x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′−2). Multiplication
des vecteurs par les scalaires k ∈ R : k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Solution: Puisque les opérations ne sont pas standards, il est peu probable que le vecteur nul
0̃ soit encore (0,0). Découvrons ce que cela pourrait être. Nous avons besoin de 0̃ = (a,b) tel que
(x,y)+̃(a,b) = (x,y) pour tous les (x,y) ∈M. Il faudrait alors avoir (x,x+2)+̃(a,b) = (x,x+2) pour
tout x ∈R. On a (x,x+2)+̃(a,b) = (x+a,(x+2)+b−2) = (x+a,x+b) et donc (x,x+2)+̃(a,b) =
(x,x+ 2) ssi x = x+ a et x+ b = x+ 2 pour tout x ∈ R. Ceci donne a = 0 et b = 2. D’où le vecteur
0̃ = (0,2) est le vecteur nul dans ce cas. De plus, comme vous pouvez le voir, on a bien (0,2) ∈M,
donc cet ensemble avec ces opérations non-standards admet en effet un vecteur nul !

4.8 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :

(a) Pour chacun des sous-ensembles de l’exercice 3, déterminez si la fonction nulle (dénotons-la
par 0) de F (R) y appartient.

(3b) T = { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

Solution: Depuis 0(2) = 0 ̸= 1, donc cet ensemble ne contient pas la fonction nulle.

(3d) { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.

Solution: Depuis 0(x) = 0≤ 0 qui est vraie pour tout x ∈R, donc on voit que cet ensemble contient
bien la fonction nulle.

(3f) O = { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.

Solution: Comme 0(−x) = 0 =−0 =−0(x) pour tout x ∈ R, on a bien que cet ensemble contient
la fonction nulle.
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4.9 Les ensembles suivants sont munis des lois d’addition et de multiplication par scalaire indiquées
(dites « opérations vectorielles » ). Dans chaque cas, si possible, vérifiez si l’opposé de tout vecteur du
sous-ensemble appartient aussi à ce sous-ensemble.

Encore une fois, comme les opérations vectorielles ne sont pas standards, l’opposé d’un vecteur ne
sera probablement pas celui auquel vous penserez au début.

(a) M = {(x,x+2) ∈ R2 | x ∈ R} ; Addition :

(x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y−2).

Multiplication par scalaire k ∈ R : k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Solution: Pour trouver l’opposé d’un vecteur (s’il existe), il faudrait d’abord déterminer le vecteur
nul 0. Mais nous avons déjà trouvé ceci dans la question (h) de l’exercice 7 : 0̃ = (0,2) est le vecteur
nul de M. Pour trouver l’opposé d’un vecteur u = (x,x+ 2) ∈ M, nous devons résoudre l’équation
(x,x+2)+̃(c,d)= 0̃=(0,2) pour c et d. Mais (x,x+2)+̃(c,d)= (x+c,(x+2)+d−2)= (x+c,x+d),
et donc nous aurons besoin de x+ c = 0 et x+d = 2. Ainsi, c = −x et d = 2− x. D’où l’opposé de
(x,x+2) est (−x,2− x).

Pour conclure, on réécrit 2− x = (−x)+ 2 pour avoir (−x,2− x) de la forme (x′,x′+ 2) (posez
x′ = −x). C’est donc un élément de M. D’où cet ensemble contient bien l’opposé de chacun de ces
éléments !

4.10 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :

(b) Déterminez si les sous-ensembles de F (R) à l’exercice 3, munis des opérations vectorielles
standards de F (R), sont des espaces vectoriels.

(3b) T = { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

Solution: Puisque cet ensemble ne contient pas une fonction nulle 0 (voir question 8 (a)), cet
ensemble ne peut pas être un espace vectoriel.

(3d) { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (x)≤ 0}.

Solution: Nous avons vu à la question 4 (d) que cet ensemble n’est pas fermé pour la multiplication
par scalaire, donc il ne peut pas être un espace vectoriel.

(3f) O = { f ∈F (R) | pour tout x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.

Solution: Nous avons vu dans les questions précédentes que l’ensemble O est fermé pour l’addition
et la multiplication par scalaire et qu’il admet un vecteur nul 0. Il reste à vérifier l’existence de l’opposé
et les 6 critères d’arithmétiques.

Pour voir que O contient l’opposé de tout vecteur f ∈ O, définissez la fonction g : R→ R par
g(x)=− f (x),∀x∈R. Il est clair que f +g= 0, il reste donc à vérifier que g∈O. Mais, ∀x∈R,g(−x)=
− f (−x) =−(− f (x)) = f (x) =−g(x). Donc on a bien g ∈ O, et O contient l’opposé de f . CQFD.

Les critères d’arithmétiques sont des identités valables pour toutes les fonctions dans F (R), donc
en particulier pour le sous-ensemble O.

Ainsi O, muni des opérations standards héritées de F (R), est bien un espace vectoriel.

4.11 Justifiez clairement vos réponses aux questions suivantes :
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(a) Soit V = R2 muni des lois suivante. Addition :

(x,y)+̃(x′,y′) = (x+ x′,y+ y′−2).

Multiplication par scalaire, pour k ∈ R,

k⊛ (x,y) = (kx,ky−2k+2).

Vérifiez que R2, avec ces nouvelles lois, est encore un espace vectoriel.

Solution: Il est clair que R2 avec ces opérations est fermé sous ces opérations — les vecteurs
résultants sont tous dans R2. Nous avons vu aussi à la question 7(h) que le vecteur 0̃ = (0,2) représente
le vecteur nul dans le sous-ensemble que nous avons appelé M. Il est facile de vérifier qu’il est aussi le
vecteur nul de R2 muni de ces même opérations non-standards. Nous avons également vu à la question
9(a) que l’opposé de (x,y) était (−x,2− y), et vous pouvez vérifier que cela fonctionne encore pour R2

tout entier.
Il nous ne reste plus qu’à vérifier les 6 axiomes d’arithmétique. Nous n’en vérifions que trois et

nous laissons les autres aux soins du lecteur.
Vérifions l’axiome de distributivité : k⊛ (u+̃v) = k⊛u+̃k⊛v.
On a

k⊛ ((x,y)+̃(x′,y′)) = k⊛ (x+ x′,y+ y′−2)

= (k(x+ x′),k(y+ y′−2)−2k+2)

= (kx+ kx′,ky+ ky′−2k−2k+2)

= (kx+ ky,(ky−2k+2)+(ky′−2k+2)−2)

= (kx,ky−2k+2)+̃(kx′,ky′−2k+2)

= k⊛ (x,y)+̃k⊛ (x′,y′) .

D’où la distributivité est vérifiée !
On a bien aussi l’axiome : 1⊛u = u :

1⊛ (x,y) = (x,y−2(1)+2) = (x,y) .

Le dernier qu’on vérifiera est le suivant : pour tous k, l ∈ R et u ∈ R2,

(k+ l)⊛u = (k⊛u)+̃(l ⊛u).

On a
(k+ l)⊛ (x,y) = ((k+ l)x,(k+ l)y−2(k+ l)+2)

= (kx+ lx,ky+ ly−2k−2l +2)

= (kx+ lx,(ky−2k+2)+(ly−2l +2)−2)

= (kx,ky−2k+2)+̃(lx, ly−2l +2)

= (k⊛ (x,y)+̃(l ⊛ (x,y)),

comme voulu. D’où le résultat.
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Exercices du Chapitre 5
Notez que dans ce qui suit, on a utilisé le Théorème 6.4.1 de manière intensive. Je vous suggère de

lire le prochain chapitre afin de vous familiariser avec ce résultat très utile !

5.1 Pour chacun des sous-ensembles suivants, déterminez si c’est un sous-espace de l’espace
vectoriel indiqué. (Supposez que l’espace vectoriel possède les opérations standard, sauf indication
contraire.)

(b) {(x,x−3) ∈ R2 | x ∈ R} ; R2.

Solution: Comme il ne contient pas 0 = (0,0), il ne peut pas être un sous-espace de R2.

(e) {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0} dans R2.

Solution: C’est la droite de R2 passant par l’origine ; c’est donc bien un sous-espace de R2. Une
autre preuve est la suivante. On a {(x,y) ∈ R2 | x−3y = 0}= {(3y,y) | y ∈ R}= {y(3,1) | y ∈ R}=
Vect{(3,1)} ; c’est donc bien un sous-espace de R2.

(g) {(x,y) ∈ R2 | xy≥ 0} dans R2.

Solution: On a vu dans les exercices précédents que cet ensemble n’est pas fermé pour l’addition
et donc il ne peut pas être un sous-espace de R2.

(i) {(x,y,z) ∈ R3 | x+2y+ z = 1} dans R3.

Solution: Cet ensemble ne contient pas 0 = (0,0,0) et donc ne peut pas être un sous-espace de R2.

(k) W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0} dans R4.

Solution: On a

W = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x = y− z+w}
= {(y− z+w,y,z,w,) | y,z,w ∈ R}
= {y(1,1,0,0)+ z(−1,0,1,0)+w(1,0,0,1) | y,z,w ∈ R}
= Vect{(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)}

et donc c’est un sous-espace de R4.

5.2 Pour chacun des sous-ensembles suivants, déterminez si c’est un sous-espace de F (R) = { f |
f : R→R} munis ses opérations vectorielles standards. (Ici, vous devrez utiliser le test du sous-espace,
sauf peut être pour la dernière question.)

(b) { f ∈F (R) | f (2) = 1}.

Solution: Cet ensemble ne contient pas la fonction nulle 0, il ne peut donc pas être un sous-espace
de F (R).

(d) { f ∈F (R) | for all x ∈ R, f (x)≤ 0}.

Solution: On a vu dans les exercices précédents que cet ensemble n’est pas fermé pour la multipli-
cation par scalaire, donc il ne peut pas être un sous-espace de F (R).

(f) O = { f ∈F (R) | For all x ∈ R, f (−x) =− f (x)}.
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Solution: Référez-vous aux solutions des exercices du chapitre précédent : questions 3(f), 4(f) et
8(a). Combinez ces réponses et vous verrez que le test du sous-espace est vérifié. Donc O est bien un
sous-espace de F (R).

(h) P= {p ∈F (R) | p est polynôme en la variable x}

Solution: Puisque la fonction nulle est également une fonction polynomiale, on a bien 0 ∈ P. Noter
que la somme de deux fonctions polynomiales quelconques est à nouveau une fonction polynomiale, ce
qui montre que P est fermé pour l’addition. Enfin, il est également clair qu’un multiple scalaire d’une
fonction polynomiale est à nouveau une fonction polynomiale et donc P est fermé par multiplication
scalaire. Par conséquent, par le test du sous-espace, P est bien un sous-espace de F (R).

(On aurait pu aussi noter que P s’écrit P= Vect{xn | n = 0,1,2, . . .} et qu’il s’agit donc d’un sous-
espace de F (R). On ne parlera pas souvent de l’enveloppe linéaire engendrée par un ensemble infini
K de vecteurs, mais la définition de VectK est la même : c’est l’ensemble de toutes les combinaisons
linéaires en un nombre (fini) de vecteurs de K.)

5.3 Déterminez si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces de

P= {p ∈F (R) | p est une fonction polynomiale en la variable x},

munis de ses opérations vectorielles standards. (Dans certaines questions, vous pourrez utiliser le fait
que tout ce qui est de la forme Vect{v1, . . . ,vn} est un sous-espace).

(b) {p ∈ P | deg(p)≤ 2}.

Solution: {p ∈ P | deg(p)≤ 2}= {a+bx+cx2 | a,b,c ∈R}= Vect{1,x,x2}, c’est donc bien un
sous-espace de P.

(d) {p ∈ P2 | p(1) = 0}.

Solution: Comme p(1) = 0, alors x−1 divise p. Par division euclidienne, on peut alors réécrire cet
ensemble comme {p ∈ P2 | p(1) = 0}= {(x−1)q(x) | degq≤ 1}= {(x−1)(a+bx) | a,b ∈ R}=
{a(x−1)+bx(x−1) | a,b ∈ R}= Vect{x−1,x(x−1)}. Donc c’est bien un sous-espace de P.

(f) G = {p ∈ P3 | p(2) p(3) = 0}.

Solution: Cet ensemble n’est pas fermé pour l’addition. Par exemple, (x−2) et (x−3) appartiennent
tous deux à G, mais leur somme, r(x) = 2x−5, n’y appartient pas car r(2)r(3) = (−1)(1) =−1 ̸= 0.
Par conséquent, G est n’est pas un sous-espace de P.

(h) {p ∈ P2 | p(1)+ p(−1) = 0}.

Solution: {p ∈ P2 | p(1)+ p(−1) = 0} = {a+ bx+ cx2 | a,b,c ∈ R et a+ b+ c+ a− b+ c =
0}= {a+bx+ cx2 | a,b,c ∈ R et a+ c = 0}= {a+bx−ax2 | a,c ∈ R}= Vect{1− x2,x}, donc cet
ensemble est un sous-espace de P.

5.4 Déterminez si les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces de M22(R) munis des opéra-
tions standards. (Si vous avez lu les chapitres suivants, dans certaines questions, vous serez capables
d’utiliser le fait que tout ensemble qui est de la forme Vect{v1, . . . ,vn} est un sous-espace).

(b) X =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a = d = 0 & b =−c

}
.
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Solution: X =
{[

0 −c
c 0

]
∈M22(R)

∣∣∣ c ∈ R
}
= Vect{

[
0 −1
1 0

]
} et alors X est un sous-espace de

M22(R).

(d)

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ bc = 1

}
.

Solution: Cet ensemble ne contient pas la matrice nulle 0 =
[

0 0
0 0

]
et donc ne peut pas être un

sous-espace de M22(R).

(f) Z =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ ad−bc = 0

}
.

Solution: Cet ensemble n’est pas fermé pour l’addition. Par exemple les matrices A =
[

1 0
0 0

]
et

B =
[

0 0
0 1

]
appartiennent à Z, mais A+B =

[
1 0
0 1

]
ne l’est pas. D’où Z n’est pas un sous-espace de

M22(R).

Exercices du Chapitre 6
6.1 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

(b) Le vecteur (1,2) est-il une combinaison linéaire de (1,1) et (2,2)?

Solution: Non, car si on avait (1,2) = a(1,1)+b(2,2), alors on aurait a+2b = 1 et a+2b = 2, ce
qui est impossible.

(d) Le vecteur (1,2,2,3) est-il une combinaison linéaire de (1,0,1,2) et (0,0,1,1)?

Solution: Non, puisque toute combinaison linéaire de (1,0,1,2) et (0,0,1,1) aura 0 comme
deuxième composante, mais la deuxième composante de (1,2,2,3) est 2 ̸= 0.

(f) La matrice C =
[

1 2
2 3

]
est-elle une combinaison linéaire de A =

[
1 0
1 2

]
et de B =

[
0 1
0 1

]
?

Solution: Non, car si C = kA+ lB pour k, l ∈ R, alors en comparant les entrées (1,1) et (2,1) des
deux côtés, on obtient k = 1 et k = 2, ce qui est impossible.

(h) Le polynôme 1+ x2 est-il une combinaison linéaire de 1+ x− x2 et x ?

Solution: Non, car si 1+ x2 = a(1+ x− x2)+bx, alors (a+1)x2− (a+b)x+1−a = 0 pour tout
x ∈ R. Mais une équation quadratique non nulle admet au plus deux racines, donc le polynôme ne peut
pas être de degré deux et a+1 = 0. Ainsi −(a+b)x+1−a = 0 pour tout x ∈ R. Mais de même, une
équation linéaire non-nulle a au plus une racine, donc ce n’est pas un polynôme de degré 1 et a+b = 0.
On se retrouve donc avec 1−a = 0 ce qui est impossible car on aussi a+1 = 0.

(j) La fonction sinx est-elle une combinaison linéaire de la fonction constante 1 et de cosx ?

Solution: Non. Supposons qu’il existe des scalaires a,b ∈ R tels que pour tout x ∈ R on ait
sinx = a1+bcosx . En particulier pour x = 0 on obtient l’équation a+b = 0 et pour x = π on obtient
l’équation a−b = 0. Ceci implique que a = b = 0 et alors sinx = 0, pour tout x ∈R, ce qui est absurde
(car par exemple sin(π

2 ) = 1 ̸= 0).

(l) Si u, v et w sont des vecteurs quelconques d’un espace vectoriel V , le vecteur u−v est-il une
combinaison linéaire de u, v et w?
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Solution: Oui, car u−v = (1)u− (1)v+(0)w.

6.2 Justifiez vos réponses aux questions suivantes.

(b) Est-ce que l’assertion « (3,4) ∈ Vect{(1,2)} » est vraie? (Notez que c’est la même assertion
que dans la question précédente mais écrite en utilisant les notations mathématiques).

Solution: Non, car si (3,4) ∈ Vect{(1,2)}, alors (3,4) = a(1,2) pour un certain a ∈ R. Ceci
implique que a = 3 et a = 2 ; contradiction.

(d) Combien de vecteurs appartiennent à Vect{(1,2)}?

Solution: Il y a une infinité de vecteurs dans Vect{(1,2)} = {a(1,2) | a ∈ R}, car pour deux
scalaires a ̸= a′ on a a(1,2) ̸= a′(1,2).

(f) Est-ce que {(1,2)} est un sous-ensemble de Vect{(1,2)}?

Solution: Oui, car (1,2) est clairement un multiple de (1,2) et donc (1,2) ∈ Vect{(1,2)} =
{a(1,2) | a ∈ R}.

(h) Supposons que S soit un sous-ensemble d’un espace vectoriel V . Si S = Vect{S}, expliquez
pourquoi S doit être un sous-espace de V .

Solution: Comme toute enveloppe linéaire est un sous-espace, alors Vect{S} est un sous-espace.
D’où S est aussi un sous-espace puisque S = Vect{S}.

6.3 Donnez deux ensembles distincts finis générateurs pour chacun des sous-espaces suivants.
(Notez qu’il y a une infinité de choix pour le deuxième ensemble. On ne donne ici qu’un seul.)

(b) {(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}.

Solution: Comme

{(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}= {(x,3x) | x ∈ R}= {x(1,3) | x ∈ R}= {a(2,6) | a ∈ R},

alors {(1,3)} et {(2,6)} sont générateurs de {(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}.

(d) U = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}.

Solution: On a vu dans la question 1(k) que

{(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}= Vect{(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} .

Donc {(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} engendre U . Maintenant, si on multiplie les vecteurs
générateurs par un scalaire non-nul, on obtient encore un ensemble générateur. Par exemple, l’ensemble
{(2,2,0,0),(−3,0,3,0),(4,0,0,4)} aussi engendre U .

(f) X =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a = d = 0 & b =−c

}
.

Solution: On a vu dans la question 4(b) que X = Vect
{[

0 −1
1 0

]}
, donc

{[
0 −1
1 0

]}
est un ensemble

qui engendre X . Comme dans (d), l’ensemble
{[

0 −2
2 0

]}
est aussi générateur.
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(h) V =

{[
a 0
0 b

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a,b ∈ R

}
.

Solution: Comme V =
{

a
[

1 0
0 0

]
+b
[

0 0
0 1

] ∣∣∣∣∣ a,b∈R}, on a que
{[

1 0
0 0

]
,
[

0 0
0 1

]}
est un ensemble

qui engendre V . Un deuxième ensemble générateur est
{[

2 0
0 0

]
,
[

0 0
0 3

]}
.

(j) U =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+b+ c+d = 0

}
.

Solution:
Puisque

U =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a =−b− c−d

}
=

{[
−b− c−d b

c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b,c,d ∈ R

}
,

on a

U =

{
b
[
−1 1
0 0

]
+c
[
−1 0
1 0

]
+d
[
−1 0
0 1

] ∣∣∣∣∣ b,c,d ∈R

}
= Vect

{[
−1 1
0 0

]
,

[
−1 0
1 0

]
,

[
−1 0
0 1

]}

et donc
{[
−1 1
0 0

]
,
[
−1 0
1 0

]
,
[
−1 0
0 1

]}
engendre U . Clairement

{[
−2 2
0 0

]
,
[
−1 0
1 0

]
,
[
−2 0
0 2

]}
est un

ensemble différent (même si, et seulement si, ils ont un vecteur en commun), et il engendre aussi U .
Rappel : deux ensembles sont identiques s’ils contiennent exactement les mêmes éléments.

(l) Pn = {p | p est un polynôme avec deg(p)≤ n}.

Solution: De Pn = {a0+a1x+· · ·anxn | a0,a1, . . . ,an ∈R}=Vect{1,x, . . . ,xn}, on a que {1,x, . . . ,xn}
engendre Pn. Clairement {2,x, . . . ,xn} en est un autre.

(n) Y = {p ∈ P3 | p(2) = p(3) = 0}.

Solution: Comme p(2) = p(3) = 0, on peut dire que

Y = {(x−2)(x−3)q(x) | degq≤ 1}= {(x−2)(x−3)(a+bx) | a,b ∈ R}

et donc Y = {a(x−2)(x−3)+bx(x−2)(x−3) | a,b∈R}= Vect{(x−2)(x−3),x(x−2)(x−3)}. On
peut alors conclure que {(x−2)(x−3),x(x−2)(x−3)} engendre Y . Pour un autre ensemble générateur
pour Y on peut prendre {2(x−2)(x−3),x(x−2)(x−3)} par exemple.

(p) W = Vect{sinx,cosx}.

Solution: Celle-ci est facile ! La définition de W nous donne explicitement un ensemble générateur,
à savoir {sinx,cosx}. De plus, l’ensemble {sinx,2cosx} est différent et engendre aussi W .

(r) Z = Vect{1,sin2 x,cos2 x}.

Solution: Là encore, on nous en donne un premier ensemble : {1,sin2 x,cos2 x}. Un autre ensemble
plus petit qui engendre Z est {1,sin2 x}, puisque cos2 x = 1− sin2 x. (Tout ce qui est dans Z est de la
forme a+bsin2 x+ ccos2 x pour certains a,b,c ∈ R. Mais a+bsin2 x+ ccos2 x = a+bsin2 x+ c(1−
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sin2 x) = (a+ c)+(b− c)sin2 x et donc tout vecteur de Z est en fait une combinaison linéaire de 1 et
de sin2 x.)

6.4 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

(b) Supposons que u et v appartiennent à un espace vectoriel V . Montrez soigneusement que
Vect{u,v}= Vect{u−v,u+v}. Autrement dit, vous devez montrer que :

(i) si w ∈ Vect{u,v}, alors w ∈ Vect{u−v,u+v} ;
(ii) et si w ∈ Vect{u−v,u+v}, alors w ∈ Vect{u,v}.

Solution: (i) Si w ∈ Vect{u,v}, alors w = au+bv pour certains scalaires a et b. Mais

au+bv =
(a−b)

2
(u−v)+

(a+b)
2

(u+v)

et alors w ∈ Vect{u−v,u+v}.
(ii) Si w ∈ Vect{u−v,u+v}, alors w = a(u−v)+b(u+v) pour certains scalaires a et b. Mais

a(u−v)+b(u+v) = (a+b)u+(b−a)v ∈ Vect{u,v}

et alors w ∈ Vect{u,v}.

(d) Supposons que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que u ∈ Vect{v,w}.

Solution: Comme Vect{u,v,w} = Vect{v,w} et u = 1u+ 0v+ 0w ∈ Vect{u,v,w}, alors u ∈
Vect{v,w}.

(f) Montrez que xn+1 /∈ Pn. 1

Solution: Supposons xn+1 ∈Pn. Alors xn+1 = a0+a1x+ · · ·+anxn pour certains scalaires a0, . . . ,an.
Réécrivez ceci comme

a0 +a1x+ · · ·+anxn− xn+1 = 0

qui est vrai pour tout x réel ! Mais un polynôme non-nul de degré n+1 (ce que nous avons ici) a au
plus n+1 racines distinctes ; c’est-à-dire, a0 +a1x+ · · ·+anxn− xn+1 = 0 pour au plus n+1 nombres
réels différents x. Mais il y a plus de n+1 nombres dans R, pour n’importe quel n aussi grand que ce
que l’on veut. Nous avons donc une contradiction et donc notre hypothèse que xn+1 ∈ Pn est forcément
fausse. D’où xn+1 /∈ Pn.

(h) Supposons pour le moment (nous le prouverons plus tard) que si W est un sous-espace d’un
espace vectoriel V et que V est engendré par un ensemble fini de vecteurs, alors W est aussi engendré
par un nombre fini de vecteurs.

Utilisez ce fait et la question précédente pour montrer que F (R) n’admet aucun ensemble fini de
générateurs.

Solution: Supposons que F (R) soit engendré par un ensemble fini. Puisque P est un sous-espace
de F (R), alors P doit aussi être engendré par un ensemble fini. Mais la question (f) indique que cela est
impossible et donc, par l’absurde, on a montré que F (R) ne peut être aussi engendré par un ensemble
fini !

1. Indication : généraliser l’idée de l’indice dans l’exercice précédent. Rappelez-vous que tout polynôme non-nul de
degré n+1 admet au plus n+1 racines distinctes.
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Exercices du Chapitre 7
7.1 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans l’espace vectoriel indiqué ?

(Si vous dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites que l’ensemble
est linéairement dépendant, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui
justifie votre réponse. Par exemple, si vous dites que {v1,v2,v3} est linéairement dépendant, vous devez
donner une relation comme v1−2v2 +v3 = 0 ou v1 = 2v2−v3.)

(b) {(1,1),(2,2)} ; R2.

Solution: Cet ensemble est LD car 2(1,1)− (2,2) = 0.

(d) {(1,1),(1,2),(1,0)} ; R2.

Solution: Cet ensemble est LD car 2(1,1)− (1,2),−(1,0) = 0

(f) {(1,1,1),(1,0,3),(0,0,0)} ; R3.

Solution: Cet ensemble est LD car il contient le vecteur nul 0. Voici une relation de dépendance
non-triviale

0(1,1,1)+0(1,0,3)+1(0,0,0) = 0 .

(h) {(1,1,1),(1,0,3),(0,3,4)} ; R3.

Solution: Cet ensemble est LI. En fait, on a si a(1,1,1) + b(1,0,3) + c(0,3,4) = (0,0,0), en
comparant les composantes de deux côtés, on obtient les équations a+b= 0, a+3c= 0 et a+3b+4c=
0. Ce système d’équations n’a qu’une seule solution : la solution triviale a = b = c = 0.

(j) {(0,−3),(3,0)} ; R2.

Solution: Cet ensemble est LI car la relation a(0,−3)+b(3,0) = (0,0) implique 3b= 0 et−3a= 0,
donc a = b = 0.

(l) {(1,0,0),(2,0,−2)} ; R3.

Solution: Cet ensemble est LI car a(1,0,0)+b(2,0,−2) = (0,0,0) entraine a+2b = 0 et−2b = 0,
donc a = b = 0 est la seule solution.

7.2 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans M22(R)? (Si vous
dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites que l’ensemble est
linéairement dépendant, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui justifie
votre réponse. Par exemple, si vous dites que {A1,A2,A3} est LD, vous devez donner une relation
comme A1−2A2 +A3 = 0 ou A1 = 2A2−A3.)

(b)
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]
,

[
1 −2
−1 0

]}
.

Solution: Cet ensemble est indépendant. En effet, supposons que a
[

1 0
1 2

]
+b
[

0 1
0 1

]
+c
[

1 −2
−1 0

]
=[

0 0
0 0

]
pour certains a,b,c. Ceci produit les quatre équations a+ c = 0, b− 2c = 0, a− c = 0 et

2a+ b = 0. La 1ère et la 3e impliquent que a = c = 0, et en utilisant cette condition dans la 2nde
équation, on obtient aussi b = 0. D’où la solution triviale a = b = c = 0.

(d)
{[1 0

0 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]
,

[
0 0
0 1

]}
.
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Solution: Nous avons vu en cours que cet ensemble est LI. Regardez vos notes de cous.

7.3 Lesquels des ensembles suivants sont linéairement indépendants dans M22(R)? (Si vous
dites qu’ils le sont, vous devez le prouver en utilisant la définition. Si vous dites que l’ensemble est
linéairement dépendant, vous devez donner une relation de dépendance linéaire non-triviale qui justifie
votre réponse. Par exemple, si vous dites que { f1, f2, f3} est LD, vous devez donner une relation comme
f1−2 f2 + f3 = 0 ou f1 = 2 f2− f3.)

(b) {1,1+ x,x2} ; P2.

Solution: Cet ensemble de polynômes est LI. En effet, supposons que a1+b(1+x)+cx2 = 0 pour
tout x ∈R. Alors (a+b)+bx+cx2 = 0 pour tout x ∈R. Or, un polynôme non-nul de degré 2 admet au
plus 2 racines différentes. Mais (a+b)+bx+ cx2 = 0 en admet une infinité. Donc ce polynôme doit
être le polynôme nul. Cela signifie que a+b = 0, b = 0 et c = 0 ce qui implique que a = b = c = 0.

(d) {1,sinx,2cosx} ; F (R).

Solution: Cet ensemble est LI. Supposons que a1+ bsinx+ c2cosx = 0 pour tout x ∈ R. En
particulier, en x = 0, on obtient l’équation a+2c = 0 ; en x = π , on obtient a−2c = 0 ; et en x = π

2 , on
obtient a+b = 0. Les deux premières équations impliquent que a = c = 0 et puis la dernière entraine
que b = 0. Donc a1+bsinx+c2cosx = 0 pour tout x ∈R implique la solution triviale a = b = c = 0.

(f) {cos2x,sin2 x,cos2 x} ; F (R).

Solution: Cet ensemble est LD. Rappelez-vous de la formule suivante : cos2x = cos2 x− sin2 x qui
est vérifiée pour chaque x ∈ R. On a donc l’identité sin2x+ sin2 x− cos2 x = 0, pour tout x ∈ R. Ceci
montre que trois fonctions cos2x,sin2 x et cos2 x sont linéairement dépendantes.

(h) {sin2x,sinxcosx} ; F (R).

Solution: Rappelez-vous la formule suivante : sin2x = 2sinxcosx qui est vraire pour tout x ∈ R.
On a donc l’identité sin2x−2sinxcosx = 0, pour tout x ∈ R. Ceci montre que deux fonctions sin2x et
sinxcosx sont linéairement dépendantes.

7.4 Justifiez clairement vos réponses pour les questions suivantes.

(b) Supposons que, dans un espace vectoriel V , le sous-ensemble {v1, . . . ,vk} ⊂V soit LI. Montrez
soigneusement que le sous-ensemble {v2, . . . ,vk} (sans v1) est aussi LI.

Solution: Supposons que c2v2 + c3v3 + · · ·+ ckvk = 0 pour certains scalaires c2, . . . ,ck. Alors il
est également vrai que 0v1 + c2v2 + c3v3 + · · ·+ ckvk = 0. Mais comme {v1, · · · ,vk} est linéairement
indépendant, cela implique que tous les scalaires ci doivent être nuls ; c’est-à-dire 0 = c2 = c3 = · · ·=
ck = 0. en particulier c2 = c3 = · · · = ck = 0, la solution triviale. D’où {v2, . . . ,vk} est linéairement
indépendant.

(d) Donnez un exemple d’un sous-ensemble LI {v1,v2} de R3 et d’un vecteur v ∈ R3 tels que
l’ensemble {v,v1,v2} soit LD.

Solution: Posons v1 = (1,0,0),v2 = (0,1,0) et v = (1,1,0). Alors {(1,0,0),(0,1,0)} est LI, mais
{(1,1,0),(1,0,0),(0,1,0)} ne l’est pas car on a la relation (1,1,0)− (1,0,0)− (0,1,0) = (0,0,0) ou
(1,1,0) = (1,0,0)+(0,1,0).
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(f) Donnez un exemple d’un sous-ensemble LI {p,q} de P2 et d’un polynôme r ∈ P2 tels que
l’ensemble {p,q,r} soit LD.

Solution: On pose p(x) = 1,q(x) = x et r(x) = 1+ x. Alors {1,x} LI, mais {1,x,1+ x} ne l’est
pas car 1+ x− (1+ x) = 0 pour tout x ∈ R.

Exercices du Chapitre 8

8.1 Justifiez vos réponses aux questions suivantes. (Le cadre de travail est un espace vectoriel
général V .)

(b) Supposons que u ∈ Vect{v,w}. Montrez soigneusement que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}.

Solution: On montre, sous l’hypothèse u ∈ Vect{v,w}, les deux inclusions suivantes :

Vect{v,w} ⊆ Vect{u,v,w} et Vect{u,v,w} ⊆ Vect{v,w} .

Tout d’abord, notez qu’il est toujours vrai que Vect{v,w} ⊆ Vect{u,v,w}, puisque toute combinaison
linéaire en v et w, disons av+bw, a,b ∈ R, est aussi une combinaison linéaire en u, v et w. Pour voir
cela il suffit d’écrire av+bw = 0u+av+bw. (Jusqu’ici, nous n’avons pas eu besoin de l’hypothèse
u ∈ Vect{v,w}).

Pour montrer l’autre inclusion, nous devons montrer que toute combinaison linéaire en u, v et w
est également une combinaison linéaire en v et w. Pour cela, nous aurons besoin de l’appartenance
u∈Vect{v,w}. Supposons avoir une combinaison linéaire quelconque en u, v et w, disons au+bv+cw
avec a,b,c ∈ R. Puisque u ∈ Vect{v,w}, nous avons également u = dv+ ew pour certains scalaires
e,d. Donc in a

au+bv+ cw = a(dv+ ew)+bv+ cw = (b+ad)v+(c+ae)w,

ce qui montre que toute combinaison linéaire simplement en u, v et w est également une combinaison
linéaire en v et w. Donc Vect{u,v,w} ⊆ Vect{v,w}. CQFD.

(Notez que cette dernière conclusion n’est vraie que si u ∈Vect{v,w}. Par exemple, si u = (1,0,0),
v = (0,1,0) et w = (0,0,1), alors R3 = Vect{u,v,w} ̸⊂ Vect{v,w}, car ce dernier est le plan yz et que
u est parallèle à l’axe des x.)

(d) Supposons que Vect{v,w}= Vect{u,v,w}. Montrer soigneusement que {u,v,w} est linéaire-
ment dépendant.

Solution: D’après la question c), on a u ∈ Vect{v,w}. Donc u = av+bw pour certains scalaires
a,b ∈ R, ce qui est équivalent à u− av− bw = 0. On en déduit que {u,v,w} est LD, puisque le
coefficient devant u dans la relation est 1 ̸= 0 (quels que soient a et b).

(f) Supposons que {v,w} soit LI et que u /∈ Vect{v,w}. Montrer soigneusement que {u,v,w} est
LI.

Solution: Supposons que au+bv+cw = 0 pour certains scalaires a,b,c. Si a ̸= 0, alors on pourrait
écrire u = b

a v+ b
a w et donc u ∈ Vect{v,w} ce qui contredit l’hypothèse u /∈ Vect{v,w}. Donc a doit

être nul.
Par conséquent, au+bv+ cw = 0 devient bv+ cw = 0. Mais {v,w} est linéairement indépendant,

donc la relation doit être trivial et donc b = c = 0.
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Au final, la relation au+bv+cw= 0 implique (sous l’hypothèse u /∈Vect{v,w}) que a= b= c= 0.
D’où {u,v,w} est linéairement indépendant.

(h) Supposons que Vect{v,w} ̸= Vect{u,v,w}. Montrez soigneusement que u /∈ Vect{v,w}.

Solution: On utilisera la question (b) ci-dessus pour montrer ceci et on raisonnera par l’absurde. Sup-
posons que u∈Vect{v,w}. D’après la question (b) ci-dessus, on aurait alors Vect{v,w}=Vect{u,v,w}
ce qui contredit l’hypothèse Vect{v,w} ̸= Vect{u,v,w}. Donc « u ∈ Vect{v,w} » ne peut être vrai,
c’est-à-dire, u /∈ Vect{v,w}.

8.2 Justifiez vos réponses aux questions suivantes :

(b) Supposons que deux polynômes p et q satisfont p ̸= 0 et deg(p)< deg(q). Montrez soigneuse-
ment que {p,q} est linéairement indépendant.

Solution: Notons n = deg(p) < deg(q) = m et écrivons p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anxn et q(x) =
b0 +b1x+ · · ·+bmxm. Puisque n = deg(p) et deg(q) = m, nous savons an ̸= 0 et bm ̸= 0.

Supposons maintenant que ap+bq = 0 est le polynôme nul. Alors

a(a0 +a1x+ · · ·+anxn)+b(b0 +b1x+ · · ·+bmxm) = 0 pour tout x ∈ R .

Mais on a vu qu’un polynôme non-nul ne peut avoir qu’un nombre fini de racines. Donc le polynôme
de l’équation ci-dessus est nécessairement nul. En particulier, le coefficient devant xm doit être nul.
Mais comme n < m, ce coefficient est exactement bbm, soit bbm = 0. Puisque bm ̸= 0, on en conclut
que b = 0.

Il nous reste donc l’équation

a(a0 +a1x+ · · ·+anxn) = 0 pour tout x ∈ R .

De même que précédemment, un polynôme non nul ne peut avoir qu’un nombre fini de racines et
donc l’équation précédente implique c’est le polynôme nul. En particulier, le coefficient devant xn doit
être nul. Donc le produit aan est nul, ce qui entraine que a = 0 car an ̸= 0.

Au final, nous avons donc montré que ap+bq = 0 implique a = b = 0. D’où l’ensemble {p,q} est
linéairement indépendant.

(f) ∗ Supposons que {u,v,w} est un ensemble de vecteurs dans R3 tels que u ·v×w ̸= 0. Prouvez
soigneusement que {u,v,w} est linéairement indépendant. 2

Solution: On sait que {u,v,w} est linéairement indépendant si et seulement si aucun des vecteurs
n’est une combinaison linéaire des autres.

Supposons par l’absurde que u ∈ Vect{v,w}. Donc u = av+bw pour certains scalaires a,b ∈ R.
On a alors u ·v×w = (av+bw) ·v×w ̸= 0.

Rappelez-vous que pour trois vecteurs quelconques v1,v2,v3 ∈ R3 on a

v1 ·v2×v3 = v3 ·v1×v2 = v2 ·v3×v1 .

2. Un argument géométrique impliquant un « volume » n’est pas suffisant. [Indication : rappelez-vous d’abord que
l’ensemble {u,v,w} est linéairement indépendant ssi aucun des vecteurs n’est une combinaison linéaire des autres. Ensuite,
on raisonne par contradiction et on réduit le nombre de cas à vérifier de 3 à 1 en gardant en tête que, pour trois vecteurs
quelconques v1,v2,v3 ∈ R3, on a v1 ·v2×v3 = v3 ·v1×v2 = v2 ·v3×v1.]
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Donc u ·v×w = (av+bw) ·v×w = w ·(av+bw)×v = w ·bw ·v = v ·w×bw = 0. Mais ceci contredit
u ·v×w ̸= 0. D’où u /∈ Vect{v,w}.

Des arguments similaires montrent que v /∈ Vect{u,w} et w /∈ Vect{u,v}. Ainsi on peut conclure
que {u,v,w} est linéairement indépendant sous l’hypothèse que u ·v×w ̸= 0.

Exercices du Chapitre 9
9.1 Donnez deux bases différentes pour chacun des sous-espaces suivants. En déduire leur dimen-

sion.

(b) L = {(x,y) ∈ R2 | 3x− y = 0}.

Solution: On a vu dans le Chapitre 7 que L = Vect{(1,3)} = Vect{(2,6)}. Puisque {(1,3)} et
{(2,6)} sont chacun linéairement indépendants ({v} est toujours indépendant dès lors que v ̸= 0), les
deux ensembles sont donc des bases pour L. Par conséquent, on a dimL = 1.

(d) K = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x− y+ z−w = 0}.

Solution: On a vu dans à la question 6.3(d) que chacun deux ensembles suivants engendre K :

{(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} et {(2,2,0,0),(−3,0,3,0),(4,0,0,4)} .

Montrons que ces deux ensembles sont également linéairement indépendants, et on en déduira qu’ils
forment des bases de K. Supposons que a(1,1,0,0)+ b(−1,0,1,0)+ c(1,0,0,1) = (0,0,0,0) pour
certains scalaires a,b,c. Si l’on identifie la deuxième composante de chaque vecteur des deux côtés de
l’égalité, on obtient a= 0 ; puis, on comparant la troisième composante des deux côtés, on obtient b= 0 ;
et finalement, on égalisant la quatrième composante des deux côtés, on trouve c = 0. Par conséquent,
on a la solution triviale a = b = c = 0 et donc {(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} est LI.

Le même argument montre que {(2,2,0,0),(−3,0,3,0),(4,0,0,4)} est aussi LI. Donc, les deux
{(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} et {(1,1,0,0),(−1,0,1,0),(1,0,0,1)} sont deux bases pour K et
on a dimK = 3.

(f) S =

{[
a b
c d

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a+d = 0

}
.

Solution: Notons d’abord que

P =

{[
a b
c −a

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ a,b,c ∈ R

}
= span

{[
1 0
0 −1

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
0 0
1 0

]}
.

Donc B =
{[

1 0
0 −1

]
,
[

0 1
0 0

]
,
[

0 0
1 0

]}
engendre S.

Pour montrer que cet ensemble est LI, supposons que

a
[

1 0
0 −1

]
+b
[

0 1
0 0

]
+ c
[

0 0
1 0

]
=

[
0 0
0 0

]
.

De l’égalité
[

a b
c −a

]
=
[

0 0
0 0

]
on déduit la relation triviale a = b = c = 0. Ainsi B est LI et donc forme

une base de S. Une autre base est alors
{[

2 0
0 −2

]
,
[

0 1
0 0

]
,
[

0 0
1 0

]}
. Enfin, on a dimS = 3.
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(h) X =

{[
0 −b
−b 0

]
∈M22(R)

∣∣∣∣∣ b ∈ R

}
.

Solution: On a vu précédemment que X = Vect
{[

0 −1
1 0

]}
= Vect

{
[0 −2 2 0]

}
. Puisque chacun

de ces ensembles contient une seule matrice non-nulle, il sont également linéairement indépendants.

Par conséquent, les ensembles
{[

0 −1
1 0

]}
et
{
[0 −2 2 0]

}
sont des bases pour S et en particulier

dimS = 1.

(j) Pn.

Solution: Nous avons vu dans les exercices précédents que Pn = Vect{1,x, . . . ,xn}. Donc B =
{1,x, . . . ,xn} engendre Pn. Pour voir que B est aussi LI, supposons que a0 +a1x+ · · ·anxn = 0 pour
tout x ∈ R. Mais un polynôme non-nul ne peut avoir qu’un nombre fini de racines, ce qui montre que
a0 = a1 = · · ·= an = 0. Ainsi B est LI et donc est une base de Pn. Il est clair que {2,x, · · · ,xn} est une
autre base pour Pn. On déduit alors que dimPn = n+1.

(l) Y = {p ∈ P3 | p(2) = p(3) = 0}.

Solution: On a vu précédemment que l’ensemble

B = {(x−2)(x−3),x(x−2)(x−3)}

engendre Y . Pour conclure que B une base il suffit de montrer que B est linéairement indépendant.
Supposons que pour certains scalaires a,b on ait a(x−2)(x−3)+bx(x−2)(x−3) = 0 pour tout x ∈R.
En particulier, en x = 0, on obtient a = 0, et en x = 1, on obtient b = 0. Donc on a nécéssairement la
solution triviale a = b = 0, ce qui montre que B est linéairement indépendant et est donc une base
de Y . En particulier, on a dimY = 2. Une base différente peut être donnée par {2(x−2)(x−3), x(x−
2)(x−3)}.

(n) W = Vect{sinx,cosx}.

Solution: L’ensemble B = {sinx,cosx} engendre W par définition. Nous avons vu aussi que B
est LI et est donc une base de W . Et par la même occasion, on obtient dimW = 2.

(p) X = Vect{1,sin2 x,cos2 x}.

Solution: Puisque 1 = sin2 x+ cos2 x pour tout x ∈ R, on a que la fonction constante égale à 1
appartient à Vect{sin2 x,cos2 x}, donc X peut se simplifier en :

X = Vect{sin2 x,cos2 x} .

Montrons maintenant que B = {sin2 x,cos2 x} est LI. Supposons qu’il existe des scalaires a,b tels que
asin2 x+bcos2 x = 0 pour tout x ∈R. En particulier, en x = 0, on obtient b = 0 ; et en x = π

2 on a a = 0 ;
soit la solution triviale a = b = 0. Donc B est indépendant et est alors une base de X . On en déduit que
dimX = 2. Une autre base peut être donnée par {2sin2 x,cos2 x}.

9.2 Déterminez si les ensembles suivants sont des bases des espaces vectoriels indiqués.

(b) {(1,2),(−2,−4)} ; (R2).

Solution: Ce n’est pas une base de R2 car {(1,2),(−2,−4)} est LD (le deuxième vecteur est un
multiple scalaire du premier).
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(d) {(1,2),(3,4),(0,0)} ; (R2).

Solution: Cet ensemble est LD car il contient le vecteur nul (0,0). Donc ce n’est pas une base de
R2.

(f) {(1,2,3),(4,8,7)} ; (R3).

Solution: Nous savons que dimR3 = 3, donc toute base doit contenir précisément 3 vecteurs. Cet
ensemble n’est donc pas une base de R3.

(h) {(1,0,1,0),(0,1,0,1)} ; (R4).

Solution: Nous savons que dimR4 = 4, donc toute base doit contenir exactement 4 vecteurs. Cet
ensemble n’est donc pas une base de R4.

(j)
{[1 0

1 2

]
,

[
0 1
0 1

]
,

[
1 −2
1 0

]}
; (M22(R))

Solution: Nous savons que dimM22(R) = 4, donc toute base doit contenir exactement 4 vecteurs.
Cet ensemble n’est donc pas une base de M22(R).

(m) {1,1+ x,x2} ; (P2).

Solution: Comme dimP2 = 3 et que nous avons 3 polynômes, il suffit de vérifier que cet ensemble
est LI ou que cet ensemble est générateur. Vérifions la seconde. Pour tous a,b,c,∈ R, on a l’égalité
a+bx+ cx2 = (a−b)1+b(1+ x)+ cx2. Ceci montre que P2 ⊆ Vect{1, 1+ x, x2} et par conséquent
que {1, 1+ x, x2} est une base de P2.

(o) {1,sinx,2cosx} ; (F (R)).

Solution: Nous avons vu que F (R) est de dimension infinie et donc {1,sinx,2cosx} ne peut pas
être une base de F (R).

Pour avoir une autre preuve, montrons-le directement. Si nous pouvons trouver une seule fonction
de F (R) qui n’est pas dans Vect{1,sinx,2cosx}, alors le tour est joué.

Nous affirmons que le produit sinx cosx /∈ Vect{1, sinx, 2cosx}. Par l’absurde, supposons le
contraire, c’est-à-dire qu’il existe des scalaires a,b,c tels que

sinx cosx = a1+bsinx+2c cosx, pour tout x ∈ R .

En x = 0, on obtient l’équation 0 = a+ 2c ; en x = π

2 , on obtient 0 = a+ b ; et en x = π , on obtient
0 = a−2c. La première et la troisième équations impliquent que a = c = 0, ce qui implique avec la
deuxième équation que b = 0. D’où la seule possibilité est la solution triviale a = b = c = 0, et on
obtient la contradiction que sinx cosx = 0 pour tout x ∈ R (prendre x = π

4 pour voir la contradiction).
D’où sinx cosx /∈ Vect{1,sinx,2cosx}, ce qui conclut la preuve.

Exercices du Chapitre 10
10.1 Trouvez les coordonnées des vecteurs v suivants par rapport aux bases ordonnées B données

de l’espace vectoriel V indiqué :

(b) v = (1,0,1); B = {(1,1,0),(1,−1,0),(0,0,1)}; V = R3

Solution: Résolvez (1,0,1) = a(1,1,0)+b(1,−1,0)+c(0,0,1) pour avoir a = b = 1
2 ,c = 1. Donc

les coordonnées de v par rapport à B sont (1
2 ,

1
2 ,1).
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(d) v =
[

1 0
1 −1

]
; B =

{[0 0
1 0

]
,

[
0 1
0 0

]
,

[
1 0
0 −1

]}
; V = {A ∈M22 | trA = 0}.

Solution: Clairement
[

1 0
1 −1

]
= 1

[
0 0
1 0

]
+0

[
0 1
0 0

]
+1

[
1 0
0 −1

]
. Donc les coordonnées de v par

rapport à B sont (1,0,1).

(f) v = sin(x+2); B = {sinx,cosx}; V = Vect{sinx,cosx}

Solution: Comme sin(x+2) = sinxcos2+ sin2cosx pour tout x ∈ R, les coordonnées de v par
rapport à B sont (cos2,sin2).

Exercices du Chapitre 11

11.1 Trouvez la matrice augmentée des systèmes linéaires suivants.

(b)

x+w = 1

x+ z+w = 0

x+ y+ z =−3

x+ y−2w = 2 .

Solution:


1 0 0 1 | 1
1 0 1 1 | 0
1 1 1 0 | −3
1 1 0 −2 | 2

.

11.2

(b) Trouvez tous les couples (x,y) tels que la matrice
[

1 0 1
x y 0

]
soit sous forme échelonnée réduite.

Solution: Il est clair que x doit être nul et que y ∈ {0,1}. Donc les paires possibles (x,y) sont (0,0)
et (0,1).

Exercices du Chapitre 12

12.1 Trouvez la MER des matrices suivantes :

(b)
[

1 0 1 2
0 1 1 2

]
.

Solution: Cette matrice est déjà sous forme échelonnée réduite !

(d)

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.
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Solution: 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

−2L1 +L2→ L2
∼

3L1 +L3→ L3

1 2 −1 −1
0 0 1 5
0 0 −2 −10

2L2 +L3→ L3
∼

L2 +L1→ L1

1 2 0 4
0 0 1 5
0 0 0 0

 .

(f)


1 −1 1 0
0 1 1 1
1 2 4 3
1 0 2 1

.

Solution:
1 −1 1 0
0 1 1 1
1 2 4 3
1 0 2 1

−L1 +L3→ L3
∼

−L1 +L4→ L4


1 −1 1 0
0 1 1 1
0 3 3 3
0 1 1 1

−3L2 +L3→ L3
∼

−L2 +L4→ L4


1 −1 1 0
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

L2 +L1→ L1
∼


1 0 2 1
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

12.2 Trouvez la solution générale pour chacun des systèmes linéaires dont les matrices augmentées
sont les suivantes :

(b)


1 0 −1 | 0
0 1 2 | 0
0 0 0 | 1
0 0 0 | 0

.

Solution: Ce système est incompatible.

(d)

1 2 0 3 0 | 7
0 0 1 0 0 | 1
0 0 0 0 1 | 2

.

Solution: On a (x,y,z,u,v) = (7−2s−3t,s,1, t,2); s, t ∈ R et donc la solution générale est :

{(7−2s−3t,s,1, t,2); | s, t ∈ R} .

Exercices du Chapitre 13

13.1
(b) Trouvez le rang des matrices coefficients et des matrices augmentées correspondantes aux

systèmes linéaires de l’Exercice 12.2.

Solution:
[12.2(b)] Le rang de la matrice coefficients est 2 et celui de la matrice augmentée est 3. (C’est

pourquoi le système linéaire correspondant est incompatible).

[12.2(d)] Le rang des deux matrices est 3.
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13.2 Supposez que a,c ∈ R et considérez le système linéaire suivant en les variables x, y et z :

x + y + az = 2
2x + y + 2az = 3
3x + y + 3az = c .

Notez que la solution générale de ce système peut dépendre des paramètres a et c.
Soit [A |b ] la matrice augmentée de ce système.

(b) Trouvez toutes les valeurs de a et c pour lesquelles ce système :
(i) admet une solution unique ;

(ii) admet une infinité de solutions ;
(iii) n’admet aucune solution.

Solution:

[A |b ] =

1 1 a | 2
2 1 2a | 3
3 1 3a | c

∼
1 1 a | 2

0 1 0 | 1
0 0 0 | c−4

 .

Puisque rangA = 2 < 3 = # variables, pour toutes les valeurs de a et c, ce système n’admet jamais
une solution unique.

Pour c = 4, on a rangA = 2 = rang[A |b ], donc ce système sera compatible et aura une infinité de
solutions. Notez qu’il y aura exactement 1 paramètre dans la solution générale (car #variables−rangA=
3−2 = 1).

Pour c ̸= 4, on a rangA = 2 < 3 = rang[A |b ], donc ce système sera incompatible.

13.4 Considérez le réseau routier avec intersections A, B, C, D et E ci-dessous. Les flèches indiquent
le sens de la circulation le long des routes, la circulation se faisant à sens unique. Les chiffres indiquent
le nombre exact de voitures observées entrant ou sortant des intersections A, B, C, D et E pendant une
minute. Chaque xi désigne le nombre inconnu de voitures qui sont passées par les routes correspondantes
en une minute.
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(b) La MER de la matrice augmentée de la question (a) est la suivante :
1 0 0 0 −1 1 | 60
0 1 0 0 −1 1 | −40
0 0 1 0 −1 1 | 20
0 0 0 1 −1 0 | −50
0 0 0 0 0 0 | 0

 .
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Donnez la solution générale. (Ignorez les contraintes à à ce stade.)

Solution: La solution générale est :

x1 = 60+ s− t

x2 =−40+ s− t

x3 = 20+ s− t s, t ∈ R
x4 =−50+ s

x5 = s

x6 = t

ou bien encore

{(60+ s− t,−40+ s− t,20+ s− t,−50+ s,s, t) | st, t ∈ R}.

13.5 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.
• Si vous dites que l’affirmation est vraie, vous devez donner une explication claire en référant à

un théorème, ou en donnant une preuve valable pour tous les cas.
• Si vous dites que l’affirmation est fausse, vous devez donner un contre-exemple explicite.

(b) Tout système non-homogène de 3 équations à 2 inconnues est compatible.

Solution: Faux, car par exemple, le système dont la matrice augmentée est
[

1 0 | 1
0 1 | 0
0 0 | 1

]
est

incompatible.

(d) Tout système de 2 équations à 2 inconnues admet une unique solution.

Solution: Faux, car par exemple, le système dont la matrice augmentée est
[

1 0 | 0
0 0 | 0

]
admet une

infinité de solutions, à savoir {(0,s) |s ∈ R}.

(f) Si la matrice coefficients d’un système linéaire compatible comporte une colonne de zéros, alors
le système admet une infinité de solutions.

Solution: Ceci est vrai, car la MER de la matrice augmentée aura toujours une colonne de zéros
localisée dans la matrice coefficients. Donc (comme on le suppose compatible), il y aura au moins un
paramètre dans la solution générale et d’où une infinité de solutions.

(h) Si un système linéaire compatible admet une infinité de solutions, alors il doit y avoir une
colonne de zéros dans la MER de la matrice coefficients.

Solution: Faux ! Pour un contre-exemple, voir question 4 (d).

(j) Si un système linéaire homogène admet une unique solution, alors ce système comprend le
même nombre d’équations que d’inconnues.

Solution: Faux, car par exemple, le système dont la matrice augmentée est
[

1 0 | 0
0 1 | 0
0 0 | 0

]
a une

solution unique, la solution triviale (0,0), et pourtant il y a 3 équations et seulement 2 inconnues.
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Exercices du Chapitre 14
Multiplication matricielle

14.1
(b) Écrivez le résultat du produit

[
1 2
3 6

][
a
b

]
comme une combination linéaire des colonnes de

A =
[

1 2
3 6

]
.

Solution:
[

1 2
3 6

][
a
b

]
= a

[
1
3

]
+b
[

2
6

]
.

(d) Calculez le produit matriciel
[

a
b

][
c d

]
.

Solution:
[

a
b

][
c d

]
=

[
ac ad
bc bd

]
.

(f) Soit A =
[
c1 c2 c3

]
une matrice m×3 donnée en écriture par blocs colonnes, et x =

[
2
1
4

]
un

vecteur de R3. Exprimez Ax comme une combination linéaire de c1,c2 et c3.

Solution: Ax = 2c1 + c2 +4c3.

(h) Montrez que si A =

[
0 1
0 0

]
, alors A2 =

[
0 0
0 0

]
.

Solution: C’est simple ! Calculez AA.

(j) Soit C une matrice m×4 et D =

1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 0 0

. Exprimer les colonnes du produit CD en fonction

des colonnes de C.

Solution: Posons C =
[
c1 c2 c3 c4

]
, où les ci sont les colonnes de C (pour i = 1, · · · ,4). Alors

CD =
[
c1 c2 c3 c4

]
1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 0 0

=
[
c1 + c3 c2 c1 + c2

]

(l) Trouvez toutes les valeurs (a, b, c) telle que
[

1 2
3 6

][
a b
c a

]
=
[

0 0
0 0

]
.

Solution: Comme
[

1 2
3 6

][
a b
c a

]
=
[

a+2c b+2a
3a+6c 3b+6a

]
, ceci est la matrice nulle ssi a,b,c sont solutions

du système

a + 2c = 0
2a + b = 0
3a + 6c = 0
6a + 3b = 0 .

La solution générale de ce système est (a,b,c) = (−2s,4s,s), s ∈ R.



306 Chapitre 25. Solutions aux questions avec une étoile

14.3 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux. Dans cet exercice, les matrices A, B et C sont de tailles adéquates de telle manière à ce que les
produits et sommes à calculer soient bien définis.

• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) C(A+B) =CA+CB.

Solution: Vrai ! C’est une propriété de la multiplication matricielle que nous avons vue.

(d) AB = BA.

Solution: Faux, car par exemple[
0 1
0 0

][
0 0
1 0

]
=

[
1 0
0 0

]
̸=
[

0 0
0 1

]
=

[
0 0
1 0

][
0 1
0 0

]
.

(f) Si A2 = 0 pour une matrice carrée A, alors A = 0.

Solution: Faux. Voir la solution de la question 14.1.(h).

Applications aux systèmes linéaires
14.5 Écrivez l’équation matricielle équivalente à chacun des systèmes linéaires suivants.

(b)
x + w = 1
x + z + w = 0
x + y + z = −3
x + y − 2w = 2 .

Solution:


1 0 0 1
1 0 1 1
1 1 1 0
1 1 0 −2




x
y
z
w

=


1
0
−3
4

 .

14.6 Écrivez l’équation matricielle du système linéaire correspondant à chacune des matrices
augmentées suivantes.

(b)


1 0 −1 | 0
0 1 2 | 0
0 0 0 | 1
0 0 0 | 0

.

Solution:


1 0 −1
0 1 2
0 0 0
0 0 0


x

y
z

=


0
0
1
0

.



307

(d)

1 2 0 3 0 | 7
0 0 1 0 0 | 1
0 0 0 0 1 | 2

.

Solution:

1 2 0 3 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 1




x
y
z
w

=

7
1
2

.

14.7 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux. Les matrices dans cet exercice sont supposées être carrées.
• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire, alors on peut avoir rang(A) <
rang([A |b ]).

Solution: Vrai. Dans ce cas le systéme est incompatible. C’est le cas par exemple du système[
0 1 | 0
0 0 | 1

]
.

(d) Si [A |b ] est la matrice augmentée d’un système linéaire et que rang(A) = rang([A |b ]), alors le
système est compatible.

Solution: Vrai. En effet, l’équation Ax = b est compatible si et seulement si rang(A) = rang[A |b ].

(f) Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admette une solution unique x ∈Rn, alors
les colonnes de A sont linéairement indépendantes.

Solution: Vrai. Écrivez A =
[
c1 c2 · · · cn

]
sous forme de blocs en colonne, et soit x =

x1
x2
...

xn

.

Alors Ax = x1c1 + x2c2 + · · ·+ xncn. Or, par hypothèse l’équation Ax = 0 admet une unique solution,
x = 0, donc l’égalité x1c1 + x2c2 + · · ·+ xncn = 0 implique la solution triviale x1 = x2 = · · ·= xn = 0.
Ainsi donc, l’ensemble {c1,c2, . . . ,cn} est linéairement indépendant.

(h) Si A est une matrice m×n telle que l’équation Ax = 0 admette une infinité de solutions x ∈ Rn,
alors les colonnes de A sont linéairement dépendantes.

Solution: Vrai. Voir la solution de la question (f). Si A =
[
c1 c2 · · · cn

]
sous forme de blocs

en colonne et que x =

x1
x2
...

xn

, alors dire que Ax = x1c1 + x2c2 + · · ·+ xncn = 0 admet strictement plus

qu’une solution entraine que les colonnes de A sont linéairement dépendantes.

(j) Si A est une matrice 6×5 telle que rang(A) = 5, alors Ax = 0 implique x = 0 ∈ R5.

Solution: Vrai, puisqu’il y aura un pivot dans chaque colonne de la MER de A, ce qui implique qu’il
n’y a pas de paramètres dans la solution générale de l’équation Ax = 0. Donc x = 0 est la seule solution
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possible. (On peut aussi raisonner comme suit : dimkerA = # colonnes de A − rang(A) = 5−5 = 0
est équivalent à dire kerA = {0} ; c’est-à-dire, Ax = 0 implique que x = 0.)

(l) Si A est une matrice 5×6 telle que rang(A) = 5, alors l’équation Ax = b est compatible pour
chaque b ∈ R5.

Solution: Vrai, puisque pour chaque b ∈ R5, rang([A |b ]) = 5. (Rappel : Ax = b est compatible
ssi rang(A) = rang([A |b ]).) En fait, le rang de la matrice [A |b ] de de taille 5×7 ne peut pas être plus
petit que rang(A) (qui est 5) et ne peut pas être plus grand que le minimum du nombre de lignes (5) et
du nombre de colonnes (7).

(n) Si A est une matrice 3×2 telle que rang(A) = 1, alors Ax = 0 implique x = 0 ∈ R2.

Solution: Faux. Par exemple, on a rang
[

1 0
0 0
0 0

]
= 1, mais Ax = 0 admet une infinité de solutions

(car il y a une variable libre).

(p) Les lignes d’une matrice de 19×24 sont toujours linéairement dépendantes.

Solution: Faux. Par exemple, posons A =
[
I19 0

]
, où la matrice nulle 0 dans la décomposition

en blocs est de taille 19× 25. Les lignes de cette matrice sont en effet linéairement indépendantes,
puisqu’il s’agit des 19 premiers vecteurs de la base standard de R25.

Exercices du Chapitre 15

15.1 Pour chacune des matrices suivantes, trouvez une base pour son noyau :

(b) A =
[
1 2 −1 3

]
.

Solution: La solution générale de l’équation Ax = 0 est {(−2s+ t−3r,s, t,r) | s, t,r ∈ R}. Donc
une base pour le noyau de A est {(−2,1,0,0),(1,0,1,0),(−3,0,0,1)}.

(d)


1 0 0 −1 0
0 1 0 1 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0

.

Solution: La solution générale de l’équation Ax = 0 est {(s,−s− t,−s− t,s, t | s, t) ∈ R}. Donc
une base pour le noyau de A est {(1,−1,−1,1,0),(0,−1,−1,0,1)}.

(f) B =

−4 2 2
2 −4 2
2 2 −4

.

Solution: La MER de B est
[

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

]
. Donc la solution générale de l’équation Bx = 0 est

{(s,s,s) | s, t ∈ R}. D’où une base pour le noyau de B est {(1,1,1)}.
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Exercices du Chapitre 16
16.1 Trouvez une base pour l’espace des lignes et l’espace des colonnes de chacune des matrices

suivantes. De plus, vérifiez que dim(Im(A)) = dim(Lig(A)) dans chaque cas.

(b) A =

[
1 0 1 2
0 1 1 2

]
.

Solution: La réduction par rapport aux lignes en MER répond aux besoins de la question. Notez que
puisque A est déjà sous forme MER, l’algorithme pour l’espace des lignes donne {(1,0,1,2),(0,1,1,2)}
comme base pour Lig A et celui pour l’espace des colonnes donne {(1,0),(0,1)} comme base pour
Im A. D’où ces deux espaces sont de dimension 2 tous les deux.

(d) A =

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.

Solution: On réduit A en une MER pour avoir

A∼

1 2 0 4
0 0 1 5
0 0 0 0

 .

L’algorithme pour l’espace des lignes donne {(1,2,0,4),(0,0,1,5)} comme base pour Lig A et celui
pour l’espace des colonnes donne {(1,2,−3),(−1,−1,1)} comme base pour Im A. D’où ces deux
espaces sont de dimension 2 tous les deux.

(f) A =


1 −1 1 0
0 1 1 1
1 2 4 3
1 0 2 1

.

Solution: On réduit A en une MER pour avoir

A∼


1 0 2 1
0 1 1 1
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

L’algorithme pour l’espace des lignes donne {(1,0,2,1),(0,1,1,1)} comme base Lig A et celui pour
l’espace des colonnes donne {(1,0,1,1),(−1,1,2,0)} comme base pour Im A. D’où ces deux espaces
sont de dimension 2 tous les deux.

16.2 Trouvez une base du type souhaité pour les sous-espaces suivants. (Vous pouvez utiliser vos
résultats obtenus à l’exercice précédent lorsque cela est utile).

(b) W = Vect{(1,2,−1,−1),(2,4,−1,3),(−3,−6,1,−7)} ; une base quelconque.

Solution: On constate que W = Lig A pour la matrice A de la question (b) de l’exercice précédent.
On peut donc prendre la base de Lig A que nous avions trouvée, à savoir {(1,2,04),(0,0,1,5)}.

(d) Y = Vect{(1,0,1,1),(−1,1,2,0),(1,1,4,2),(0,1,3,1)} ; la base doit être un sous-ensemble de
l’ensemble générateur donné.
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Solution: On constate que Y = Im A pour la matrice A de la question (f) de l’exercice précédent.
Nous pouvons donc utiliser la base de Im A que nous avions trouvée, à savoir {(1,0,1,1),(−1,1,2,0)}.

16.3 Étendez chacune des bases que vous avez obtenues dans l’Exercice 16.2 en une base de Rn,
où n = 3 pour la question (a), et où n = 4 pour les autres questions.

(b) On doit étendre {(1,0,1,2),(0,1,1,2)} en une base de R4.

On pose A =

 1⃝ 0 1 2
0 1⃝ 1 2

u3
u4

. On peut voir que les deux pivots sont dans les colonnes 1 et 2. Donc

si l’on prend u3 = (0,0,1,0) et u4 = (0,0,0,1), on a

A =


1⃝ 0 1 2
0 1⃝ 1 2
0 0 1⃝ 0
0 0 0 1⃝

 ,

et il est clair que rangA = 4. D’où, voici une base de R4 qui étend l’ensemble de départ :

{(1,0,1,2),(0,1,1,2),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} .

(d) On doit étendre {(1,0,1,1),(−1,1,2,0)} en une base de R4.

On pose A =

 1 0 1 1
−1 1 2 0

u3
u4

 et on cherche la MER de A :


1 0 1 1
−1 1 2 0

u3
u4

∼


1⃝ 0 1 1
0 1⃝ 3 1

u3
u4

 .

On peut voir que les deux pivots sont dans les colonnes 1 et 2. Donc si l’on prend u3 = (0,0,1,0) et
u4 = (0,0,0,1), on a

A =


1 0 1 1
−1 1 2 0
0 0 1 0
0 0 0 1

∼


1⃝ 0 1 1
0 1⃝ 3 1
0 0 1⃝ 0
0 0 0 1⃝

 ,

et on voit clairement que rangA = 4. D’où, voici une base de R4 qui étend l’ensemble de départ :

{(1,0,1,1),(−1,1,2,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)} .

16.4 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou (possiblement) faux.

• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
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• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire, en citant un théorème ou en
donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) Il existe des matrices A telles que dimLig A+dimkerA = dimIm A .

Solution: Puisque nous avons toujours dimLig A = dimIm A, l’équation ci-dessus est vraie si et
seulement si dimkerA = 0. Il existe de telles matrices, donc l’énoncé est vrai. Par exemple, l’énoncé est
vrai pour toute matrice inversible, comme la matrice identité I2 =

[
1 0
0 1

]
, où dimLig A = dimLig A = 2

et dimkerA = 0.

(d) Pour toute matrice A, on a dimLig A+dimkerA = n, où n est le nombre de colonnes de A.

Solution: C’est toujours vrai, nous l’avons d’ailleurs appelé la « l’invariance de la dimen-
sion »(c’est le Théorème du rang). Nous savons que dimkerA est le nombre de paramètres dans
la solution générale de Ax = 0, qui est aussi le nombre de colonnes non-pivots de A, qui est bien
sûr le nombre de colonnes soustrait à son rang. Notez également que rangA = dimLig A. Donc
dimkerA = n−dimLig A, ce qui est équivalent à l’équation donnée dans l’énoncé.

(f) Pour toute matrice A de taille m×n, on a dim{Ax | x ∈ Rn}+dim{x ∈ Rn | Ax = 0}= m.

Solution: Nous savons en fait que dim{Ax | x ∈ Rn}+ dim{x ∈ Rn | Ax = 0} = n pour toute
matrice A de taille m×n. Donc l’équation de l’énoncé est vraie si et seulement n = m. Ainsi, l’énoncé
ci-dessus est faux dès lors que m ̸= n.

Par exemple, supposons que A=
[
1 0

]
(où m= 1 et n= 2). Alors dim{Ax | x∈Rn}= dimIm A=

rangA = 1 et dim{x ∈ Rn | Ax = 0}= dimkerA = 1. Donc l’équation dans l’énoncé devient 1+1 = 1
et on l’on voit tout de suite qu’elle est bien sûr fausse. D’où le résultat.

(h) Pour toute matrice A de taille m×n, le produit scalaire de n’importe quel vecteur de kerA avec
n’importe quelle ligne de A est nul.

Solution: Ceci est vrai ! C’est une conséquence facile de la multiplication par blocs et de la
définition du noyau de A. En effet, si x ∈Rn est un vecteur tel que x ∈ kerA, alors par définition Ax = 0.

Écrivez ensuite A sous la forme de blocs de lignes A =

r1
...

rm

, de sorte que le vecteur ligne ri soit la

i-ème ligne de A. Alors

Ax =

r1
...

rm

x =

r1 ·x
...

rm ·x

=

0
...
0

 .

De cette équation, on peut voir que ri ·x = 0 pour tout i, 1≤ i≤ m, d’où le résultat voulu.

Exercices du Chapitre 17

17.1 Dans chaque question, étendez l’ensemble LI donné en une base de Rn. (Utilisez vos résultats
obtenus à l’Exercice 16.1 lorsque cela est utile.)

(b) {(1,0,1),(0,1,1)} dans R3.
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Solution: Puisque dimR3 = 3 et que nous avons déjà 2 vecteurs linéairement indépendants, nous

devons seulement trouver w ∈ R3 tel que rang
[

1 0 1
0 1 1

w

]
= 3. Clairement w = (0,0,1) convient,

puisqu’alors
[

1 0 1
0 1 1

w

]
est une ME dont le rang est 3.

(d) {(1,0,1,3)} dans R4.

Solution: Puisque dimR4 = 4 et que nous n’avons qu’un seul vecteur linéairement indépendant,

nous devons trouver u,v,w dans R4 tels que rang

1 0 1 3
u
v
w

 = 4. Clairement, les vecteurs u =

(0,1,0,0), v = (0,0,1,0) et w = (0,0,0,1) sont convenables, puisqu’alors

1 0 1 3
u
v
w

 est une ME

dont le rang est 4.

Exercices du Chapitre 18

18.1 Pour chacune des matrices suivantes, si elle est inversible trouvez son inverse, sinon justifiez
qu’elle n’est pas inversible.

(b) A =

1 1 0
0 −1 −2
0 2 3

.

Solution: A−1 =

1 −3 −2
0 3 2
0 −2 −1

.

(d) B =

[
1 x
−x 1

]
.

Solution: B−1 =

[ 1
x2+1 − x

x2+1
x

x2+1
1

x2+1

]
.

18.2 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.

• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire, en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) Si A2 = 0 pour une matrice A de taille n×n, alors A n’est pas inversible.

Solution: Vrai ! Supposons au contraire que A soit inversible, d’inverse A−1. En multipliant les
deux côtés de l’équation A2 = 0 par la matrice A−2, on obtient l’équation In = 0, qui est évidemment
absurde. Donc A n’est pas inversible.

(d) Si A est inversible, alors la MER de A admet une ligne nulle.
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Solution: Faux. Par exemple, la matrice I2 =
[

1 0
0 1

]
est inversible et elle est sous forme MER, mais

elle n’a pas de ligne de zéros. (Plus généralement, on sait qu’une matrice A de taille n×n est inversible
ssi sa MER est In, laquelle n’a pas de ligne de zéros, donc l’énoncé est toujours faux.)

(f) Si A est une matrice non-inversible n×n, alors Ax = b est incompatible pour tout b ∈ Rn.

Solution: Faux! Par exemple, pour la matrice A =
[

1 0
0 0

]
et le vecteur b =

[
1
0

]
, on a que A n’est

pas inversible et que cependant Ax = b est compatible. En fait, cette équation admet même une infinité
de solutions, à savoir x =

[
1
s

]
pour s ∈ R.

(h) Si A est une matrice n×n satisfaisant A3−3A2 + In = 0, alors A est inversible et on a A−1 =
3A−A2.

Solution: Vrai ! Ré-écrivez l’équation A3−3A2 + In = 0 en 3A2−A3 = In puis factorisez par A le
côté gauche pour avoir

A(3A−A2) = In .

Cette dernière équation montre que A est inversible et que A−1 = 3A−A2.

Exercices du Chapitre 19
19.1 Dans chaque cas, trouvez les coefficients de Fourier (coordonnées) du vecteur v par rapport à

la base orthogonale B donnée de l’espace vectoriel W indiqué.

(b) v = (1,2,3), B = {v1 = (1,2,3),v2 = (−5,4,−1),v3 = (1,1,−1)}, W = R3.

Solution: Si nous écrivons v = c1v1 + c2v2 + c3v3, alors nous savons que ci =
v·vi
∥vi∥2 pour i = 1,2,3.

Donc après calculs, on obtient (c1,c2,c3) = (1,0,0). (Remarquez donc que v = v1 est lui-même le
premier vecteur dans la base orthogonale donnée !)

(d) v = (4,−5,0), B = {v1 = (−1,0,5),v2 = (10,13,2)}, W = {(x,y,z)∈R3 | 5x− 4y+ z = 0}.

Solution: Si nous écrivons v = c1v1 + c2v2, alors nous savons que ci =
v·vi
∥vi∥2 pout i = 1,2. Donc

après calculs, on obtient (c1,c2) = (− 2
13 ,−

25
273).

(f) v = (1,0,1,2), B = {v1 = (1,0,1,1),v2 = (0,1,0,0),v3 = (0,0,1,−1),v4 = (1,0,0,−1)},
W = R4.

Solution: Si nous écrivons v = c1v1 + c2v2 + c3v3 + c4v4, alors nous savons que ci =
v·vi
∥vi∥2 pour

i = 1, . . . ,4. Donc après calculs, on obtient (c1,c2,c3,c4) = (4
3 ,0,−

1
2 ,−

1
2).

19.2 Trouvez la formule de la projection orthogonale sur les sous-espaces des questions c), d)⋆ et e)
ci-dessus.

Solution:

projW (x,y,z) =
(x,y,z) · (−1,0,5)

26
(−1,0,5)+

(x,y,z) · (10,13,2)
273

(10,13,2).

Après développement et simplification, cela devient

projW (x,y,z) =
1
42

(17x+20y−5z, 20x+26y+4z,−5x+4y+41z) .
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19.3 Appliquez l’algorithme de Gram-Schmidt à chacun des ensembles LI suivants (pour obtenir
un ensemble orthogonal), et vérifiez que l’ensemble de vecteurs que vous obtenez est bien orthogonal.

(b) {(1,0,0,1),(0,1,0,−1),(0,0,1,−1)}.

Solution: Avec la liste ordonnée ci-dessus désignée par {v1,v2,v3}, nous commençons par définir
u1 = v1 = (1,0,0,1).

Puis

ũ2 = v2−
v2 ·u1

∥u1∥2 u1 = (0,1,0,−1)− (0,1,0,−1) · (1,0,0,1)
∥(1,0,0,1)∥2 (1,0,0,1)

= (0,1,0,−1)+
1
2
(1,0,0,1) =

(
1
2
,1,0,−1

2

)
.

Nous pouvons, si nous le souhaitons, multiplier par le scalaire 2 pour éliminer les fractions afin de
simplifier les calculs ultérieurs. Nous définissons donc u2 = (1,2,0,−1).

N.B. : On vérifie que u1 ·u2 = 0 avant de procéder au prochain vecteur. Ici, c’est bien le cas,
donc on peut continuer !

On pose alors

ũ3 = v3−
v3 ·u1

∥u1∥2 u1−
v3 ·u2

∥u2∥2 u2

= (0,0,1,−1)− (0,0,1,−1) · (1,0,0,1)
∥(1,0,0,1)∥2 (1,0,0,1)

− (0,0,1,−1) · (1,2,0,−1)
∥(1,2,0,−1)∥2 (1,2,0,−1)

= (0,0,1,−1)+
1
2
(1,0,0,1)− 1

6
(1,2,0,−1)

=

(
1
3
,−1

3
,1,−1

3

)
.

Nous pouvons, si nous le souhaitons là encore, multiplier par le scalaire 3 pour éliminer les fractions
afin de simplifier les calculs ultérieurs. Nous définissons donc u3 = (1,−1,3,−1). N.B. : On vérifie
que u1 ·u3 = 0 = u2 ·u3 avant de conclure. Tout est bon ici !

Ainsi, après avoir appliqué la méthode de Gram-Schmidt (après multiplication par scalaires conve-
nable pour éliminer les fractions), nous obtenons l’ensemble orthogonal suivant (qui n’est pas une base
puisqu’il n’y a que trois vecteurs et qu’il en faudrait quatre) :

{(1,0,0,1),(1,2,0,−1),(1,−1,3,−1)}.

(d) {(1,1,0),(1,0,2),(1,2,1)}.

Solution: Avec la liste ordonnée ci-dessus désignée par {v1,v2,v3}, nous commençons par définir
u1 = v1 = (1,1,0).
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On pose alors

ũ2 = v2−
v2 ·u1

∥u1∥2 u1 = (1,0,2)− (1,0,2) · (1,1,0)
∥(1,1,0))∥2 (1,1,0)

= (1,0,2)− 1
2
(1,1,0) =

(
1
2
,−1

2
,2
)
.

Nous multiplions par le scalaire 2 pour éliminer les fractions afin de simplifier les calculs ultérieurs.
Nous définissons donc u2 = (1,−1,4). N.B. : On vérifie que u1 · u2 = 0 avant de procéder au
prochain vecteur. C’est bon!

Enfin, on pose

ũ3 = v3−
v3 ·u1

∥u1∥2 u1−
v3 ·u2

∥u2∥2 u2

= (1,2,1)− (1,2,1) · (1,1,0)
∥(1,1,0)∥2 (1,1,0)− (1,2,1) · (1,−1,4)

∥(1,−1,4)∥2 (1,−1,4)

= (1,2,1)− 3
2
(1,1,0)− 1

6
(1,−1,4)

=

(
−2

3
,
2
3
,
1
3

)
.

Nous multiplions par le scalaire 3 pour éliminer les fractions. Nous définissons donc u3 = (−2,2,1).
N.B. : On vérifie que u1 ·u3 = 0 = u2 ·u3 avant de conclure. Tout est bon ici !

Ainsi, après avoir appliqué l’algorithme de Gram-Schmidt, nous obtenons l’ensemble orthogonal
(dans ce cas, une base orthogonale de R3) :

{(1,1,0),(1,2,1),(−2,2,1)}.

19.4 Trouvez une base orthogonale pour chacun des sous-espaces suivants et vérifiez que votre
base est bien orthogonale. (Astuce : tout d’abord, trouvez une base quelconque de manière standard,
puis appliquez l’algorithme de Gram-Schmidt pour en trouver un orthogonale.)

(b) u = {(x,y,z,w) ∈ R4 | x+ y−w = 0}

Solution: Etape 1 : trouver une base quelconque pour u : Une base pour u peut être facilement
trouvée en écrivant

u = {(−y+w,y,z,w) ∈ R4 | y,z,w ∈ R}= Vect{(−1,1,0,0),(0,0,1,0),(−1,0,0,1)},

et en notant que y(−1,1,0,0)+ z(0,0,1,0)+w(−1,0,0,1) = (−y+w,y,z,w) = (0,0,0,0) ssi y = z =
w = 0. Donc l’ensemble {(−1,1,0,0),(0,0,1,0),(−1,0,0,1)} est générateur et LI, et c’est donc une
base de u.

Alternativement (et c’est une meilleure solution !), puisque u = ker
[
1 1 0 −1

]
, nous pouvons

aussi utiliser l’algorithme qui permet de trouver une base du noyau d’une matrice (Théorème 15.2.2).
Donc

ker
[
1 1 0 −1

]
= {(−r+ t,r,s, t) | r,s, t ∈ R}
= Vect{(−1,1,0,0),(0,0,1,0),(−1,0,0,1)},
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et notre algorithme garantit sans que nous ayons à vérifier que l’ensemble

{(−1,1,0,0),(0,0,1,0),(−1,0,0,1)}

ainsi trouvé est bien une base pour u !
Etape 2 : Appliquer l’algorithme de Gram-Schmidt : Avant de commencer, notez que nous pouvons

multiplier les vecteurs de la base par des scalaires convenables pour avoir une base simple. Avec la liste
ordonnée ci-dessus désignée par {v1,v2,v3}, nous commençons par définir u1 = v1 = (1,−1,0,0).

Ensuite, on pose

ũ2 = v2−
v2 ·u1

∥u1∥2 u1 = (0,0,1,0)− (0,0,1,0) · (1,−1,0,0)
∥(1,−1,0,0)∥2 (1,−1,0,0) = (0,0,1,0).

Il n’est pas nécessaire de mutiplier les vecteurs par des scalaires à ce stade ! Nous définissons donc
u2 = (0,0,1,0).

N.B. : On vérifie que u1 ·u2 = 0 avant de procéder au prochain vecteur. C’est bon!
On pose alors

ũ3 = v3−
v3 ·u1

∥u1∥2 u1−
v3 ·u2

∥u2∥2 u2

= (−1,0,0,1)− (−1,0,0,1) · (1,−1,0,0)
∥(1,−1,0,0)∥2 (1,−1,0,0)

− (−1,0,0,1) · (0,0,1,0)
∥(0,0,1,0)∥2 (0,0,1,0)

= (−1,0,0,1)+
1
2
(1,−1,0,0)−0(0,0,1,0)

=

(
−1

2
,−1

2
, 0, 1

)
.

Nous multiplions par le scalaire 2 pour éliminer les fractions. Nous définissons donc u3 = (1,1,0,−2).
N.B. : On vérifie que u1 ·u3 = 0 = u2 ·u3 avant de conclure. Tout est bon ici !

Ainsi, après avoir appliqué l’algorithme de Gram-Schmidt, nous obtenons la base orthogonale
{(1,−1,0,0),(0,0,1,0),(1,1,0,−2)} de u.

N.B. : Puisque nous avons une description simple de u sous la forme {(x,y,z,w) ∈ R4 |
x+ y−w = 0}, nous pouvons également vérifier que les vecteur u1,u2,u3 appartiennent bien à u
avant de passer à un autre exercice, c’est rapide et ça en vaut le coût. Ici, tout est bon!

(d) V = ker

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

.

Solution: Étape 1 : trouver une base quelconque pour v :

V = ker

 1 2 −1 −1
2 4 −1 3
−3 −6 1 −7

= ker

1 2 0 4
0 0 1 5
0 0 0 0

 .

Ce noyau est {(−2s−4t,s,−5t, t) | s, t ∈ R} = Vect{(−2,1,0,0),(−4,0,−5,1)}, et donc (grâce au
Théorème 15.2.2), on en déduit qu’une base pour V est

{(−2,1,0,0),(−4,0,−5,1)} .
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Étape 2 : Appliquer Gram-Schmidt : Avec la base ordonnée ci-dessus désignée par {v1,v2}, nous
commençons par définir u1 = v1 = (−2,1,0,0).

On pose ensuite

ũ2 = v2−
v2 ·u1

∥u1∥2 u1

= (−4,0,−5,1)− (−4,0,−5,1) · (−2,1,0,0)
∥(−2,1,0,0)∥2 (−2,1,0,0)

= (−4,0,−5,1)− 8
5
(−2,1,0,0)

=

(
−4

5
,−8

5
,−5,−1

)
.

Multipliez par 8 pour éliminer les fractions. On définit donc u2 = (4,8,25,5). D’où l’ensemble
{(−2,1,0,0),(4,8,25,5)} est une base orthogonale de V .

19.5 Dans chaque cas, trouvez la meilleure approximation du vecteur v donné par un vecteur w du
sous-espace W donné.

(b) v = (1,1,1), W = {(x,y,z) ∈ R3 | 5x−4y+ z = 0}.

Solution: De la question 2 (d), on sait que

projW (x,y,z) =
1
42

(17x+20y−5z, 20x+26y+4z,−5x+4y+41z) .

Donc la meilleur approximation de v = (1,1,1) par un vecteur de W est projW (1,1,1) =
(16

21 ,
25
21 ,

20
21

)
.

N.B. Vous ne devez pas multiplier cette réponse par un scalaire ! Il s’agit d’une erreur très,
très courante à ce stade. On a le droit de multiplier par un scalaire dans l’expression d’une base
orthogonale, mais pas dans l’expression de la projection, cette réponse doit être une réponse
fixe. Par exemple, si nous multiplions par 21 la projection pour obtenir (16,25,20), ce n’est tout
simplement pas la bonne réponse : on a même que le vecteur (16,25,20) n’appartient même
pas à W ! Au contraire, le vecteur projW (v) appartient toujours à W lorsqu’on ne fait pas de
multiplication par un scalaire ensuite.

19.6 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.

• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) Tout ensemble linéairement indépendant est orthogonal.

Solution: Faux ! Par exemple {(1,0),(1,1)} est linéairement indépendant mais PAS orthogonal.

(d) Lorsque l’on cherche la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , une fois la
réponse obtenue, on peut la multiplier la réponse par un scalaire convenable pour éliminer les fractions.

Solution: Absolument faux ! Voir le commentaire à la fin de la question 5(b).
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(f) Lorsque l’on recherche la projection orthogonale d’un vecteur v sur un sous-espace W , si l’on
utilise différentes bases orthogonales de W dans la formule de la Définition 19.3.1 (page 211), alors on
aura possiblement des réponses différentes.

Solution: Faux! C’est un fait merveilleux (et une conséquence de la Proposition 19.3.3) que
même si la formule de la projection orthogonale semble différente lorsque l’on utilise une base
orthogonale différente, la réponse sera toujours la même. Autrement dit, l’utilisation de différentes
bases orthogonales de W dans la formule donnera toujours la même réponse pour la projection.

(h) Pour vérifier qu’un vecteur, disons u, est orthogonal à tout vecteur dans W , il suffit de vérifier
que u est orthogonal à tout vecteur d’une base de W .

Solution: Vrai ! Prouvons-le.
Supposons que u soit orthogonal à chaque vecteur d’une base B = {w1, . . . ,wk} de W ; c’est-à-dire

que u ·wi = 0 pour tout i tel que 1≤ i≤ k.
Soit maintenant w un vecteur quelconque de W . Nous montrons que u ·w = 0. Puisque B est une

base de W , nous pouvons écrire w = a1w1 +a2w2 + · · ·+akwk pour certains scalaires a1, . . . ,ak. Alors

u ·w = u · (a1w1 +a2w2 + · · ·+akwk)

= a1(u ·w1)+a2(u ·w2)+ · · ·+ak(u ·wk)

= a1(0)+a2(0)+ · · ·+ak(0)

= 0,

c’est-à-dire u ·w = 0. Nous avons donc montré que si u est orthogonal à tout vecteur dans toute
base de W , alors u est orthogonal à tout vecteur dans W . (La réciproque est également claire : si u est
orthogonal à tout vecteur dans W , alors il sera également clairement orthogonal à tout vecteur d’une
base de W puisque les vecteurs de cette base sont dans W ...)

Exercices du Chapitre 21

21.1 Calculez les déterminants des matrices suivantes.

(b) A =

2 −1 3
3 0 −5
1 1 2

. Solution: det(A) = 30.

(d) A =

3 4 −1
1 0 3
2 5 −4

. Solution: det(A) =−10.

(f) A =

λ −6 0 0
0 λ 3
0 4 λ +4

. Solution: det(A) = (λ −6)(λ +6)(λ +2).

(h) A =

−λ 2 2
2 −λ 2
2 2 −λ

. Solution: det(A) = (λ −4)(λ +2)2.
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21.2 Supposons que

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣= 3. Alors, trouvez les valeurs suivantes :

(b) A =

∣∣∣∣∣∣
b a c
e d f
h g i

∣∣∣∣∣∣.
Solution: det(A) = −3, car C1 ↔ C2 (qui résulte un signe -) ramène cette matrice à la matrice

d’origine.

(d)

∣∣∣∣∣∣
b 3a c−4b
e 3d f −4e
h 3g i−4h

∣∣∣∣∣∣.
Solution: det(A) =−9, car C1 +C3→C3 (n’affecte pas le déterminant) suivi de la multiplication

par scalaire 3 dans C2 (donnant un facteur 3 au déterminant) nous ramènent au déterminant de la partie
(b) qui était −3.

21.3

(b) Si B est une matrice 4×4 telle que det(2BBT ) = 64, trouvez |det(3B2BT )|.

Solution: Comme 64 = det(2BBT ) = 24(det(B))2, on a det(B) =±2. Donc

|det(3B2Bt)|= 34|det(B2Bt)|= 34(|det(B)|)3 = 81(8) = 648 .

(d) Calculez le déterminant de la matrice égale au produit suivant :
[

1 2
3 4

][
5 6
7 8

][
9 10
11 12

][
13 14
15 16

]
.

Solution: On utilise le fait que le déterminant du produit est égal au produit des déterminants :

det(A) = det
([1 2

3 4

][
5 6
7 8

][
9 10
11 12

][
13 14
15 16

])
= det

[
1 2
3 4

]
det
[

5 6
7 8

]
det
[

9 10
11 12

]
det
[

13 14
15 16

]
= (−2)(−2)(−2)det

[
13 14
2 2

]
= (−2)(−2)(−2)(−2)

= 16 .

21.4 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.
• Si vous dites que l’énoncé est faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.
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Dans ce qui suit, A et B sont des matrices n×n (avec n > 1) et k est un scalaire.

(b) det(A+B) = det(A)+det(B).

Solution: Faux. Par exemple, si A =

[
1 0
0 0

]
et B =

[
0 0
0 1

]
, alors

det(A+B) = det
[

1 0
0 1

]
= 1 ̸= 0 = 0+0 = det(A)+det(B).

(d) det(kA) = kn det(A).

Solution: Vrai. Comme nous l’avons vu en cours, la multiplication d’une ligne (ou d’une colonne)
de A par un scalaire k change le déterminant par un facteur k, et comme multiplier la matrice A toute
entière par un scalaire k revient à multiplier ses n lignes (ou n colonnes) par k, le déterminant est changé
par n fois le facteur k, c’est-à-dire par un facteur kn. D’où la formule.

(f) Si A et B sont identiques, sauf pour la première ligne où celle de A est le double de celle de B,
alors det(A) = 2det(B).

Solution: Vrai. Comme nous l’avons vu en cours, il suffit de développer det(A) et det(B) selon la
première ligne et on obtient bien le résultat voulu.

21.5

(b) Si u,v et w sont des vecteurs de R3, utilisez les propriétés du déterminant d’une matrice 3×3
pour montrer que

u ·v×w = w ·u×v = v ·w×u .

Solution: On sait, puisque c’est la définition même du déterminant d’une matrice 3×3, que

u ·v×w = det

 u
v
w

 ,

où nous avons écrit les vecteurs sous forme de blocs en lignes. Donc

w ·u×v = det

 w
u
v

=−det

 u
w
v

= det

 u
v
w

 ,

où l’on a fait des échanges de lignes : L1↔ L2 puis L2↔ L3. De même, on a

v ·w×u = det

 v
w
u

=−det

 u
w
v

= det

 u
v
w

 ,

où l’on a fait des échanges de lignes encore : L1↔ L3 puis L2↔ L3. D’où l’égalité voulue.

(h) Soient A,B,C et D des matrices respectivement de tailles m×m, m× n, n×m et n× n. Sup-
posons que D soit inversible. En remarquant que

[
A B
C D

][
Im 0

−D−1C In

]
=
[

A−BD−1C B
0 D

]
, montrez que

det
[

A B
C D

]
= det(A−BD−1C)det(D).

Solution: Ceci découle de (g) et de la propriété multiplicative des déterminants.
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Exercices du Chapitre 22
22.1 Trouvez les valeurs propres réelles des matrices suivantes.

(b)

1 1 1
1 1 −1
1 1 2

.

Solution:

det

1−λ 1 1
1 1−λ −1
1 1 2−λ

= det

1−λ 1 1
2−λ 2−λ 0

1 1 2−λ

 (L1 +L2→ L2)

= (2−λ )det

1−λ 1 1
1 1 0
1 1 2−λ

 (Facteur de (2−λ ) in L2)

= (2−λ )det

1−λ 1 1
1 1 0
0 0 2−λ

 (−L2 +L3→ L3)

= (2−λ )2 det
[

1−λ 1
1 1

]
(développement de Laplace selon L3)

=−λ (2−λ )2

Les valeurs propres sont donc 0 et 2. (La valeur propre 2 a une multiplicité algébrique de 2.)

(d)

1 0 1
0 1 0
1 1 1

.

Solution:

det

1−λ 1 1
0 1−λ 0
1 1 1−λ

= (1−λ )det
[

1−λ 1
1 1−λ

]
(développement de Laplace selon L3)

= (1−λ ){(1−λ )2−1}
= (1−λ )λ (2−λ )

Donc les valeurs propres sont 0, 1 et 2, et chacune a multiplicité algébrique 1.

(f)

2 1 0
0 2 1
0 0 2

.

Solution: Comme cette matrice est une matrice triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont les
entrées de la diagonale (principale). Par conséquent, sa seule valeur propre est 2, avec une multiplicité
algébrique 3.

(h)

2 1 0
0 2 0
0 0 2

.
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Solution: Comme cette matrice est une matrice triangulaire supérieure, ses valeurs propres sont les
entrées de la diagonale (principale). Par conséquent, sa seule valeur propre est 2, avec une multiplicité
algébrique 3.

22.2 Pour chacune des matrices de l’exercice précédent, trouvez une base pour chaque espace
propre.

Solution:

(b) On a vu que les valeurs propres de A =

1 1 1
1 1 −1
1 1 2

 sont 0 et 2. On a :

E0 = ker(A−0I3)

= kerA

= ker

1 1 1
1 1 −1
1 1 2

= ker

1 1 0
0 0 1
0 0 0


= {(−s,s,0) | s ∈ R}
= Vect{(−1,1,0)} ,

donc {(−1,1,0)} est une base de E0, et :

E2 = ker(A−2I3)

= ker

−1 1 1
1 −1 −1
1 1 0


= ker

1 0 −1
2

0 1 1
2

0 0 0


= {( s

2
,− s

2
,s) | s ∈ R}

= Vect{(1,−1,2)} ,

donc {(1,−1,2)} est une base de E2.

(d) On a vu que les valeurs propres de

1 0 1
0 1 0
1 1 1

 sont 0, 1 et 2. On a :
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E0 = ker(A−0I3)

= kerA = ker

1 0 1
0 1 0
1 1 1


= ker

1 0 1
0 1 0
0 0 0


= {(−s,0,s) | s ∈ R}
= Vect{(−1,0,1)}

donc {(−1,0,1)} est une base de E0 ; et :

E1 = ker(A− I3)

= ker

0 0 1
0 0 0
1 1 0


= ker

1 1 0
0 0 1
0 0 0


= {(−s,s,0) | s ∈ R}
= Vect{(−1,1,0)} ,

donc {(−1,1,0)} est une base de E1 ; et :

E2 = ker(A−2I3)

= ker

−1 0 1
0 −1 0
1 1 −1


= ker

1 0 −1
0 1 0
0 0 0


= {(s,0,s) | s ∈ R}
= Vect{(1,0,1)} ,

donc {(1,0,1)} est une base de E2.



324 Chapitre 25. Solutions aux questions avec une étoile

(f) On a vu que la seule valeur propre de A =

2 1 0
0 2 1
0 0 2

 est 2. On a :

E2 = ker(A−2I3)

= ker

0 1 0
0 0 1
0 0 0


= {(s,0,0) | s ∈ R}
= Vect{(1,0,0)} ,

donc {(1,0,0)} est une base de E2.

1. (h) On a vu que la seule valeur propres de A =

2 1 0
0 2 0
0 0 2

 est 2. On a :

E2 = ker(A−2I3)

= ker

0 1 0
0 0 0
0 0 0


= {(s,0, t) | s ∈ R}
= Vect{(1,0,0),(0,0,1)} ,

donc {1,0,0),(0,0,1)} est une base de E2.

Exercices du Chapitre 23
23.1 Pour chacune des matrices A de l’Exercice 22.1, si possible, trouvez une matrice inversible P

et une matrice diagonale D telles que P−1AP = D. Si ce n’est pas possible, expliquer pourquoi.

Solution:

(b) Comme dimE0 +dimE2 = 1+1 = 2 < 3, cette matrice n’est pas diagonalisable — en effet, il
n’existe pas de base de R3 constituée de vecteurs propres de A : on peut trouver au mieux 2
vecteurs propres de A qui sont LI, mais on n’en n’aura pas un 3e qui fera que l’ensemble est
encore LI.

(d) Cette matrice 3× 3, ayant 3 valeurs propres distinctes, sera diagonalisable. En effet, si l’on
considère les vecteurs propres v0 = (−1,0,1), v1 = (−1,1,0) and v2 = (1,0,1), alors, on peut
prendre

P =
[
v0 v1 v2

]
=

−1 −1 1
0 1 0
1 0 1


et

D =

0 0 0
0 1 0
0 0 2

 .
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Dans ce cas, la matrice P est inversible (vous pouvez le vérifier directement, ou simplement voir
que dimE0 +dimE1 +dimE2 = 1+1+1 = 3, ce qui garantit l’inversibilité de P) et on a bien
que P−1AP = D.

(f) Puisqu’il n’y a qu’une seule valeur propre (c’est 2) et que dimE2 = 1 < 3, cette matrice n’est
pas diagonalisable — il n’existe pas de base de R3 constituée de vecteurs propres de A : il existe
au mieux 1 vecteur propre linéairement indépendant de A.

(h) Puisqu’il n’y a qu’une seule valeur propre (c’est 2) et que dimE2 = 2 < 3, cette matrice n’est
pas diagonalisable — il n’existe pas de base de R3 constituée de vecteurs propres de A : il existe
au mieux 2 vecteurs propres linéairement indépendants de A.

23.2 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.
• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) La matrice
[

0 −1
1 0

]
n’admet pas de valeurs propres réelles.

Solution: Vrai. Comme det(A−λ I2) = λ 2 +1, on a que le polynôme det(A−λ I2) = 0 n’admet
aucune racine réelle.

(d) Si 0 est valeur propre d’une matrice A de taille n×n, alors A n’est pas inversible.

Solution: Vrai. On a que 0 est valeur propre de A si et seulement si det(A−0In) = detA = 0.
Donc A n’est pas inversible.

(f) Toute matrice inversible est diagonalisable.

Solution: Faux. Référez-vous à l’exemple (f) ou (h) de la question précédente, ou vérifiez par
vous-même que la matrice

[
1 1
0 1

]
, qui a 1 comme seule valeur propre, est bien inversible mais

PAS diagonalisable.

(h) Si une matrice de taille n×n admet n valeurs propres distinctes, alors cette matrice est diagonali-
sable.

Solution: Vrai. Comme nous l’avons vu : pour chaque valeur propre distincte, on obtient un
vecteur propre, et nous savons que les vecteurs propres correspondant à des valeurs propres dis-
tinctes sont linéairement indépendants. Il y a donc n vecteurs propres linéairement indépendants,
qui formeront donc bien sûr une base de Rn (car dimRn = n).

(j) 3 Si v et w sont des vecteurs propres d’une matrice symétrique A (c’est-à-dire une matrice A qui
vérifie A = AT ) et que v et w correspondent à des valeurs propres différentes, alors

v ·w = 0 .

Solution: Utilisez l’indication et substituez λ = 0 dans l’équation.

3. Indication : puisque A est symétrique, rappelez-vous que Av ·w = v ·Aw (voir l’Exercice 14.4). Simplifiez maintenant
les deux côtés en utilisant le fait que v et w sont des vecteurs propres et regardez ce que vous obtenez.
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23.3 Soit la matrice A =

0 1 1
1 0 1
1 1 0

.

a) Calculez det(A−λ I3) et montrez que les valeurs propres de A sont 2 et −1.

Solution: On a

A−λ I3 =

−λ 1 1
1 −λ 1
1 1 −λ

 .
Pour calculer le déterminant, nous pourrions utiliser la méthode des cofacteurs, mais nous
pouvons aussi d’abord appliquer quelques opérations sur les lignes, en gardant trace de tout
changement de la valeur du déterminant. Nous allons faire cette dernière méthode pour éviter de
diviser par λ (nous ne savons pas encore si λ = 0 ou non...).−λ 1 1

1 −λ 1
1 1 −λ

λL2 +L1→ L1
∼

−L2 +L3→ L3

0 1−λ 2 1+λ

1 −λ 1
0 1+λ −λ −1

 .

En gardant un œil sur les facteurs communs (pour simplifier notre travail de factorisation), nous
avons donc :

det(A−λ I) =

∣∣∣∣∣∣
0 1−λ 2 1+λ

1 −λ 1
0 1+λ −λ −1

∣∣∣∣∣∣
=−1

∣∣∣∣1−λ 2 1+λ

1+λ −λ −1

∣∣∣∣
=−((1−λ

2)(−λ −1)− (1+λ )(1+λ ))

= (1−λ
2)(1+λ )+(1+λ )2

= (1+λ )2(1−λ +1)

= (1+λ )2(2−λ ) .

Il s’ensuit que les valeurs propres sont 2 (avec une multiplicité algébrique 1) et −1 (avec une
multiplicité algébrique 2).

b) Trouvez une base de E2 = {x ∈ R3 | Ax = 2x}.

Solution: On a :

E2 = ker(A−2I3) = ker

−2 1 1
1 −2 1
1 1 −2


= ker

1 −2 1
0 −3 3
0 3 −3

= ker

1 0 −1
0 1 −1
0 0 0


= {(s,s,s) | s ∈ R}= Vect{(1,1,1)} ,

donc {(1, 1, 1)} est une base de E2.
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c) Trouvez une base pour E−1 = {x ∈ R3 | Ax =−x}.

Solution: On a :

E−1 = ker(A− (−1)I3)

= ker(A+ I3)

= ker

1 1 1
1 1 1
1 1 1


= ker

1 1 1
0 0 0
0 0 0


= {(−s− t,s, t) | s, t ∈ R}
= Vect{(−1,1,0),(−1,0,1)}

donc {(−1,1,0),(−1,0,1)} est une base de E2 (puisque cet ensemble est LI et générateur).

d) Trouvez une matrice inversible P telle que P−1AP = D soit diagonale, et donnez l’expression de
cette matrice diagonale D. Expliquez pourquoi la matrice P que vous avez choisie est inversible.

Solution: On peut prendre

P =

1 −1 −1
1 1 0
1 0 1

 et D =

2 0 0
0 −1 0
0 0 −1

 .
Puisque les colonnes de P sont des vecteurs propres, on a AP = PD. Aussi, puisque les vec-
teurs propres de différents espaces propres sont linéairement indépendants et que dim(E2)+
dim(E−1) = 3, on a donc que les colonnes de P forment une base pour R3 et que P est inversible.
Ainsi on a P−1AP = D.

e) Trouvez une autre matrice inversible Q ̸= P telle que Q−1AQ = D̃ soit aussi diagonale, et donnez
aussi l’expression de cette matrice diagonale D̃.

Solution: Nous pouvons remplacer P par toute matrice telle que les colonnes sont des vecteurs
propres linéairement indépendants de A (comme, par exemple, des multiples scalaires non-nuls
des colonnes de P). Pour un exemple plus intéressant, on peut vérifier que

Q =

−2 1 0
1 1 1
1 1 −1

 et D̃ =

−1 0 0
0 2 0
0 0 −1


est une autre réponse valide (entre autres).

Exercices du Chapitre 24
24.1 Pour chacune des transformations suivantes, indiquez si elle est linéaire ou non.
• Si vous dites qu’elle ne l’est pas, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites qu’elle l’est, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en donnant

une preuve valide dans tous les cas.
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(b) T : R3→ R2 définie par T (x,y,z) = (2z+ x,y).

Solution: Il s’agit en effet d’une transformation linéaire, puisque la formule provient de la

multiplication par la matrice A =
[

1 0 2
0 1 0

]
: si v =

[
x
y
z

]
∈ R3, alors Av =

[
x+2z

y

]
, qui est en effet

la formule ci-dessus (écrite en une colonne).

(d) T : R2→ R2 définie par T (v) =
[

0 −1
1 0

]
v.

Solution: Il s’agit bien d’une transformation linéaire, puisque nous savons que la multiplication
par une matrice donne toujours une transformation linéaire (voir l’Exemple 24.1.1).

(f) T : R3→ R3 définie par T (v) = proj(1,1,−1)(v).

Solution: Il s’agit d’une transformation linéaire. Nous pouvons le montrer de deux façons : par
la définition, ou en trouvant la matrice standard associée à T .
Tout d’abord, nous devons simplement écrire la formule de T de manière plus explicite :

(1) T (v) = proj(1,1,−1)(v) =
v · (1,1,−1)
∥(1,1,−1)∥

(1,1,−1) =
v · (1,1,−1)

3
(1,1,−1).

Et en coordonnées cartésiennes, si v = (x,y,z), cela donne

(2) T (v) =
(x,y,z) · (1,1,−1)
∥(1,1,−1)∥

(1,1,−1) =
(x+ y− z)

3
(1,1,−1)

ce qui se simplifie en
1
3

(
x+ y− z, x+ y− z,−x− y+ z

)
.

Méthode 1 : Par la définition

(i) Si u,v ∈ R3, alors l’égalité (1) donne

T (u+v) =
u · (1,1,−1)

3
(1,1,−1)+

v · (1,1,−1)
3

(1,1,−1)

=
(u · (1,1,−1)

3
+

v · (1,1,−1)
3

)
(1,1,−1)

=
(u+v) · (1,1,−1)

3
(1,1,−1)

= T (u)+T (v) .

(ii) Si k ∈ R et v ∈ R3, alors

T (k v) =
(k v) · (1,1,−1)

3
(1,1,−1)

= k
(v · (1,1,−1)

3
(1,1,−1)

)
= k T (v) .

Les points (i) et (ii) montrent que T satisfait les deux conditions de la définition, et donc T est
bien une transformation linéaire.
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Méthode 2 : Par la matrice standard associée

En utilisant (2), on a A =
1
3

 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

. Pour v =

x
y
z

, on a :

T (v) =
1
3

 x+ y− z
x+ y− z
−x− y+ z

=
1
3

 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

 x
y
z

= Av.

Par conséquent, T est la multiplication par la matrice A et ainsi, par l’Exemple 24.1.1, on a que
T est bien une transformation linéaire.

(h) T : R3→ R3 définie par T (v) = projv(1,1,−1).

Solution: À première vue, cela ressemble à la question (f), mais ça n’est pas tout à fait la même
chose — les vecteur v et (1,1,−1) on été échangés de place l’un l’autre. Et la différence est
grande : ici, il ne s’agit pas d’une transformation linéaire ! Regardez d’abord la formule de T :

T (v) =
(1,1,−1) ·v
∥v∥2 (1,1,−1) .

La dépendance en v est plutôt complexe : ce vecteur apparaît au numérateur dans (1,1,−1) ·v
(ça c’est usuel, ce n’est pas trop embêtant), mais la sonnette d’alarme se déclenche lorsque l’on
voit le facteur 1

∥v∥2 !
Donnons donc un contre-exemple pour montrer que T n’est pas linéaire.
En prenant v = (1,0,0), on voit que T (v) = (1,1,−1), mais

T (2v) = T (2,0,0) =
1
2
(1,1,−1) ̸= 2(1,1,−1) = 2T (v) .

Donc T n’est pas linéaire.

(j) T : R3→ R3 définie par T (v) = 2v.

Solution: Il s’agit d’une transformation linéaire. Il est facile de vérifier qu’elle satisfait les
conditions de la définition, mais il est encore plus facile de noter que si v∈R3, alors T (v) = 2I3 v,
c’est-à-dire que T est une multiplication par la matrice 2I3 et est donc bien une transformation
linéaire.

(l) T : R3→ R2 définie par T (v) = Av, où A =

[
1 0 1
1 2 3

]
.

Solution: Il s’agit d’une transformation linéaire, puisqu’elle est définie par la multiplication par
une matrice !

24.2 Dans chacun des cas suivants, déterminez la matrice standard de T , puis utilisez-la pour
trouver une base de ker(T ) et une base de Im(T ). Enfin, vérifiez la conservation de la dimension (i.e.
le Théorème du rang).

(b) T : R3→ R2 définie par T (x,y,z) = (2z+ x,y).
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Solution: Nous avons vu dans 24.1(b) que la matrice standard pour cette transformation T est la
matrice A =

[
1 0 2
0 1 0

]
. Puisque A est déjà sous forme MER, une base de ker(T ) = ker(A) est

{(−2,0,1)} .

De plus, l’algorithme pour l’espace des colonnes donne la base suivante pour Im(T ) = Im(A) :

{(1,0),(0,1)} .

(d) T : R3→ R3 définie par T (v) = proj(1,1,−1)(v).

Solution: Nous avons vu dans 24.1(f) que la matrice standard pour cette transformation T est la
matrice

A =
1
3

 1 1 −1
1 1 −1
−1 −1 1

 .

Un simple calcul montre que la MER de A est
[

1 1 −1
0 0 0
0 0 0

]
, et ainsi une base de ker(T ) = kerA

est :
{(−1,1,0),(1,0,1)} .

L’algorithme pour l’espace des colonnes donne la base suivante pour Im(T ) = Col A :

{(1,1,−1)} .

(Remarque : on pouvait s’y attendre car T est la projection sur la droite dirigée par (1,1,−1) !)

(f) T : R3→ R3 définie par T (v) = projH(v), où H est le plan passant par l’origine et de vecteur
normal (1,1,0).

Solution: Nous avons d’abord besoin de la formule pour T . Une première technique pourrait
consister à trouver une base orthogonale de H puis à utiliser la formule de projection ; mais à la
place, nous utiliserons la notion de vecteur normal : si n est un vecteur normal quelconque au
plan H et que v un vecteur quelconque dans R3, alors on sait que

v = projn(v)+(v−projn(v)) ,

et que le vecteur w = v− projn(v) est bien la projection orthogonale de v sur H, puisqu’il
satisfait les conditions (1) et (2) du Théorème 19.3.3 ! 4 Ainsi :

T (v) = projH(v) = v−projn(v) = v− v ·n
∥n∥2 n .

Soit v = (x,y,z). Comme n = (1,1,0), on a

T (x,y,z) = (x,y,z)− x+ y
2

(1,1,0) = (
y− x

2
,
x− y

2
,z) .

4. En effet, premièrement, notez que w ·n =
(
v−projn(v)

)
·n =

(
v− v·n

∥n∥2 n
)
·n = v ·n− v·n

∥n∥2 n ·n = v ·n−v ·n = 0,

et donc il est vrai que w = v− projn(v) appartient à H. Deuxièmement, on a w− v = (v− projn(v)
)
− v = −projn(v),

lequel est bien orthogonal à H puisque c’est un multiple du vecteur normal n. Faites un dessin pour vous en convaincre
géométriquement.
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Il est maintenant facile de vérifier que T est une multiplication par la matrice

A =
1
2

−1 1 0
1 −1 0
0 0 2

 .

Un calcul simple montre que la MER de A est
[

1 −1 0
0 0 1
0 0 0

]
, et ainsi une base de ker(T ) = kerA

est
{(1,1,0)} .

(On pouvait s’y attendre car T est la projection sur le plan passant par l’origine et de vecteur
normal (1,1,0).) L’algorithme pour l’espace des colonnes donne la base suivante de Im(T ) =
Im(A) :

{(−1,1,0),(0,0,1)} ,

et on peut vérifier que Vect{(−1,1,0),(0,0,1)}= H comme attendu !

24.3 Pour chacun des énoncés suivants, indiquez s’il est (toujours) vrai ou s’il est (possiblement)
faux.

• Si vous dites que l’énoncé peut être faux, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites que l’énoncé est vrai, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en

donnant une preuve valide dans tous les cas.

(b) Si une transformation T : R4→ R2 est linéaire, alors dimker(T )≥ 2.

Solution: Vrai, puisque dimker(T )+dimIm(T )= 4 par le Théorème du rang et que dimIm(T )≤
dimR2 = 2 (car Im(T ) est un sous-espace de R2). Ainsi

dimker(T ) = 4−dimIm(T )≥ 4−2 = 2 .

(d) Si une transformation T : R3→R2 est linéaire et que {v1,v2} ⊂R3 est linéairement indépendant,
alors {T (v1),T (v2)} ⊂ R2 est aussi linéairement indépendant.

Solution: Faux. En effet, c’est seulement vrai si ker(T ) = {0}. Par exemple, si l’on définit
T : R3 → R2 par T (x,y,z) = (0,0) et et qu’on considère v1 = (1,0,0) et v2 = (0,1,0), alors
{T (v1),T (v2)} n’est pas linéairement indépendant car il contient le vecteur nul, alors que
{v1,v2} est bien LI.

(f) Si une transformation T : R3→ R3 est linéaire et que ker(T ) = {0}, alors Im(T ) = R3.

Solution: Vrai. Rappelons d’abord que dimker(T )+dimIm(T ) = 3 par le Théorème du rang.
Si ker(T ) = {0}, alors dimker(T ) = 0 et donc dimIm(T ) = 3−0 = 3. Mais le seul sous-espace
de Rn qui a dimension n est lui-même (voir le Théorème 10.3.1). Donc en prenant n = 3, on
obtient bien Im(T ) = R3.

24.4∗ Pour chacune des transformations suivantes, indiquez si elle est linéaire ou non.

• Si vous dites qu’elle ne l’est pas, donnez un contre-exemple.
• Si vous dites qu’elle l’est, donnez une explication claire - en citant un théorème ou en donnant

une preuve valide dans tous les cas.
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(b) T : P→ P définie par T (p)(t) =
∫ t

0
p(s)ds.

Solution: Vous avez vu en cours d’Intégration que si p et q sont des fonctions (intégrables), alors∫ t

0
(p+q)(s)ds =

∫ t

0
p(s)ds+

∫ t

0
q(s)ds .

(Vous en verrez même une preuve si vous prenez un cours d’Analyse réelle ou fonctionnelle.) De
plus, vous avez également vu que si k ∈ R est un scalaire, alors∫ t

0
k p(s)ds = k

∫ t

0
p(s)ds .

Ces deux relations mises ensemble montrent que T est effectivement linéaire.

(d) det : M22→ R définie par det
[

a b
c d

]
= ad−bc.

Solution: Le déterminant n’est pas linéaire. Par exemple si A =

[
1 0
0 0

]
et B =

[
0 0
0 1

]
, alors

det(A+B) = det
[

1 0
0 1

]
= 1 ̸= 0 = 0+0 = detA+detB.

(Nous avions vu cet exemple dans la solution de l’Exercice 21.4(b) sur les déterminants).
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enveloppes linéaires sont des sous-espaces, 73
équation cartésienne, 38
équivalentes par rapport aux lignes, 129
équivalents, 129
espace colonnes, 163
espace des colonnes, 158
espace euclidien de dimension n, 32
espace ligne, 164
espace propre, 248
espace temps, 29
espace vectoriel, 54

forme matricielle, 30
forme paramétrique vectorielle, 38
forme vectorielle, 38
forme échelonnée, 124

grand théorème, 201

hamiltoniens, 29
homogène, 121
hyperplan, 41

image, 158, 163, 271
image vs noyau de A, 271
incompatible, 121
indépendance linéaire des ensembles orthogo-

naux, 208
inverse, 194
inverse de matrices 2×2, 194
inverses matricielles et solutions de systèmes li-

néaires, 195
inversible, 194
inégalité triangulaire, 33

l’espace des lignes est invariant par opérations
sur les lignes, 174

la matrice des signes, 236
les ensembles linéairement indépendants ne sont

jamais plus grands que les ensembles
générateurs, 102

les inverses unilatéraux sont des inverses bilaté-
raux, 199

les solutions de base forment une base pour ker(A),
166

libre, 87
lié, 86

limites de la multiplicité géométrique, 251
linéairement dépendant (LD), 86
linéairement indépendant (LI), 87

matrice, 55
matrice échelonnée (ME), 124, 130
matrice échelonnée réduite (MER), 130
matrice augmentée, 123
matrice carrée, 155
matrice coefficients, 123
matrice échelonnée réduite (MER), 124
matrice identité, 153
matrice standard, 269
matrice standard d’une transformation linéaire,

269
meilleur ajustement des moindres carrés, 228
meilleure approximation, 225
meilleure approximation d’une solution d’un sys-

tème incompatible, 225
méthode d’élimination de Gauss-Jordan, 122
méthode du pivot (de Gauss-Jordan), 122
multiplication par blocs, 155
multiplicité géométrique, 249

non-homogène, 121
norme, 32
noyau, 164, 271
noyau de A vs noyau de T , 271

opérations élémentaires sur les lignes, 123
orthogonaux, vecteurs, 33

pivot, 124, 130
polynôme caractéristique, 155, 247
produit (matriciel), 151
produit scalaire, 32
produit vectoriel, 42
projection de v sur u, 34
projection orthogonale, 211, 213
propriétés du produit matriciel, 153
propriétés de l’inverse d’une matrice, 196
propriétés du complément orthogonal, 223
propriétés du déterminant, 239

réduction d’ensembles générateurs, 97
raccourci pour décider si un ensemble est une

base, 110
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rang, 136
rank et dim(Im(A)), 179
relation de dépendance, 95
relation entre dépendance linéaire et ensembles

générateurs, 96
réduire par rapport aux lignes, 129

scalaires, 29
solution, 119
solution générale, 120
solution générale de systèmes linéaires, 122
solution triviale, 121
solution unique, 168
solutions de base, 166
sous forme échelonnée, 130
sous forme échelonnée réduite, 124, 130
sous-espaces de R2, 76
sous-espaces de R3, 77
symboles, liste de, 15
systèmes linéaires équivalents par rapport aux

lignes, 129
système linéaire, 119
systèmes non homogènes et noyau, 167

Théorème du rang, 166
toujours compatible, 168
toutes les bases ont le même nombre de vecteurs,

104
trace de A, 75
transformation linéaire, 265
transposer, 30
transposée, 30, 66
trouver les inverses des matrices, 199

unicité de la MER, 130

valeur propre, 245
variables de base, 126
vecteur directeur, 38
vecteur propre de A, 245
vecteurs, 51
vecteurs géométriques, 51
vecteurs orthogonaux, 207
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