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Bienvenue dans le monde stimulant et transformateur des statistiques d'ingénierie, ou la théorie mathématique et
I'innovation convergent afin de fagonner l'avenir de l'ingénierie, de la technologie, de I'environnement et des soins
de santé. Ce manuel en acces libre est congu a I'intention des étudiants de premier cycle en tant qu'introduction.
Il vous permet d'acquérir les connaissances fondamentales et les compétences pratiques nécessaires pour
prospérer dans le domaine dynamique de l'ingénierie et des spécialisations de la discipline.

Pourquoi des statistiques en ingénierie?

L'ingénierie est au premier plan de l'innovation technologique et du vécu de 'humanité.

Exploration de divers domaines

Ce manuel vous initiera a divers domaines de lingénierie et vous fera découvrir l'utilité des méthodes
statistiques dans ces différents domaines. Ce manuel et les ressources connexes renferment des exemples
pratiques, des études de cas et des exercices représentant des cas réels pour vous transmettre des compétences
pratiques. De la théorie aux applications concrétes, ce manuel va parcourir les outils et méthodes descriptifs et
analytiques des statistiques en insistant sur leur application pratique pour la résolution de probleme d'ingénierie.
Vous ne découvrirez pas seulement la théorie statistique : vous verrez aussi comment appliquer ces concepts pour
concevoir des expériences, analyser des données et contrdler des processus dans des contextes d'ingénierie.

Ressources informatiques et en libre accés pour une découverte

Nous vous encourageons a tirer pleinement parti du fait que ce manuel est publié en accés libre, ce qui
vous permet d'explorer l'application des statistiques aux systemes d'ingénierie. Quelle que soit le domaine
d'ingénierie qui vous passionne, ce manuel vous servira de guide inestimable dans votre parcours. Les tutoriels de
traitement statistique sur GitHub offrent des exemples interactifs et concrets de programmation en statistiques
et permettent d'apprendre en explorant et en créant des simulations. Le référentiel GitHub se trouve ici : GitHub :
Introduction aux méthodes statistiques en ingénierie.

Attributions et nouveautés

La premiere version du manuel s'inspire beaucoup du texte de «Basic Engineering Data Collection and
Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs, ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et I'adaptation de la numérotation et
de l'imbrication des chapitres. Les Jupyter Notebooks basés sur Python ont été adaptés a partir des exemples du
texte et liés tout au long du document.

Le professeur émérite de I'Université de I'lowa Stephen Vardeman et le professeur émérite de I'Université de
Miami J. Marcus Jobe (ISU PhD, 1984) ont placé leur livre Basic Engineering Data Collection and Analysis, publié
a l'origine par Duxbury/Thompson Learning/Cengage, en téléchargement libre sous licence CC BY-NC-SA
internationale 4.0, par l'intermédiaire de I'lowa State University Digital Press. Ce livre est disponible ici et est
affecté du DOI suivant : https://doi.org/10.31274/isudp.2023.127

Le manuel Basic Engineering Data Collection and Analysis est essentiellement une révision/deuxiéme édition
de l'ouvrage Statistics for Engineering Problem Solving de Vardeman, qui a remporté, en 1994, le Meriam/Wiley
Distinguished Author Award de I'American Society for Engineering Education.

Cette ressource s'appuie également sur les ressources statistiques fondamentales de « Process Improvement
Using Data ». Il s'agit d'un leg inestimable créé et mis a disposition en tant que ressource d'éducation libre par
Kevin Dunn pendant son mandat a I'Université McMaster entre 2012 et 2016. L'ouvrage de Kevin n'a pas été d'une
valeur inestimable que pour ce texte, mais aussi pour de nombreux éducateurs et éducatrices du monde entier,
car il rend les statistiques d'ingénierie et la science des données accessibles, compréhensibles et applicables. I
est disponible ici. Cette ressource est sous licence CC BY-SA 4.0.

Elle s'appuie également sur le précieux ouvrage intitulé « Introductory Statistics » d'OpenStax par Barbara
[llowsky et Susan Dean : Introductory Statistcis. CC BY-NC-SA 4.0.

Nous avons ici synthétisé ces ressources (et de nombreuses autres) dans une optique de prise en charge
du traitement statistique et d'ingénierie en les adaptant particulierement aux spécialisations de lingénierie.
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Les Jupyter Notebooks et le langage de programmation Python sont pris en charge dans ce cadre en tant
qu'expérience pratique et d'apprentissage actif, en associant ce texte aux principes FAIR des ressources en accés
libre, ce qui signifie qu'elles sont Faciles a trouver, Accessibles, Interopérables et Réutilisables.

Un parcours important

Tout au long de votre parcours d'apprentissage, rappelez-vous que le but de l'ingénierie n'est pas que de
résoudre des problémes, mais bien d'améliorer des vies. Votre travail peut avoir un impact significatif sur les
gens et changer le monde. Ensemble, nous allons entreprendre un parcours de transformation, ou statistiques et
innovation vont de pair.

Découvrons le carrefour passionnant entre l'ingénierie, les statistiques et la technologie, et créons
I'avenir ensemble!
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Objectifs d’apprentissage
Les étudiant.e.s:

1.
2.

maitriseront les principes de base des statistiques d'ingénierie

seront en mesure de mettre en ceuvre des techniques d'analyse de données adaptées aux scénarios
dingénierie

développeront des compétences pratiques en Python a l'aide de tutoriels et de simulations

appliqueront leurs connaissances des statistiques a des problémes d'ingénierie réels.

Importance pour l'ingénierie

Ces objectifs d'apprentissage sont essentiels aux ingénieur.e.s. En effet, ils fournissent une base solide en
matiere d'analyse statistique et d'analyse des données, en plus de fournir des compétences en programmation
Python. S'ils atteignent ces objectifs, les étudiant.e.s seront en mesure de résoudre des probléemes d'ingénierie
complexes qui nécessitent de prendre des décisions basées sur les données et des analyses statistiques.

Parties, modules et chapitres

Les parties spécifiques suivantes et leurs objectifs d'apprentissage, tels qu'ils sont enseignés dans les parties,
modules et chapitres, sont conformes aux objectifs globaux mentionnés ci-dessus.

Partie 1: Explorer les données

Reconnaitre et distinguer les différents termes clés.
Appliquer différents types de méthodes d'échantillonnage pour la collecte des données.
Comprendre le role des statistiques en ingénierie.

Appliquer des compétences informatiques en matiére de statistiques a des fins d'exploration des
données.

Nettoyer les données pour les préparer a l'analyse statistique.

Partie 2: Résumer, visualiser et communiquer via les données

Apprendre a effectuer un tracé des données et a les communiquer efficacement
Afficher les données sous forme de graphiques et interpréter les graphiques.

Reconnaitre, décrire et calculer des mesures de position et de répartition des données.

Partie 3 : Probabilités et variables aléatoires discrétes

Comprendre et utiliser la terminologie des probabilités.
Calculer les probabilités en utilisant les regles d'addition et de multiplication.

Construire et interpréter des tableaux de contingence, des diagrammes de Venn et des schéma en
arbre.

Reconnaitre et comprendre les fonctions de distribution de probabilité discrétes.
Calculer et interpréter 'espérance mathématique.

Appliquer correctement les distributions de probabilité discrétes.

Partie 4 : Variables aléatoires continues et distribution normale de la probabilité

7
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+ Reconnaitre et comprendre les fonctions de densité de probabilité continue.
« Appliquer correctement les distributions de probabilité continues.

+ Reconnaitre et appliquer la distribution de probabilité normale.
Partie 5 : Statistiques inférentielles et test d’hypothéses a l'aide d'échantillons

+ Appliquer et interpréter le théoréme limite central pour les moyennes.

+ Décrire les tests d’hypothéses et faire la distinction entre les types d'erreurs de test d’hypothéses.
« Réaliser et interpréter des tests d’'hypothéses pour les parameétres de population.

+ Réaliser et interpréter des tests d’'hypothéses pour deux paramétres de population.

+ Comprendre et appliquer les méthodes non paramétriques pour comparer des distributions.

+ Calculer et interpréter les intervalles de confiance pour les paramétres de population.

+ Déterminer les tailles d'échantillons requises pour les intervalles de confiance.

« Comprendre et pouvoir expliquer la valeur p et les conclusions du test statistique.

« Choisir en tout confiance le test statistique a exécuter.
Partie 6 : Inférence pour les études mutli-échantillons non structurées et ANOVA.

* Interpréter la distribution de la probabilité F.

+ Exécuter et interpréter I'analyse de la variance a un facteur et des essais de variances.

+ Appliquer des méthodes d'intervalle de confiance individuels et simultanés pour I'analyse de la variance
a un facteur.

Partie 7 : Méthode des moindres carrés et analyse de régression linéaire simple

+ Discuter des concepts de régression linéaire et de corrélation.

+ Calculer et analyser des diagrammes de dispersion, calculer des coefficients de corrélation, et identifier
les valeurs aberrantes.

+ Tirer des conclusions sur des modeles simples de régression linéaire et communiquer ces conclusions
avec assurance.

« Trouver la droite de régression de modéles établis et créer de nouveaux modéles a partir des données.
Partie 8 : Analyse de régression linéaire multiple

« Appliquer I'analyse de régression linéaire multiple.
« Apprendre I'ajustement et I'élaboration de modeles pour la régression linéaire multiple.

+ Présentation du plan complet d’expériences factorielles.
Partie 9 : Plan d’expériences

+ Appliquer et mettre en ceuvre un plan d’expérience.
+ Appliquer des plans factoriels complets et fractionnés.

« Comprendre et utiliser les méthodologies de surfaces de réponse et les méthodes d'optimisation.
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Dans I'ensemble, ces modules et objectifs d'apprentissage donnent aux étudiant.e.s en génie les connaissances
et compétences en statistiques requises pour exceller dans leur domaine et leur permettre de prendre des
décisions basées sur les données pour résoudre les problemes d'ingénierie avec efficacité.
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Pour tirer le meilleur parti de cette ressource, il est fortement recommandé d'utiliser une routine de calcul
statistique capable de lire le code Python. Nous vous recommandons d'utiliser Jupyter Lab ou Jupyter Notebook
avec la distribution Anaconda. Voir les instructions ci-dessous pour linstallation sur les différents systémes
d'exploitation.

Etapes de l'installation:

1. Accéder a la page Web Anaconda et télécharger le fichier de configuration approprié.

o Lien vers le site de téléchargement d’Anaconda : https://www.anaconda.com/
download#downloads

2. Suivre les instructions appropriées.

o Windows : https://docs.anaconda.com/free/anaconda/install/windows/
o Mac: https://docs.anaconda.com/free/anaconda/install/mac-os/
o Linux: https://docs.anaconda.com/free/anaconda/install/linux/

3. Encas de probléme avec l'installation de Python, vous pouvez utiliser Google Colab :
https://colab.google/

o |l suffit d’avoir un compte Gmail pour se connecter et utiliser Jupyter Notebook sur un
navigateur Internet.

Une résumé de Python se trouve sur le site GitHub du cours, Getting Started with Python.
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Référentiel GitHub

Le référentiel GitHub se trouve ici : GitHub : Introduction aux méthodes statistiques en ingénierie.

Les tutoriels de traitement statistique sur GitHub offrent des exemples interactifs et concrets de programmation
en statistiques et permettent d'apprendre en explorant et en créant des simulations. Le référentiel GitHub se
trouve ici : GitHub : Introduction aux méthodes statistiques en ingénierie.

Ce référentiel contient les fichiers Python de Jupyter Notebooks a utiliser lors de ce cours. Il est recommandé
de télécharger les fichiers sur votre ordinateur et de les exécuter localement. Cependant, il est également
possible de travailler sur Jupyter Notebooks en mode interactif a partir des modules de cours sans utiliser quoi
que ce soit d'autre; trouver le badge BinderHub dans la section ReadMe du référentiel et cliquer dessus.

Ces liens interactifs sont également incorporés dans le texte de cette ressource pour vous permettre de
travailler sur les exemples donnés lors de la révision des concepts de chaque module. Des référentiels spéciaux
sur GitHub ont été créés a cette fin.
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-

Grammar of Scienoe

Photographie datée de 1912 de Karl Pearson (auteur inconnu - Google Books - Nock, Albert Jay (1912-03). « A New Science And Its
Findings ». The American Magazine LXXIIl: 579. The Phillips Publishing Co.., Domaine public, https://commons.wikimedia.org/w/
index.php?curid=4578734, et Google Books: Karl Pearson, The Grammar of Science, Adam et Charles Black, 1911, Londres :
https://www.google.com/books/edition/The_Grammar_of _Science/
IMISAAAAIAAI?hI=en&gbpv=1&dq=grammar+of+science&printsec=frontcover, Domaine public.

Karl Pearson, pionnier controversé des mathématiques et de la biostatistique né en Angleterre en 1857,
a profondément influencé le domaine des statistiques. Son livre « The Grammar of Science », publié pour la
premiere fois en 1892, est un pilier de la philosophie scientifique; il peut étre considéré comme un lien entre
les statistiques et l'ingénierie dans la mesure ou il met I'accent sur I'importance des méthodes statistiques pour
comprendre et décrire les phénomeénes naturels. Cette perspective trouve un écho particulier dans le domaine
de lingénierie, lequel repose en grande partie sur 'observation, la mesure, la description, la communication
technique et l'application créative - des aspects clés de la méthode scientifique qui s'appuient fortement sur le
raisonnement statistique.

Les statistiques et les méthodes statistiques sont essentielles dans les domaines de I'ingénierie et de I'ingénierie
biomédicale, car elles jouent un réle crucial dans la conception, l'analyse et l'interprétation des données. Ces
domaines reposant de plus en plus sur la technologie et les données, la littératie statistique et la capacité a utiliser
« la grammaire de la science » deviennent essentielles pour les ingénieur.e.s en biomédecine.
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Principaux points a retenir

Ce cours porte sur I'exploitation des données et sur la description et la communication de leur incertitude a
I'aide de méthodes statistiques.

Ces méthodes sont essentielles dans le domaine de la santé et nécessaires pour créer, tester et comprendre
I'impact des nouvelles technologies biomédicales, qui produisent d’énormes quantités de données. Contrairement
a ce qui est d'usage en mathématiques pures, dans le monde réel, les données contiennent toujours des erreurs
et des variations. Les statistiques facilitent la prise de décision éclairées dans ce contexte d'incertitude inhérente,
une compétence essentielle dans divers domaines tels que I'économie, la santé, le commerce et I'ingénierie.

Les statistiques comprennent deux grands domaines : les méthodes descriptives, qui résument les données
d'un échantillon, et les méthodes inférentielles, qui tirent des conclusions sur une population plus grande.
L'exploration, le nettoyage et la catégorisation des données sont essentiels pour choisir la bonne méthode
d’'analyse statistique. Il est fondamental de pouvoir comprendre la tendance globale et la variation des données
et de pouvoir en parler; c'est la qu'interviennent des mesures comme la moyenne, le mode, I'écart-type et I'écart
interquartile.

Cette partie du cours se concentre sur les concepts fondamentaux de la statistique. Elle présente l'utilisation
de linformatique statistique et certains concepts fondamentaux de la science des données qui permettent
d'appliquer des méthodes statistiques aux données. La science des données est le domaine interdisciplinaire
des statistiques, de linformatique scientifique, de la science et de l'ingénierie. Son objectif est d'extraire des
connaissances a partir de données et d’en faire usage. Dans ce cours, nous utiliserons les JupyterLab Notebooks
basés sur Python comme outil de calcul statistique pour explorer les concepts statistiques et les mettre en
application.

Obijectifs d'apprentissage

Obijectifs d'apprentissage de la partie 1
. Distinguer les statistiques descriptives et inférentielles et comprendre leurs applications dans des contextes
d'ingénierie.
. Comprendre les échantillons statistiques et les techniques d’échantillonnage de base.
«  Connaitre et comprendre la planification d'expériences et les plans d’expériences en ingénierie.

. Identifier, classer et utiliser différents types de données statistiques (catégoriques, classées, discrétes et
continues).

. Revoir les fondements du nettoyage et de la préparation des données pour les explorer.

Objectifs d'apprentissage de la partie 1 - Tutoriels Jupyter Notebooks

+  Ouuvrir et utiliser un tutoriel JupyterLab Notebook et lire un jeu de données simple.

. Utiliser le calcul statistique pour nettoyer et préparer les données.

La partie 1 de ce cours établit les bases pour tout ce qui suit - elle contient une feuille de route pour I'étude des
statistiques en ingénierie. Elle définit le sujet, décrit son importance, introduit des termes de base et aborde la
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question importante des mesures. Enfin, elle se penche sur le réle des modeéles mathématiques dans la réalisation
des objectifs des statistiques en ingénierie.
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1.0.2 Sources de la partie 1
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Cette premiére version de la partie 1 est majoritairement tirée de «Basic Engineering Data Collection and
Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, un ouvrage placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs. ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et I'adaptation de la numérotation et
de l'imbrication des chapitres. Les Jupyter Notebooks basés sur Python ont été adaptés a partir des exemples du
texte et liés tout au long du document.

Cette ressource s'appuie également sur le document « Process Improvement Using Data », disponible ici. Des
parties de cet ouvrage sont la propriété intellectuelle de Kevin Dunn et sont partagées sous licence CC BY-SA 4.0.
Le chapitre sur la variabilité provient directement de cette ressource et est la propriété intellectuelle de Kevin
Dunn.



https://www.iastatedigitalpress.com/plugins/books/127
https://www.iastatedigitalpress.com/plugins/books/127
http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0
https://learnche.org/pid/contents
http://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0
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1.1.1 Méthodes statistiques en ingénierie
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En regle générale, le réle des ingénieur.e.s est de concevoir, de construire, d'utiliser ou d'améliorer des systemes
et des produits physiques. Ce travail repose sur des théories mathématiques et physiques acquises dans un
programme de premier cycle en génie. Au fur et a mesure que l'ingénieur.e acquiert de I'expérience, il peut se
fier a son jugement en plus des principes quantitatifs et scientifiques. Mais avec I'évolution de la technologie et
I'arrivée de nouveaux systémes et produits, lingénieur.e se trouve inévitablement confronté a des questions pour
lesquelles la théorie et son expérience ne lui sont pas d'une grande aide. Que faire dans ce cas?

Il est possible de faire appel a des consultants de maniére ponctuelle, mais la plupart du temps, il faut se
débrouiller tout seul pour comprendre le fonctionnement du systéme. Pour ce faire, il est nécessaire de collecter
et d’interpréter des données. Sans formation sur la collecte et 'analyse des données, les tentatives pourraient
étre désorganisées ou mal concues, ce qui entraine une perte de temps et de ressources, d'autant plus que les
conclusions peuvent étre erronées (ou inutilement floues). Pour éviter cela, il faut disposer d’'une trousse d'outils
comprenant les meilleurs principes et méthodes possibles de collecte et d'interprétation des données. Ces outils,
ce sont les méthodes statistiques pour l'ingénierie.

L'objectif des statistiques en ingénierie est de fournir les concepts et les méthodes nécessaires lorsqu'on se
trouve face a un probléme exigeant un jugement indépendant ou une innovation. Elles fournissent les principes
d'acquisition et de traitement des données empiriques nécessaires pour comprendre et manipuler les systémes
d'ingénierie.

DEFINITION 1.1.1.1. Statistiques d'ingénierie

Les statistiques d'ingénierie représentent I'étude de la meilleure fagon de
1. collecter des données
2. résumer ou de décrire les données d'ingénierie

3.  tirer des inférences formelles et des conclusions pratiques fondées sur des données
d’ingénierie, tout en reconnaissant la réalité de la variation.

Pour mieux comprendre cette définition, il est utile de voir comment les statistiques interviennent dans un
probléme réel.

Exemple 1.1.1.1. Traitement thermique des engrenages.

L'article « Statistical Analysis: Mack Truck Gear Heat Treating Experiments » de P. Brezler (Heat Treating, novembre,
1986) décrit une application simple des statistiques d'ingénierie. Un ingénieur des procédés a d répondre a la question
suivante : « Comment les engrenages doivent-ils étre chargés dans un four de cémentation en continu afin de minimiser
les déformations pendant le traitement thermique? » Diverses personnes avaient des opinions partiellement informées
sur la facon de procéder, notamment sur la question de savoir si les engrenages devaient étre empilés ou suspendus
a des tiges traversant les alésages, Mais personne ne connaissait vraiment les conséquences de 'empilement ou de la
suspension.
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Pour répondre a cette question, lingénieur a décidé

Collecte des données d'obtenir des faits en recueillant des données sur le faux-rond

de la face de poussée (une mesure de la distorsion de

'engrenage) des engrenages empilés et des engrenage
suspendus. Le choix des modalités précises de cette collecte de données a nécessité une réflexion approfondie. Il pouvait
y avoir des différences entre les lots de matiéres premieres des engrenages, les machinistes et les machines qui
produisaient les engrenages, les conditions a différents moments et positions dans le four, les personnes et les appareils
de mesure qui produisaient les mesures finales de faux-rond, etc. L'ingénieur ne voulait pas que ces différences soient
confondues avec les différences entre les deux techniques de chargement ou qu'elles compliquent inutilement le tableau.
Pour I'éviter, il fallait faire preuve de prudence.

En fait, Iingénieur a mené de main de maitre une étude bien réfléchie. Le tableau 1.1.1.1 répertorie les valeurs de faux-
ronds pour 38 engrenages empilés et 39 engrenages suspendus apres le traitement thermique. Sous forme brute, ces
valeurs n'évoquent pas grand chose. Comme elles ne sont pas organisées, on ne peut pas comprendre le tableau 1.1.1.1
au premier coup d'ceil. Les données devaient étre résumées.

L'une des actions menées a consisté a calculer des résumés

Résumé des données numériques des données. Par exemple, lingénieur de

procédé a calculé les moyennes de faux-rond suivantes :
engrenages empilés = 12,6
engrenages suspendus = 17,9

Visualisation Ensuite, il a résumé les données graphiquement, comme
lillustre la figure 1.1.1.1.

Variation

Grace a ces résumés, certains faits deviennent évidents. D'abord, les valeurs de faux-ronds varient, méme pour une
méthode de chargement donnée. La variabilité est un fait omniprésent de la vie, et toute méthodologie statistique le
reconnait explicitement. Dans le cas des engrenages, il ressort de la figure 1.1.1.1 qu'il y a un peu plus de variation dans les
engrenages suspendus que dans les engrenages empilés. Mais malgré la variabilité qui complique la comparaison entre
les méthodes
de chargement, la figure 1.1.1.1 et les moyennes des deux groupes montrent que le faux-ronds des engrenages empilés
est généralement inférieur a celui des faux-ronds des engrenages suspendus. Dans quelle mesure? Calculons la
différence :

Faux-rond moyen, engrenages suspendus — faux-rond moyen, engrenages empilés = 5,3

Mais quelle est la précision de ce calcul? Les faux-ronds varient. Peut-on étre sir que la différence observée dans les
moyennes

actuelles réapparaitrait lors d’'un autre essai? Ou est-ce simplement du bruit? L'empilement des engrenages codte plus
cher que leur suspension. Peut-on déterminer si ces dépenses supplémentaires sont justifiées?

Ces questions soulignent la nécessité d'utiliser des

Représentation des inférences a partir méthodes d'inférence statistique formelle a partir des

des données données et de traduire ces inférences en conclusions

pratiques. Les méthodes présentées dans ce texte peuvent,
par exemple, étre utilisées pour étayer les affirmations
suivantes concernant I'empilement et la suspension d'engrenages :

+  On peut étre sir a environ 90% qu’a long terme et dans les conditions de I'étude, la différence entre les
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moyennes est comprise entre

32et7,4

+  On peut étre sir a 95 % que 95 % des faux-ronds des engrenages empilés dans des conditions telles que
celles de I'étude de I'ingénieur se situent entre

3,0 et 22,2

+  On peut étre sir a 95 % que 95% des faux-ronds des engrenages suspendus dans des conditions telles que
celles de I'étude de I'ingénieur se situent entre

0,8 et 35,0
Voila des quantifications formelles de ce qui a été appris lors de I'étude des engrenages empilés et suspendus. Pour
utiliser ces affirmations concrétement, l'ingénieur.e de procédé a di les combiner avec d'autres informations, comme les
conséquences d'un certain niveau de faux-rond et les colts de suspension et d'empilement des engrenages. Il a aussi dd
faire preuve d'un bon jugement technique. En fin de compte, 'amélioration du faux-rond était suffisamment importante
pour justifier une dépense supplémentaire, et la méthode de 'empilement a été instaurée.

Engrenages empilés Engrenages suspendus
5 8 899 7,8, 8, 10, 10,

9, 9,10, 10, 10, 10,10, 11, 11, 11,
11, 11, 11, 11, 11, 12, 13,13, 13, 15,
11,11,12,12, 12, 1717, 17,17, 18,
1213, 18,:18::13, 19,19, 20, 21, 21,
14, 14, 14, 15, 15, 21,22,22,22, 13,
15,15, 16,17, 17, 23,23, 23,24, 27,
18, 19, 27 27,28, 31, 36

Tableau 1.1.1.1. Faux-rond de la face de poussée
(0,0001 po)
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Engrenages empilés

i} 10 20 0 40
Faux-rond (0,0001 po)

Engrenages suspendos

Faux-rond (0,0001 po)

Figure 1.1.1.1. Diagramme de dispersion des
faux-ronds

Cet exemple démontre comment les statistiques ont contribué a résoudre le probléme d'un ingénieur. Tout au
long de cet ouvrage, nous allons insister sur le fait que les sujets abordés ne sont pas des fins en soi, mais plut6t
des méthodes qu'on peut utiliser pour travailler efficacement.
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QU’EST-CE QUE LA VARIABILITE?

La vie est plutdt ennuyeuse sans variabilité, et ce cours (ainsi que presque tout le domaine des statistiques) serait
inutile si les choses ne variaient pas naturellement.

| Novaﬂabnﬁy
1750} ]
1700} |
1650} ]
1600} ]
0 100 200 300 200 500

Heureusement les données consignées liées a nos processus et systémes sont tres variables ;

+ Les propriétés des matiéres premiéres et des intrants sont loin d'étre constantes.

« Il 'y a des sources inconnues, souvent dénommeées « erreur » ou « bruit », dont l'explication dépasse notre
compréhension du processus en question.

Some variation
1740 ' . :

1720 1
1700 |
1680
1660}
1640}
1620} 1
1600

0 100 200 300 400 500

+ Variabilité des mesures et de I'échantillonnage : dérive des capteurs, pics, bruit, décalages de recalibrage,
erreurs dans I'analyse de I'échantillon, et équipement de laboratoire.

15



16

1695
1690
1685
1680
1675
1670
1665
1660
1655

C. BASSIM ET BRYAN LEE

A bit more variation

0
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Perturbations de la production :

o modification des conditions extérieures, comme la température ambiante ou I'humidité, ou

bris ou usure de piéces d'équipement nécessitant un remplacement.
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1.1.3 Types d’etudes et de méthodes statistiques
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Lorsqu'on entreprend de collecter des données, il faut décider de son niveau d'activité. Doit-on tourner des
boutons et manipuler des variables de procédés, ou doit-on se contenter d'observer et de consigner les
caractéristiques qui ressortent?

DEFINITION 1.2.3.1. Etude d’observation
Une étude d'observation est une étude dans laquelle I'ingénieur.e.s joue un rble essentiellement passif.
On observe un processus ou un phénomene et on consigne les données, mais sans intervenir.

DEFINITION 1.2.3.2. Etude expérimentale

une étude expérimentale (ou plus simplement, une expérience) est une étude dans laquelle
I'ingénieur.e joue un réle actif. On manipule les variables de processus, et I'environnement de I'étude est
controlé.

La plupart des études statistiques comprennent des volets d'observation et d'expérimentation; et ces deux
définitions doivent étre considérées comme les extrémités opposées idéalisées d'un continuum. Sur ce
continuum, l'extrémité expérimentale offre généralement les moyens les plus efficaces et les plus fiables de
collecter des données d'ingénierie. Il est généralement beaucoup plus rapide de manipuler les variables du
processus et d'observer la réaction du systeme
aux modifications plutdt que d'observer de maniére passive, en espérant remarquer un élément intéressant ou
révélateur.

En outre, il est beaucoup plus facile et sr de déduire

Déduction de la causalité la causalité d'une expérience, a partir d'une étude

d'observation. Les systémes réels sont complexes. Il est

possible d'observer plusieurs exemples de bons
fonctionnements d'un processus et de noter qu'ils ont tous été liés a
des circonstances X sans pour autant supposer que ces circonstances en sont la cause. |l peut y avoir des variables
importantes en arriére-plan qui changent et qui sont la véritable raison du bon fonctionnement du systéme. Ces
variables dites « cachées » peuvent régir a la fois le fonctionnement du processus et les circonstances X. Il se peut
aussi que de nombreuses variables changent de maniére aléatoire, sans avoir d'impact appréciable sur le systéeme
et que, par hasard, au cours d'une période dobservation limitée, certaines d'entre elles produisent les
circonstances X au méme moment ou le systéme fonctionne bien. Dans un cas comme dans l'autre, les efforts
pour recréer les circonstances X en espérant que les choses fonctionneront correctement seront des efforts
inutiles.

19
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En revanche, dans une expérience ou I'environnement est largement régulé, a I'exception de quelques variables
gu’'on modifie délibérément, la déduction de la causalité est beaucoup plus forte. Si les circonstances de I'étude
s'accompagnent systématiquement de résultats favorables, il est raisonnable de penser qu'elles en sont a l'origine.

Exemple 1.1.3.1. Granulation de I'hexamine en poudre

Cyr, Ellson et Rickard ont voulu réduire la portion de pastilles de combustible non conformes produites lors de la
compression de poudre d’hexamine brute dans une machine a pastillage. De nombreux facteurs sont susceptibles
d'influencer le pourcentage de pastilles non conformes, dont la vitesse de la machine, le remplissage de la filiere,
le pourcentage de paraffine ajouté a 'hexamine, la température ambiante, 'humidité lors de la fabrication, la teneur en
humidité, la composition « neuve » ou « réutilisée » du mélange a granuler, et la rugosité de la goulotte dans laquelle
pénétrent les pastilles fraichement fabriquées. Il était impossible d'établir une corrélation entre ces nombreux facteurs et
les performances du processus par le biais d'une observation passive.

Cependant, les étudiant.e.s ont pu réellement progresser en menant une expérience. lls ont sélectionné trois des
facteurs qui semblaient les plus importants et les ont modifiés tout en maintenant les autres facteurs aussi constants
que possible. Les changements importants observés dans le pourcentage de pastilles de combustible acceptables ont été
attribués a juste titre a l'influence des variables du systéme qui avaient été manipulées.

Outre la distinction entre les études statistiques observationnelles et expérimentales, il est utile de distinguer les
études en fonction de I'étendue de l'application prévue des résultats. Vous trouverez ci-dessous la définition de
deux termes, popularisés par feu W. E. Deming :

DEFINITION 1.1.3.3. Etude énumérative

Une étude énumérative est une étude dans laquelle il existe un groupe particulier, bien défini et fini
d'objets a étudier. Les données sont collectées sur tous ces objets ou sur une partie des objets, et les
conclusions visent a s'appliquer uniquement a ces objets.

DEFINITION 1.1.3.4. Etude analytique

Une étude analytique est une étude dans laquelle un processus ou un phénomene fait I'objet d'une
recherche a un point dans I'espace et dans le temps, avec I'espoir que les données collectées seront
représentatives du comportement du systéme a d'autres endroits et a d'autres moments dans les mémes
conditions. Dans ce type d'étude, il existe rarement, voire jamais, de groupe d'objets particulier bien défini
auquel les conclusions sont censées se limiter.
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En ingénierie, la plupart des études appartiennent a la seconde catégorie, méme si certaines applications
importantes impliquent un traitement énumératif. L'un de ces exemples est le test de fiabilité des composants
critiques - par exemple, pour une utilisation dans une navette spatiale. Ce qui intéresse alors les ingénieur.e.s, ce
sont les composants en question et leur performance, et non un probléme plus large tel que « le comportement
de tous les composants de ce type ». L'échantillonnage d'acceptation (dans lequel on vérifie un lot entrant avant de
le réceptionner) représente un autre type significatif d'étude énumérative. Cependant, comme indiqué, la plupart
des études liées a l'ingénierie sont de nature analytique.

Suite de I'exemple 1.1.3.1

Les étudiant.e.s qui se penchaient sur la machine de fabrication de pastilles ne s'intéressaient pas a un lot de pastilles
particulier, mais plutdt a la question du fonctionnement efficace de la machine. Ils espéraient (ou supposaient tacitement)
que ce qu'ils avaient appris sur la fabrication de pastilles resterait valide ultérieurement, au moins dans des conditions
identiques a celles ou ils ont mené leurs travaux. Leur étude expérimentale était de nature analytique.

Les deux définitions suivantes sont nécessaires, surtout en ce qui a trait aux études énumératives.

DEFINITION 1.1.3.5. Population
Une population représente un groupe complet d'objets sur lesquels on souhaite collecter des
informations dans le cadre d'une étude statistique.

DEFINITION 1.1.3.6. Echantillon

Un échantillon est un groupe d'objets sur lesquels on souhaite collecter des données. Dans une étude
énumérative, I'échantillon est un sous-ensemble de la population (et peut parfois englober la population
compléte).

La figure 1.1.3.1 illustre la relation entre une population et un échantillon. Si une caisse de 100 pieces de
machine est livrée sur un quai de chargement et que 5 piéces sont examinées afin de vérifier 'acceptabilité du lot,
les 100 piéces constituent la population d'intérét et les 5 pieces forment un échantillon (unique) de taille 5 de la
population. (Notez l'utilisation des mots ici: il y a un échantillon et non cinq).
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Figure 1.1.3.1. Population et échantillon

La définition des mots « population » et « échantillon » est souvent élargie de plusieurs fagons. D'une part, il
est courant de les utiliser pour désigner non seulement les objets étudiés, mais aussi les valeurs des données
associées a ces objets. Par exemple, si on I'on considére les valeurs de dureté Rockwell associées a 100 piéces de
machine dans une caisse, les 100 valeurs de dureté peuvent étre désignées par le terme population (de nombres).
Les cing valeurs de dureté qui correspondent aux piéces examinées (I'échantillon d'acceptation) peuvent étre
désignées sous le terme d'échantillon tirée de cette population.

Suite de I'exemple 1.1.3.1

Cyr, Ellson et Rickard ont identifié huit ensembles différents de conditions expérimentales pour tester le fonctionnement
de la machine a pastilles. Plusieurs cycles de production de pastilles ont été exécutés dans chaque ensemble de
conditions, et chacun d'eux a produit son propre pourcentage de pastilles conformes. Ces huit ensembles de
pourcentages peuvent désignés comme
huit échantillons (de nombres) différents.

Soit dit en passant, méme si aucune population concreéte a proprement parler ne fait 'objet d'une recherche
dans le cadre d'une étude analytique, il est courant de faire référence a une population conceptuelle dans ce cas.
Des expressions telles que « la population composée de tous les objets qui pourraient étre produits dans ces
conditions » sont parfois utilisées. Cela peut étre source de confusion, mais il s'agit d'un usage courant, étayé par
le fait que les mémes mathématiques sont généralement utilisées pour tirer des conclusions dans des contextes
énumératifs et analytiques.

TYPES DE METHODES STATISTIQUES

II'y a deux grandes méthodes statistiques pour analyser des données: les statistiques descriptives et les
statistiques inférentielles. Les statistiques descriptives résument les données d'un échantillon, par exemple en
utilisant sa moyenne et son écart-type. Elles seront le sujet principal de la partie 2 de ce cours. Les statistiques
inférentielles permettent de tirer des conclusions a partir de données extraites d'un échantillon soumis a des

variations aléatoires. Les statistiques inférentielles s'appuient sur un modele de
probabilité pour décrire le processus a partir duquel les données ont été
obtenues, ce que nous verrons dans les parties 3 et 4. Les données sont ensuite
utilisées pour tirer des conclusions sur le processus en estimant les paramétres
du modele et en faisant des prédictions basées sur le modele. Les tests statistiques
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inférentiels formels seront abordés dans la partie 5 de ce cours. La figure 1.1.2.2 montre comment les
statistiques descriptives et inférentielles sont liées.

Statistiques descriptives

O000000O0O0O0

0000000000 Extraire 2@ Décrire I’échantillon
0000000000 | Iéchantiion ® & 9 Moynne X et écart-type s
oooooov;gg’,v e \

0000006 Echantillon

0000 0OS®0OOO0

0000000000 x>
0000000000 ?%/ HBM
0000000000 «
0000000000

Population Statistiques inférentielles

Utilise les statistiques pour inférer
une caractéristique de la population

Figure 1.1.2.2. Lien entre les statistiques descriptives et inférentielles.
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ECHANTILLONNAGE DANS LES ETUDES ENUMERATIVES

Une étude énumérative possede une population d'éléments concrete et identifiable. Ce chapitre décrit la sélection
d’'un échantillon des éléments a inclure dans une recherche statistique.

L'utilisation d'un échantillon pour représenter une population (généralement plus grande) confére des
avantages évidents. Par exemple, il peut étre tres facile d'examiner certaines caractéristiques d'un échantillon
de 30 composants électriques, tandis que le recensement (une étude comprenant tous les membres de la
population) du lot de 10 000 peut s'avérer impossible. Parfois, I'essai est destructif et I'étude rend l'article
inutilisable. Parfois, la rapidité d'exécution et la qualité des données d'une recherche par échantillonnage
dépassent de loin tout ce qui pourrait étre obtenu dans le cadre d'un recensement. Si I'étude prend beaucoup de
temps, la technique de collecte de données peut se relacher ou étre négligée. Une quantité modérée de données
collectées sous étroite supervision et utilisées immédiatement peut étre tres efficace - souvent plus efficace que
les données d'une étude qui pourrait sembler plus compléte, mais qui, en réalité, prendrait trop de temps.

Si un échantillon doit étre utilisé pour représenter une population, le choix de cet échantillon devient primordial.
L'échantillon doit représenter la population d'une maniére ou d’'une autre. La question traitée ici concerne la
maniére d'y arriver.

Les méthodes systématiques et fondées sur le jugement peuvent, dans certaines circonstances, produire des
échantillons qui représentent fidelement les caractéristiques importantes d'une population. Si un lot d'articles est
fabriqué dans un ordre connu, il peut étre raisonnable de sélectionner, par exemple, chaque vingtieme article
pour l'inclure dans une étude de statistiques d'ingénierie. |l peut aussi étre pertinent de forcer I'échantillon a étre
équilibré, c'est-a-dire que chaque opérateur, chaque machine et chaque lot de matiére premiere
(par exemple) figure dans I'échantillon. Une personne ayant beaucoup d'expérience peut aussi étre en mesure
d'observer une population physique et d’en extraire un échantillon représentatif de maniére assez fiable.

Mais ces méthodes de sélection d'échantillons peuvent poser des problemes. Les humains sont sujets a des
idées préconcues et a des préjugés conscients et inconscients, et par conséquent, les échantillons reposant sur le
jugement peuvent ne pas refléter leur population. Les méthodes systématiques peuvent échouer gravement en
présence de phénomeénes cycliques imprévisibles. (Par exemple, supposons que I'on examine tous les 20° articles
d'un lot selon l'ordre dans lequel ils sortent de la chaine de production. Supposons en outre que les articles soient
traités a un moment donné sur une machine dotée de cinq tétes similaires, chacune effectuant la méme opération
sur un article sur cing. L'examen de chaque 20° article ne donne une image du comportement que d'une seule
des tétes. Les quatre autres tétes pourraient étre vraiment mal réglées, et il n'y aurait aucun moyen de s'en rendre
compte).

Au-dela de ces problémes, les méthodes d'échantillonnage systématiques ou basées sur le jugement ne
permettent pas de quantifier les propriétés de maniére utile. Il n‘existe aucune maniére efficace d'extraire des
informations d'échantillons sélectionnées via ces méthodes et d'en tirer des conclusions fiables sur les marges
d'erreur probables. La méthode présentée ci-apres éviter les faiblesses des échantillonnages systématiques ou
basés sur le jugement.

DEFINITION 1.1.4.1. Echantillon aléatoire simple
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Un échantillon aléatoire simple de taille n dans une population est un échantillon sélectionné de
telle maniere que chaque collection de n éléments de la population a, a priori, la méme probabilité de
composer |'échantillon.

La fagon la plus simple d’envisager I'échantillonnage aléatoire simple est sans doute de dire qu'il équivaut, sur le
plan conceptuel, a tirer n billets d'un chapeau qui contient un billet pour chaque membre de la population.

Exemple 1.1.4.1. Echantillonnage aléatoire des résident.e.s d'un dortoir

C. Black a réalisé une étude partiellement énumérative et partiellement expérimentale afin de comparer les temps de
réaction des étudiant.e.s dans deux conditions d'éclairage différentes. Il a décidé de créer un échantillon aléatoire simple
en recrutant 20 étudiant.e.s sélectionné.e.s au hasard dans son dortoir mixte. En fait, la méthode de sélection qu'il a
utilisée consistait en une table de chiffres dits aléatoires. Aujourd’hui, il pourrait 'hui utiliser un générateur de nombres
aléatoires a l'aide d'un logiciel de calcul statistique. Mais il aurait tout aussi bien pu écrire les noms de toutes les personnes
vivant sur son palier sur des billets de taille uniforme, les mettre dans un bol, les mélanger soigneusement, fermer les
yeux et en piger 20.

Méthodes mécaniques, tables de chiffres aléatoires et échantillons aléatoires simples

Pour sélectionner un échantillon aléatoire simple, on peut utiliser des méthodes mécaniques ou des méthodes
utilisant des chiffres « aléatoires ». L'efficacité des méthodes mécaniques repose sur la symétrie et le mélange
minutieux dans un dispositif physique de randomisation. En d'autres termes, les billets dans le chapeau doivent
étre de la méme taille et bien mélangés avant que la sélection de I'échantillon ne commence.

La premiére loterie de conscription américaine pour la guerre du Vietnam est un cas célebre ou I'on n'a pas pris
les précautions nécessaires pour garantir le bon fonctionnement d'un dispositif mécanique de randomisation. Les
anniversaires étaient censés se voir attribuer les numéros de priorité 1 a 366 de maniére « aléatoire ». Toutefois,
il est apparu aprés coup que les boules représentant les dates de naissance avaient été placées dans un bac un
mois a la suite de l'autre, et que le bac avait été mal mélangé. Lors du tirage des boules, les dates de naissance
situées vers la fin de 'année ont recu une part disproportionnée
des numéros les plus petits. Selon la terminologie actuelle, les cing premiére dates de la corbeille ne doivent pas
étre considérées comme un simple échantillon aléatoire de taille 5. Les exploitants de jeux de hasard s'assurent
(par la collecte de données appropriées) que leurs dispositifs mécaniques fonctionnent de maniére aléatoire.

L'utilisation de chiffres aléatoires pour I'échantillonnage repose implicitement sur le caractére réellement
aléatoire de la méthode utilisée pour générer les chiffres. Généralement, ces méthodes reposent sur des
processus physiques aléatoires, comme la désintégration radioactive, ou des générateurs de nombres pseudo-
aléatoires (des algorithmes numériques récursifs compliqués). Jusqu'a réecemment, il était d'usage de consigner
ces chiffres dans des tables imprimées.
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Logiciel de statistique et échantillons aléatoires

Avec la démocratisation des ordinateurs personnels, les tables de chiffres aléatoires sont devenues complétement
obsoletes. Désormais, on peut utiliser un logiciel statistique ou un tableur pour générer des nombres aléatoires
au moment ou on en a besoin.

Remarques sur I'échantillonnage aléatoire

Quelle que soit la mise en ceuvre de la définition 1.1.4.1, plusieurs commentaires sur la méthode s'imposent.
Tout d'abord, il convient d'admettre que I'échantillonnage aléatoire simple ne répond a l'objectif initial de fournir
des échantillons représentatifs qu'en moyenne ou a long terme. |l est possible que certains échantillons ainsi
sélectionnés ne soient absolument pas représentatifs de la population. Par exemple, un échantillon aléatoire
simple de 20 essieux sur 80 pourrait en fait é&tre composé des essieux ayant les plus petits diametres. Mais cela ne
se produit pas souvent. En moyenne, un échantillon aléatoire simple donnera une image fidéle de la population.
La définition 1.1.4.1 énonce une méthode, et non une garantie de succés pour une application donnée de la
méthode.

Ensuite, il convient également d'admettre qu'il n'existe aucune garantie qu'il sera facile de procéder a la sélection
physique d'un échantillon aléatoire simple. Imaginez s'il fallait prendre cinq fours a micro-ondes précis sur un
lot de 1 000 fours stockés dans un entrep6t. Ce serait probablement une tache trés désagréable que de localiser
et de rassembler les cinqg fours correspondant a des numéros de série choisis au hasard pour, par exemple, les
transporter vers un
laboratoire d'essais.

Mais les avantages conférés par I'échantillonnage aléatoire simple compensent largement ses inconvénients.
Premiérement, il s'agit d'un méthode objective d'échantillonnage. En l'utilisant, on se protége des biais humains
conscients et inconscients. Deuxiemement, la méthode introduit des probabilités dans le processus de sélection
d'une maniére qui se révéle gérable. Par conséquent, la qualité des informations provenant d'un échantillon
aléatoire simple peut étre quantifiée. Ainsi, on peut utiliser les méthodes d'inférence statistique formelle, de
méme que les conclusions qui en découlent (« Je suis sOr a 95 % que... »).
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Les ingénieur.e.s gerent de nombreux types de données. Il st souvent utile de les classer selon la mesure dans
laquelle elles sont intrinséquement numériques.

DEFINITION 1.1.5.1. Données catégoriques

Les données qualitatives ou catégoriques sont les valeurs des caractéristiques fondamentalement non
numeériques associées aux éléments d'un échantillon. Elles peuvent parfois étre ordonnées, mais il faut les
agréger et les dénombrer pour produire des valeurs numériques significatives.

Considérons a nouveau un échantillon de cinqg pieces de machine tiré d'une caisse de 100 pieces. S'il est possible
de classer chaque piéce dans l'une des catégories (ordonnées) 1) conformes, 2) a retravailler, et 3) a jeter, et
que l'on connait les classifications des cinqg piéces, on dispose alors de cing points de données qualitatives. Si
'on dénombre trois pieéces conformes, une a retravailler et une a jeter, on se retrouve alors avec un résumé
numeérique des données catégoriques.

Les données numériques s'opposent aux données catégoriques.

DEFINITION 1.1.5.2. Données numériques

Les données quantitatives ou numériques sont les valeurs des caractéristiques numériques associées
aux éléments d'un échantillon. Il s'agit généralement de compter le nombre d'occurrences d'un
phénoméne d'intérét ou de mesurer une propriété physique des éléments.

En reprenant I'exemple des piéces de machine en caisse, les valeurs de dureté de Rockwell des cinqg pieces
sélectionnées pourraient constituer un ensemble de données (de mesure) quantitatives. Le nombre de défauts
visibles sur une surface usinée pour chacune des cing piéces sélectionnées constituerait un ensemble de données
(de dénombrement) quantitatives.

Il est parfois pratique de faire comme si la précision des mesures était infinie. Sous cette hypothese, les
variables mesurées sont continues dans le sens ou elles peuvent prendre n'importe laquelle des valeurs
appartenant a une plage continue. Par exemple, on peut supposer que la dureté de Rockwell d'une piece de
machine se situe n'importe ou dans l'intervalle (0, «), mais il ne s'agit bien sir que d'une idéalisation. En réalité,
toutes les mesures sont effectuées a l'unité la plus proche (quelle que soit cette unité). Cela devient d’'autant plus
évident que les instruments de mesure sont de plus en plus souvent équipés d'écrans numériques. En réalité,
lorsqu’on les examine d'assez prés, toutes les données numeériques (qu'elles soient mesurées ou comptées) sont
discretes, en ce sens qu'elles ne peuvent prendre que certaines valeurs, et non n'importe quelle valeur sur un
continuum.

Bien que la plage (0, «) soit mathématiquement utile et tout a fait adéquate a des fins pratiques, 'ensemble
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réel des valeurs possibles pour la dureté de Rockwell mesurée d’'une piéce de machine ressemble probablement
davantage a {0,1, 0,2, 0,3,...} qu'a (0, «).

Il est généralement convenu que les données de mesure sont préférables aux données catégoriques ou
de dénombrement. Les méthodes statistiques pour les mesures sont plus simples et plus éclairantes que les
méthodes pour les données qualitatives et les dénombrements. En outre, de bonnes mesures nous renseignent
généralement beaucoup plus que les données qualitatives. Toutefois, il faut parfois tenir compte du fait que les
mesures peuvent prendre plus de temps (et donc colter plus cher) que la collecte de données qualitatives.

Exemple 1.1.5.1. Mesures de la masse des pastilles

En préliminaire a leur étude expérimentale sur le processus de granulation (abordé dans I'exemple 1.1.3.1), Cyr, Ellson
et Rickard ont recueilli des données sur un certain nombre d'aspects du comportement de la machine, dont la masse des
pastilles produites dans des conditions d'utilisation normales. Etant donné que la majorité des non conformités résulte
d’'un détachement du matériau au cours de la production, la masse de la pastille est un indicateur de la performance du
systéme. Les spécifications indiquaient que la masse devait étre comprise entre 6,2 et 7,0 g.

Des données sur 200 pastilles ont été recueillies. Les étudiant.e.s auraient pu se contenter d’cbserver et de noter si une
pastille donnée avait une masse conforme aux spécifications, produisant ainsi des données qualitatives, mais ils ont plutét
pris le temps de mesurer la masse des pastilles a 0,1 g prés, recueillant ainsi des données de mesure. La figure 1.1.5.1
illustre le résumé de leurs constatations.
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Figure 1.1.5.1 Mesures de la masse des pastilles

Remarquez qu'il est possible de récupérer les informations de conformité a partir des mesures : environ 28,5% (57 sur
200) des pastilles avaient des masses qui ne répondaient pas aux spécifications. Mais la figure 1.1.5.1 ne se limite pas a
cela. La forme de la distribution peut donner des indications sur le fonctionnement de la machine et
sur les conséquences potentielles de simples de modifications du processus de granulation. Par exemple, notez l'aspect
tronqué de la figure. La queue avant des données ne ressemble en rien a la queue arriére. Les étudiant.e.s ont déduit
que c'était d0 au fait qu'apres avoir été placée dans une matrice, la poudre passe sous une palette qui élimine I'excés
de matiere avant qu'un vérin ne la comprime dans la matrice. La quantité initialement distribuée dans une matrice
donnée peut avoir une distribution assez symétrique en forme de monticule, mais la palette introduit probablement la
caractéristique tronquée de I'affichage.

De plus, a partir des données numériques de la figure 1.1.5.1, on peut trouver un pourcentage de masses de pastilles
dans n'importe quel intervalle d'intérét, et pas seulement dans l'intervalle [6.2, 7.0]. En déplacant mentalement la figure
vers la droite, il est méme possible de projeter les effets probables d'une augmentation de la taille des matrices dans des
proportions variables.
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Dans les études d'ingénierie, il est courant d'avoir plusieurs variables dintérét. Les définitions suivantes
présentent des termes utiles pour préciser le nombre de variables impliquées et leur relation.

DEFINITION 1.1.5.3. Données a une seule variable
Les données a une seule variable apparaissent lorsqu’on observe une seule caractéristique de chaque
élément de I'échantillon.

DEFINITION 1.1.5.4. Données a plusieurs variables
Les données a une plusieurs variable apparaissent lorsqu'on observe plusieurs caractéristiques de
chaque élément de I'échantillon. Il y a un cas particulier concernant lesdonnées a deux variables.

DEFINITION 1.1.5.5. Mesures répétées

Lorsque on obtient des données a plusieurs variables en mesurant plusieurs fois une caractéristique
essentiellement identique (par exemple, avec des instruments différents ou a des moments différents),
on parle de données a mesures répétées. Dans le cas particulier des réponses a deux variables, on parle
de données appariées.

[l est important de reconnaitre les données a plusieurs variables. Le fait de disposer de valeurs de dureté
de Rockwell pour cing des 100 pieces en caisse de machines et de déterminer le pourcentage de carbone pour
cing autres pieces n'est pas du tout équivalent au fait de disposer a la fois de valeurs de dureté et de teneur en
carbone pour un échantillon unique de cinqg pieces. Dans le premier cas, il y a deux échantillons de cing points de
données a une seule variable, tandis qu'il n'y a qu'un seul échantillon de cinq points de données a deux variables
dans le second. La seconde situation est préférable a la premiére, car elle
permet d'analyser et de tirer parti de toute éventuelle relation entre les variables « dureté » et « pourcentage de
carbone ».

Exemple 1.1.5.2. Mesures de distorsion appariée
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Dans le scénario de chargement du four évoqué a I'exemple 1.1.1.1, les mesures de faux-ronds radiaux ont été en fait
effectuées sur tous les (38 + 39 =) 77 engrenages avant et aprés le traitement thermique. (Le tableau 1.1 ne donne que les
données apres traitement.) On disposait donc de deux échantillons (de tailles respectives 38 et 39) de données appariées.
Ainsi, on pouvait (si on le souhaitait) analyser la corrélation entre la distorsion apres traitement et la distorsion avant

traitement.
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La réussite des études d'ingénierie statistique dépend de la capacité a effectuer des mesures. Pour des propriétés
physiques, comme la longueur, la masse, la température, etc., les méthodes de mesure sont trés courantes
et évidentes. Souvent, ces propriétés suffisent a caractériser adéquatement le comportement d'un systéeme
d'ingénierie. Mais lorsque c'est impossible, il faut définir précisément ce qui est a observer dans le systéme, puis
faire preuve d'ingéniosité pour créer une méthode de mesure adaptée.

Exemple 1.1.6.1. Mesure de la fragilité

Dans le cadre d'un projet de fin d’études en génie métallurgique, il fallait aider un fabricant a améliorer les performances
d’'une piéce métallique en forme de pointe. Dans l'application a laquelle elle était destinée, cette piece devait étre solide
mais tres fragile : lorsqu’elle rencontrait un obstacle sur son chemin, elle devait se briser plutdt que de se plier, car la
flexion
aurait causé d'autres dommages a la machine dans laquelle la piéce fonctionnait. Pendant qu'ils planifiaient une étude
statistique visant a déterminer les variables de fabrication qui affectent la performance des piéces, les étudiant.e.s ont
réalisé que l'entreprise ne disposait pas d'un bon moyen pour évaluer la performance des piéces. Pour mener a bien leur
étude, ils ont mis au point un appareil de mesure qui ressemblait grossierement a l'illustration de la figure 1.1.7.1. Un
bras oscillant avec une grande masse a son extrémité était placé en position horizontale, puis on le libérait pour qu'il aille
frapper une piéce d’essai solidement
fixée en position verticale au bas de sa trajectoire. L'angle maximal au-dela de la verticale formé par le bras aprés limpact
avec la piéce constituait une mesure efficace de la fragilité.

\
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Figure 1.1.6.1. Appareil de mesure de la fragilité

Exemple 1.1.6.2. Mesure de la solidité d'un joint en bois

Dimond et Dix voulaient mener une étude visant a comparer la solidité d'un joint pour une combinaison de trois
essences différentes et de trois colles. Comme ils ne disposaient pas d'un appareil d'essai de solidité, ils en ont inventé
un. Pour tester un joint, ils ont suspendu un grand récipient a 'une des piéces de bois ety ont versé de I'eau jusqu'a ce le
joint se brise sous le poids de I'eau. Connaissant le volume d'eau versé dans le récipient et la densité de I'eau, ils ont pu
déterminer la force nécessaire pour briser le joint.

Qu'on utilise une technologie disponible sur le marché ou qu'il faille fabriquer un nouveau dispositif, un certain
nombre de questions concernant les mesures doivent étre prises en compte, dont la validité, les variations et les
erreurs de mesure, I'exactitude et la précision.
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DEFINITION 1.1.6.1. Validité
Une mesure ou une méthode de mesure est considérée comme valide si elle représente de maniere
utile et correcte une caractéristique importante d'un objet ou d'un systeme.

On ne saurait trop insister sur I'importance de se poser la question de la validité des mesures avant de se lancer
dans une étude d'ingénierie statistique. La collecte des données d'ingénierie colte de I'argent, et trop souvent, on
consacre des ressources considérables a recueillir des données qui, finalement, n‘aident pas vraiment a résoudre
le probléme en question.

La section 1.1.1.1 a souligné qu'en utilisant des

Erreur de mesure données, on est rapidement confronté au fait que la

variation est omniprésente. Une partie de ces variations

est due au fait que les objets étudiés ne sont jamais

exactement les mémes. Mais une autre partie des variations découle du fait que les processus de mesure ont

également leur propre variabilité inhérente. Si on a une échelle de mesure suffisamment précise, il sera

impossible - quels que soient les efforts déployés - d'obtenir plusieurs fois la méme mesure pour un méme objet.

Il est naif d'attribuer toute variation dans les mesures répétées a une mauvaise technique ou a un manque de

rigueur. (Bien entendu, une mauvaise technique et un manque de rigueur peuvent accroitre la variation des
mesures au-dela de ce qui est inévitable).

Un exercice suggéré par W. J. Youden dans son ouvrage Experimentation and Measurements illustre bien la réalité
des erreurs de mesure. Essayez de mesure I'épaisseur du papier de ce livre en utilisant la technique suivante :
Ouvrez le livre a une page située vers le début et a une page située vers la fin. Saisissez fermement la pile entre
les deux pages
entre le pouce et l'index et mesurez I'épaisseur de la pile (a 0,1 mm prés) a l'aide d'une régle d'écolier. En divisant
I'épaisseur de la pile par le nombre de feuilles de la pile et en consignant le résultat a 0,0001 mm pres, vous
obtiendrez la mesure de I'épaisseur.

Exemple 1.1.6.3. Mesures d'épaisseur du papier d'un livre

Vous trouverez ci-dessous dix mesures de I'épaisseur du papier, tirées de l'ouvrage Statistics for Experimenters de Box,
Hunter et Hunter, effectuées au cours d'un semestre par les étudiant.e.s en ingénierie Wendel et Gulliver.
Wendel : 0,0807,0,0826, 0,0854, 0,0817, 0,0824,
0,0799, 0,0812, 0,0807, 0,0816, 0,0804
Gulliver : 0,0972, 0,0964, 0,0978, 0,0971, 0,0960,
0,0947, 0,1200, 0,0991, 0,0980, 0,1033
La figure 1.1.6.2 présente un graphique de ces données et révéle clairement que méme des mesures répétées par une
méme personne sur un méme livre varient, et que les schémas de variation pour deux personnes différentes peuvent
étre tout a fait différents. (Les valeurs de Wendel sont a la fois plus petites et plus cohérentes que celles de Gulliver.)
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Figure 1.1.6.2. Diagrammes de dispersion des mesures d'épaisseur de papier

Epaisseur {mm)

La variabilité qui est inévitable dans les mesures peut étre considérée comme ayant des composantes internes et

externes.

objet.

DEFINITION 1.1.7.2. Précision
Un systéme de mesure est dit précis s'il produit de faibles variations lors de mesures répétées du méme

La précision correspond a la cohérence interne d'un systéme de mesure. Généralement, il est possible de

I'améliorer en n‘opérant que quelques petites modifications dans la configuration du systéme.

Suite de I'exemple 1.1.6.3.

En ignorant la possibilité qu’'une propriété du livre de Gulliver soit a I'origine de la plus grande dispersion de ses valeurs
par rapport a celles de Wendel, il apparait que la technique de mesure de Wendel était plus précise que celle de Gulliver.
Il aurait probablement été possible d’améliorer la précision des mesures de Gulliver et de Wendel en leur donnant un
trombone et un micrométre. Le trombone exerce une pression relativement constante sur les piles de pages a mesurer,
éliminant ainsi la subjectivité et les variations liées a la saisie ferme de la pile entre le pouce et I'index. Pour déterminer
I'épaisseur de la pile, le micromeétre est un instrument nettement plus précis que la regle.

La précision des mesures est importante, mais pour de nombreux objectifs, elle n'est pas suffisante.
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Définition 1.1.7.3 Exactitude
un systeme de mesure est dit exact (ou parfois, non biaisé) si, en moyenne, il produit la vraie valeur
d’'une quantité mesurée.

L'exactitude représente la conformité d'un systéme de mesure a une norme externe quelconque. Il s'agit d'une
propriété qui peut généralement &tre modifiée sans nécessiter de changement physique important a la méthode
de mesure. La calibration (aussi appelée étalonnage) d'un systéme peut étre aussi simple que de comparer les
mesures du systéme a un étalon, d'élaborer un schéma de conversion approprié, puis d'utiliser
les valeurs converties au lieu des valeurs brutes du systéme.

Suite de I'exemple 1.1.6.3.

On ne sait pas ce que la méthode de mesure standard du secteur aurait donné pour I'épaisseur du papier dans la
copie du texte de Wendel, mais supposons qu’une valeur de 0,0850 mm/feuille soit appropriée. Le fait que les mesures de
Wendel aient été en moyenne de 0,0817 mm/feuille suggere que son exactitude future
pourrait étre améliorée en procédant comme précédemment, mais en multipliant tout chiffre obtenu par le rapport
0,0850/0,0817, soit 1,04.

Au Canada, les ensembles de référence des mesures physiques sont établis par Mesures Canada. Aux Etats-Unis,
c'est le National Institute of Standards and Technology qui s’en charge. C'est un travail important. Des appareils de
mesure mal calibrés peuvent étre suffisants pour comparer les conditions locales, mais pour établir les valeurs des
quantités dans un sens absolu, ou pour que les valeurs locales puissent étre utilisées en d'autres lieux et a d'autres
moments, il est essentiel d'étalonner les systémes de mesure par rapport a un étalon constant. Un millimétre
aujourd’hui en Ontario doit correspondre a un millimétre la semaine derniére en Colombie-Britannique.
La possibilité de biais ou d'inexactitude dans les
Exactitude et études statistiques systemes de mesure a au moins deux implications
importantes pour la planification des études d'ingénierie
statistique. La premiére, c'est que les appareils doivent
étre surveillés et recalibrés au besoin. Le phénomeéne bien connu de la dérive des instruments peut ruiner une
étude statistique autrement irréprochable. La deuxiéme, c'est que dans la mesure du possible, il faut utiliser un
seul systéme pour toutes les mesures. Si on a recours a plusieurs appareils et plusieurs personnes, il devient
difficile de déterminer si les différences observées sont attribuables aux variables a I'étude, ou aux instruments et
aux gens. S'il faut absolument utiliser plusieurs appareils, ceux-ci doivent étre calibrés par rapport a un étalon (ou
au moins les uns par rapport aux autres). L'exemple suivantillustre le r6le du facteur humain dans les différences.

Exemple 1.1.6.4. Différences d'utilisation d’'une jauge entre plusieurs technicien.ne.s

Cowan, Renk, Vander Leest et Yakes ont travaillé avec une entreprise sur la surveillance d'une dimension critique
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d'une piece métallique de haute précision produite sur un tour a commande numérique. lls ont constaté une variation
importante et initialement inexplicable de cette dimension entre les différentes équipes de l'usine. Cette variation a
finalement été attribuée

non pas a une différence réelle entre les pieces d'une équipe a l'autre, mais a une instabilité du systétme de mesure
de l'entreprise. Toutes les équipes utilisaient la méme jauge pour mesurer la dimension critique, mais pas de la méme
maniére. L'entreprise a donc di former les technicien.ne.s pour leur montrer a utiliser la jauge d'une seule et unique facon
standardisée.

Pour illustrer la différence entre précision et exactitude, prenons I'exemple d’'une cible. Si on tire sur la cible, on
peut étre sur la cible ou en dehors (exactitude), et les tirs peuvent étre groupés ou non (précision ou imprécision).
La figure 1.1.7.2 illustre cette analogie.

Inexact
impréeis

]

O
o O

Inaxact, Exact,

pracis

Figure. 1.1.6.2. Analogie entre la mesure et le tir sur cible.

La prise de bonnes mesures est un travail difficile, mais sans elle, la collecte de données est vaine. Pour
progresser, il faut obtenir des mesures valides, effectuées par des méthodes suffisamment précises et exactes
pour pouvoir identifier les changements importants dans le comportement du systéme. En régle générale,
linexactitude et limprécision des mesures doivent étre inférieures d'un ordre de grandeur a la variation de la
réponse causée par ces changements.
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1.1.7 Modeles mathématiques, réalité et analyse des
données

40
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Il est possible d'apprendre les bases de la statistique et les méthodes statistiques de l'ingénierie sans comprendre
les mathématiques sous-jacentes. Les statistiques contiennent une bonne quantité de mathématiques que la
plupart des ingénieur.e.s trouveront raisonnablement compréhensibles, bien que peu familiéres et initialement
déroutantes. Mais si on adopte une approche mathématique au contexte d'apprentissage, on pave la voir vers
une utilisation approfondie et améliorée des méthodes statistiques en ingénierie. C'est aussi une bonne maniere
d'appliquer la théorie mathématique apprise dans une application pratique. |l semble donc judicieux d’essayer de
mettre en perspective le contenu mathématique du livre dés le début. Cette section porte sur les relations entre
les mathématiques, le monde physique et les statistiques d'ingénierie.
Les mathématiques sont une construction et un outil.
Modéles mathématiques et réalité Bien qu'elles présentent un intérét en soi pour certaines
personnes, les ingénieur.e.s les abordent généralement
du point de vue de leur utilité pour décrire et prédire le
comportement des systemes physiques. En effet, les théories mathématiques sont des guides dans toutes les
disciplines de génie moderne.
Tout au long de ce texte, nous utiliserons fréquemment I'expression « modele mathématique ».

DEFINITION 1.1.7.1. Modéle mathématique
Un modeéle mathématique est une description ou un résumé des principales caractéristiques d'un
systéme ou d'un phénomene réel, sous forme de symboles, d'équations, de nombres, etc.

Les modeéles mathématiques ne sont pas la réalité, mais ils peuvent étre des descriptions extrémement efficaces
de la réalité. Cette efficacité repose sur deux propriétés quelque peu opposées d'un modele mathématique: 1)
son degré de simplicité, et 2) sa capacité de prédiction. Les modéles mathématiques les plus puissants sont ceux
qui sont a la fois simples et qui produisent de bonnes prédictions. La simplicité d'un modéle permet d'opérer dans
son cadre en utilisant des hypothéses de base pour tirer des conséquences mathématiques, lesquelles forment
des prédictions sur le comportement du processus. Lorsque ces prédictions sont empiriquement correctes, c'est
que le modéle est un outil efficace.
Les lois de Newton sont un exemple remarquable de modélisation mathématique efficace. Par exemple, la
simple affirmation mathématique que l'accélération gravitationnelle est constante,
a=g
permet, aprés une opération mathématique facile (une intégration), de prédire qu'aprés un tempst, un objet
initialement au repos en chute libre se déplacera a la vitesse
v =gt
Une deuxiéme intégration permet de prédire qu'aprés un temps t, le méme objet aura parcouru la distance

L 4
d = =gi®
253

L'avantage est que, dans la plupart des cas, ces prédictions simples sont trés adéquates. Elles correspondent
bien a ce qui est observé de maniere empirique et peuvent étre prises en compte lorsqu'on concoit, construit,
exploite ou améliore des processus physiques ou des produits.

Mais alors, quel role la notion de modélisation mathématique joue-t-elle dans les statistiques d'ingénierie? Elle
joue plusieurs réles, en fait. D'une part, la collecte et l'analyse des données sont essentielles pour ajuster ou
estimer les paramétres des modéles mathématiques. Pour illustrer cela, reprenons I'exemple du corps en chute

1M
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libre. Si I'on postule que I'accélération due a la gravité est
Modéles mathématiques appliqués constante, il reste ensuite a
aux statistiques définir la valeur numérique de cette constante. Il faut
évaluer le parameétre g avant d'utiliser le modéle a des
fins pratiques. Pour cela, il faut collecter des données.
Souvent, au niveau postsecondaire, le premier laboratoire de physique consiste a évaluer empiriquement la
valeur de g. La méthode la plus couramment utilisée consiste a laisser tomber une masse le long d'un fil vertical
passant par un trou en son centre et a laisser un courant électrique de 60 Hz former un arc entre le fil et un autre
fil, brGlant légérement une bande de papier intercalée entre les deux fils a chaque cycle. La figure 1.1.7.1 illustre

N N " N . 1
ce genre de montage. Les marques de brdlure sont indiquent la position de la masse a des intervalles de 0 d'une

seconde. Le tableau 1.1.7.1 répertorie les mesures de ces positions. (Le ruban a été fourni par Frank Peterson, du
département de physique et d'astronomie de I'ISU.) Le tracé des positions de la masse dans le tableau a intervalles
égaux produit le tracé approximativement quadratique illustré a la figure 1.1.7.2. Pour obtenir la valeur de g, il
suffit de calculer la courbe de régression. La méthode d'ajustement de courbe par moindres carrés donne une
valeur de 9,79m/gep? pour g, trés proche de la valeur communément admise de 9,8 m/gept.

o Fuban de papier
MNwumnéro de poms Diéplacement {mom) MNumeére de pout Déplacement ()
2 —\\ I 08 13 2238
i 2 48 14 260,0
£t . Arc b
Masse g 3 108 15 299.2
coulissante — } 4 201 16 340.5
! 5 319 17 385.0
,'f 6 450 18 4322
633 19 4818
8 83,1 20 5342
9 105 8 21 5808
10 1313 22 647,7
: 11 159.5 23 7088
Fil _— o r
- Film 12 1905
e v
Tableau 1.1.7.1. Mesure du déplacement de la masse en chute

Y S d libre
o Générater CA

Figure 1.1.7.1. Appareil de mesure de la
valeur g
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Figure 1.1.7.2. Position de la masse en chute libre

Notez que (au moins, avant Newton) les données du tableau 1.1.7.1 auraient pu étre utilisées d'une autre maniere.
La forme parabolique du tracé de la figure 1.1.7.2 aurait pu suggérer la forme du modéle décrivant le mouvement
d'un corps en chute libre. En observant attentivement le tracé de la position en fonction du temps, on devrait
conclure gqu'il existe une relation approximativement quadratique entre la position et le temps (et, a partir de 13,
faire deux dérivées pour conclure que I'accélération gravitationnelle est a peu prés constante). Ce manuel regorge
d'exemples montrant a quel point il peut étre utile d'utiliser des données pour, d'une part, identifier des formes
potentielles de modéles empiriques et, d'autre part, pour évaluer les parametres de ces modeéles (ce qui nous
permettra de les utiliser pour faire des prédictions).

Cette discussion s'est concentrée sur le fait que les statistiques fournissent la matiére premiére pour développer
des modeles mathématiques réalistes de systemes réels. Mais il existe un autre interaction essentielle entre les
statistiques et les mathématiques. La théorie mathématique des probabilités fournit un cadre permettant de
quantifier l'incertitude associée aux inférences liées aux données.

DEFINITION 1.1.7.2. Probabilité
La probabilité est la théorie mathématique servant a décrire les situations et les phénoménes que l'on
qualifierait familierement d'aléatoires.

Si, par exemple, cing étudiant.e.s obtiennent les cinq valeurs expérimentales de g suivantes :
9,78,9,82,9,81,9,78,9,79
on se demande naturellement comment utiliser ces données pour énoncer a la fois une meilleure valeur pour
1§ et une certaine mesure de précision pour cette valeur. La théorie des probabilités sert a résoudre ces
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questions. Le contenu du chapitre 3 montre que les considérations de probabilité permettent d'utiliser la
moyenne de la classe de 9,796 pour estimer la valeur get d'y attacher une précision de l'ordre de + 0,02 m/ggpE.

Les mathématiques des probabilités constituent un sujet a part entiere, aussi ce texte ne fournira-t-il qu'une
introduction minimale au sujet. Mais il ne faut pas perdre de vue que les probabilités et statistiques ne sont pas
synonymes. La probabilité est plutdt une branche des mathématiques et une matiére utile en soi. Elle se
retrouve dans un cours de statistique en tant qu’outil parce que la variation que I'on observe dans les données
réelles est étroitement liée, d'un point de vue conceptuel, a la notion de hasard modélisée par la théorie des
probabilités.
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La nature multidimensionnelle du monde représente l'une des difficiles réalités de la modélisation statistique
et de la planification d’expériences. On voudrait souvent mener des expériences pour comprendre les systémes
observés mais non expérimentaux et leur performance, ce qui nous permettrait d'en décrire de nombreuses
caractéristiques et d'identifier les nombreuses variables qui les affectent. A la lumiére de cette complexité, il
convient de disposer d'une terminologie précise pour faciliter la réflexion et la discussion.

DEFINITION 1.1.8.1. Variable de réponse

Une variable de réponse dans une expérience est une variable surveillée pour caractériser la
performance ou le comportement du systeme. Il s'agit de la variable dépendante dans le modéle du
systéme.

DEFINITION 1.1.8.2. Variable d’entrée

Pour les données existantes recueillies autrement que par une expérience, une variable d'entrée d’'un
systéme se comporte comme la variable qui influence le modéle, ou la variable indépendante d'intérét
dans le modéle du systeme.

Dans les études expérimentales, la variable d’entrée est une variable supervisée (ou gérée) au cours de
I'expérience, sur laquelle on exerce un certain contréle en sélectionnant un ou plusieurs réglages a utiliser
dans le cadre de I'étude. Lorsqu’une variable supervisée est maintenue constante (a un seul réglage), on
dit alors qu'il s'agit d'une variable controlée; lorsqu’une variable supervisée prend plusieurs valeurs dans
le cadre d'une étude, on dit qu'il s'agit d'une variable expérimentale.

Toutefois, on observe aussi certaines des variables qui ne sont ni des réponses principales, ni des variables gérées
au cours d'une expérience.

DEFINITION 1.1.8.3 Variable d’'accompagnement

Une variable d’accompagnement (ou variable concomitante) dans une expérience est une variable qui
est identifiée et comprise dans I'analyse, mais qui n'est ni une variable de réponse principale, ni une
variable d'entrée. Une telle variable peut changer en réaction a des variables d'entrée ou a des causes
inconnues. En outre, cette variable peut avoir ou non une impact sur une variable de réponse.
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La figure 1.1.8.1 illustre les définitions 1.1.8.1 a 1.1.8.3. Dans cette figure, le processus physique de la boite
noire produit d'une maniére ou d'une autre des valeurs de réponse au cours d'une expérience. Les « boutons »
du processus représentent les variables gérées. Les variables concomitantes flottent dans I'environnement de
I'expérience sans en étre l'objet principal.

Processus physigue

; - - Variables
w MW M " de réponse
Variables gérées —— Fo

Y

Variables
concomitantes

Figure 1.1.8.1. Les variables dans une expérience
(“Basic Engineering Data Collection and

Analysis” de Stephen B. Vardeman et . Marcus Jobe, un
ouvrage placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.)

L'identification des variables susceptibles d'affecter la réponse du systéme nécessite une connaissance
approfondie du processus étudié. Les ingénieur.e.s qui n‘ont pas d'expérience pratique d'un systéme peuvent
parfois apporter des idées tirés de leur expérience avec des systemes similaires et de la théorie de base mais il
est également sage (et, dans la plupart des cas, essentiel) d'inclure dans une équipe de projet plusieurs personnes
qui ont une connaissance directe du processus en question et de s'entretenir longuement avec celles et ceux qui
travaillent régulierement avec le systeme.

En général, l'identification des facteurs potentiellement importants dans une étude d'ingénierie statistique est
une activité de groupe, réalisée dans le cadre de séances de remue-méninges. Il est donc utile de disposer
d'outils pour mettre de I'ordre dans ce qui serait sinon un processus inefficace et désorganisé. Un outil qui s'est
révélé efficace est connu sous le nom de diagramme de cause et d'effet, de diagramme en aréte de poisson ou
de diagramme d'Ishikawa. La figure 1.1.9.2 représente un modele de diagramme en aréte de poisson pour un
systeme. Dans une analyse des causes profondes, la méthode 5M (ou 8M) est 'un des cadres les plus courants de
I'analyse des causes profondes. (Contributeurs Wikipedia. [2023b, 3 décembre.] Diagramme de causes et effets.
Wikipedia. https://fr.wikipedia.org/wiki/Diagramme_de_causes_et_effets).

Si on ne prend pas le temps de réfléchir a ces variables de maniére organisée, il est souvent difficile de dresser
une liste compléete des facteurs importants d’'un systeme réel complexe.
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1.1.8 TAXONOMIE DES VARIABLES DANS UN MODELE

DIAGRAMME EN ARETES DE POISSON

Main-d’ceuvre Machine Matériau
L ] -
: ]
R
. ] &
L 1 ]
& :
Méthode Mesures - ;
et medias +  Miszion ! Mere nature
+ Gestion / Argent
+ Maintenance

Figure 1.1.8.2. Diagramme en aréte de poisson d’un systeme.
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1.1.9 Tutoriel 1 — Exploration des données a 'aide de
Python
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A ce stade, il est recommandé de travailler sur I'exercice du tutoriel 1 qui se trouve sur le référentiel GitHub. Cet

exercice vous montrera a importer et a manipuler des données avec Python.
Il est fortement recommandé de consulter le fichier du Jupyter Notebook intitulé Reading Data into

Python & Data Cleaning. Vous pouvez les trouver dans la section « How do | do X in Python? ».
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2.0.1 Résumer, visualiser et communiquer des données —
Introduction
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Figure 2.0.1.1. Sir Francis Galton, photographie ) . o o
probablement prise dans les années 1850 ou au début des Figure 2.0.1.2. William Playfair, images tirées de
années 1860, image tirée de Wikipedia Wikipedia https://en.wikipedia.org/wiki/
https://en.wikipedia.org/wiki/Francis_Galton#/media/ William_Playfair.
File:Francis_Galton_1850s.jpg et de l'article de Nature Vox
Populi 1907, image tirée de https://galton.org/cgi-bin/ britannique Francis Galton (1822-1911; figure 2.0.1.1) a été
searchimages/search/essays/pages/ un pionnier dans l'utilisation de statistiques synthétiques.
galton-1907-vox-populi_1.htm. Fasciné par les mesures et la quantification, il a développé
des concepts statistiques novateurs (bien que
profondément problématiques) pour y répondre. Il a

notamment fait une observation intelligente concernant la médiane lors d'un concours d'estimation du poids d'un
beeuf lors d’'une foire de bétail. Intrigué par la diversité des estimations, Galton a analysé les données et a constaté
que si les estimations individuelles variaient considérablement, la médiane des estimations était étonnamment
proche du poids réel du beeuf. Cette découverte a mis en évidence l'efficacité de la médiane en tant que mesure
de la tendance centrale, notamment en ce qui concerne sa robustesse face aux valeurs aberrantes et aux données
asymétriques. Cette avancée a été publiée dans la revue Nature en 1907.

William Playfair (1759-1832; figure 2.0.1.2) est considéré comme le fondateur des méthodes graphiques en
statistiques, et notamment des diagrammes topologiques, a barres, de zones et en secteurs. Il a révolutionné la
maniére de présenter les données et a démontré que les graphiques pouvaient communiquer des informations
plus efficacement que les tableaux de données. Une fois qu'on les a décrites et résumées a l'aide de statistiques
descriptives, les données peuvent étre présentées sous de nombreuses formes de visualisation graphiques, ce qui
permet d'en extraire des conclusions.

Le besoin et la croissance des visualisations de données démontrent le role critique des graphiques statistiques
en tant qu'outils efficaces pour comprendre la distribution et la forme des données. Contrairement a une
simple collection de chiffres, les graphiques fournissent une représentation visuelle qui permet de discerner plus
facilement les groupes de données, les tendances et les valeurs aberrantes. Il s'agit d'une pratique largement
utilisée dans divers médias et industries pour comparer et communiquer les données rapidement et efficacement.

Principaux points a retenir

Les graphiques fournissent une représentation visuelle des données et permettent de communiquer et de
décrypter des statistiques descriptives.

Nous nous concentrons sur les méthodes graphiques fondamentales comme les histogrammes, les diagrammes
53
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en barres, les diagrammes en boite, les séries temporelles et les nuages de points (aussi appelés diagrammes de
dispersion). Les applications pratiques de ces concepts sont démontrées par des exercices utilisant des tutoriels
Jupyter Notebook basés sur Python. Nous conclurons en soulignant les principes de I'excellence graphique et
I'importance de créer des graphiques informatifs, véridiques et visuellement utiles.

Dans I'ensemble, ce module fournit un bon mélange de concepts théoriques, d'applications pratiques et d'outils
de calcul statistique essentiels pour maitriser la communication graphique des données dans les statistiques en
génie biomédical.

Obijectifs d'apprentissage

Obijectifs d'apprentissage du module 2 :

. Découvrir les résumés statistiques descriptifs basés sur la tendance centrale et la répartition des données.

«  Apprendre a construire et a interpréter différents types de graphiques tels que les histogrammes, les
diagrammes a barres et les diagrammes en boite.

. Comprendre comment les statistiques descriptives résument et décrivent les caractéristiques d'un ensemble
de données par le biais de visualisations.

«  Créer et interpréter une visualisation appropriée des données et comprendre I'utilité des techniques
graphiques pour découvrir et résumer des tendances et des comparaisons dans les données.

. Comprendre comment utiliser des graphiques simples de séries temporelles pour visualiser les
caractéristiques importantes de données temporelles.

«  Appliquer les principes de I'excellence graphique et de la présentation efficace des données.

Objectifs d'apprentissage du module 2 - Tutoriels Jupyter Notebooks:
. Utiliser un logiciel statistique pour résumer, visualiser et interpréter des données.

+  Apprendre a créer des tracés de base en utilisant les bibliothéques de tracage de Python.
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2.0.2 Sources de la partie 2
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Cette premiére version de la partie 2 est majoritairement tirée de «Basic Engineering Data Collection and
Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, un ouvrage placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs. ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et I'adaptation de la numérotation et
de l'imbrication des chapitres. Les Jupyter Notebooks basés sur Python ont été adaptés a partir des exemples du
texte et liés tout au long du document.

Cette ressource s'appuie également sur le document « Process Improvement Using Data », disponible ici. Des
parties de ce travail sont la propriété intellectuelle de Kevin Dunn, et sont partagées a travers la licence CC BY-SA
4.0.
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2.1.1 Introduction aux données quantitatives et aux
quantiles
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Les données d’ingénierie sont toujours variables. Si les mesures sont suffisamment précises, méme des conditions
de processus supposément constantes produisent des réponses différentes. Par conséquent, il ne faut pas
s'attarder aux valeurs individuelles des données, mais plutdt aux tendances ou a la distribution de ces réponses.
Synthétiser des données consiste a décrire les caractéristiques principales de leur distribution. Ce chapitre
présente des méthodes utiles pour ce faire.

TRAITEMENT GRAPHIQUE ET TABULAIRE ELEMENTAIRE DES DONNEES
QUANTITATIVES

La vaste majorité du temps, le premier pas dans I'analyse des données, c'est de représenter les données
adéquatement sous forme de graphique ou de tableau. En effet, lorsqu’on n'a que quelques échantillons, une
bonne image ou un bon tableau peut souvent suffire a en dire long sur les données. Les chapitres suivants
traitent de I'utilité des diagrammes en points, des diagrammes a tiges et a feuilles, des tableaux de fréquences,
des histogrammes, des diagrammes de dispersion et des organigrammes d’exploitation.

QUANTILES ET OUTILS GRAPHIQUES CONNEXES

Aprés cette présentation de quelques méthodes élémentaires de synthése des données sous forme de
graphiques et de tableaux, nous aborderons les les concepts de quantiles d'une distribution et les utiliserons pour
réaliser d'autres représentations graphiques utiles.
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2.1.2 Diagrammes a points et diagrammes a tiges et a
feuilles
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Lorsqu’une étude produit une quantité faible ou modérée de données quantitatives a une seule variable, un
diagramme a points (qu'on peut facilement créer avec un crayon et du papier) est souvent trés révélateur. Ces
diagrammes présentent chaque observation sous la forme d'un point placé, sur une droite numérique, a une
position correspondant a sa valeur.

Exemple 2.1.2.1. Représentation du faux d des engrenages

Au module 1.1, nous avons abordé un probléme de traitement thermique portant sur la distorsion des engrenages
empilés et des engrenages suspendus. Cette figure est reproduite ici a la figure 2.1.2.1. Il s'agit de deux diagrammes
a points, 'un montrant les valeurs de faux-rond de la face de poussée pour les engrenages empilés, et l'autre, les
valeurs correspondantes pour les engrenages suspendus. On voit clairement que les valeurs des engrenages empilés sont
généralement plus petites et moins dispersées que celles des engrenages suspendus.

Faws-romd (0,000] pe)

Enmrenages suspendus

Faws-romd (0,000] pe)

Figure 2.1.2.1. Diagramme de points des faux-ronds.

Exemple 2.1.2.2. Pénétration de balle a 200 grains

Sale et Thom ont comparé la profondeur de pénétration de plusieurs types de balles de calibre 0,45 tirées dans du bois
de chéne a une distance de 15 pieds. Le tableau 2.1.2.1 répertorie les profondeurs de pénétration (exprimées en mm
de la surface de la cible jusqu'a l'arriére des balles) pour deux types de balles. La figure 2.1.2.2 présente une paire de
diagrammes a points correspondants.
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Profondeur de pénétration des balles (mm)

Balles chemisées, 230 grains

Balles chemisées_ 200 grains

40,50, 38.35, 56,00, 42.55,
38.35,27.75,49.85, 43,60,
38.75,51.25,47,90, 48.15,
42.90, 43,85, 37,35, 47.30,
41,15, 51,60, 39,75, 41,00

63.80, 64.65, 59,50, 60,70,
61.30, 61,50, 59,80, 59,10,
62,95, 63,55, 58,65, 71,70,
63,30, 62,65, 67.75, 62,30,
70,40, 64,05, 65.00, 58,00

Tableau 2.1.2.1. Profondeur de pénétration des balles

Balles chemizees, 230 zrams

| A | aaals an sa lan A | |
20 30 40 50 60 il
Pénétration (mm)

Balles chemizaes, 200 zrams

1 | I T 4+ .
20 El) 40 A0 iH] i

Pénétration (mm)

Figure 2.1.2.2. Diagrammes a points des profondeurs de pénétration

Les diagrammes a points montrent que la pénétration des balles de 200 grains est a la fois plus importante et plus
uniforme que celle des balles de 230 grains. (Les étudiant.e.s avaient prédit des pénétrations plus importantes pour les
balles plus Iégeres sur la base d'une plus grande vitesse initiale et d'une plus petite surface d’action du frottement. Les
différences d'uniformité de la pénétration n'étaient ni prévues ni expliquées.)

Les diagrammes a points donnent une idée générale d'un ensemble de données, mais ils ne permettent pas
toujours de récupérer les valeurs utilisées pour les créer. Un diagramme a tiges et a feuilles contient a peu prés
les mémes informations visuelles qu'un diagramme a points, tout en préservant exactement les valeurs d'origine.
Ce type de diagramme se construit en utilisant les derniers chiffres de chaque point de données pour indiquer ou
il se situe.
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Figure 2.1.2.3. Diagrammes a tiges et a feuilles du faux-ronds des engrenages empilés

Exemple 2.1.2.1 Représentation du faux-rond des engrenages (suite)

La figure 2.1.2.3 présente deux diagrammes a tiges et a feuilles possibles pour le faux-ronds de la face de poussée des
engrenages empilés. Dans les deux cas, le premier chiffre de chaque observation est représenté par le nombre situé a
gauche de la ligne verticale (la « tige ») du diagramme. Les nombres situés a droite de la ligne verticale constituent les
« feuilles » et donnent le deuxieme chiffre des faux-ronds observés. Le deuxieme diagramme est un peu plus détaillé que
le premier : il indique les positions des feuilles « [} — 4 » et « § — 9 » pour chaque premier chiffre possible, au lieu d'une
seule feuille « [} — 9 » pour chaque premier chiffre.

Exemple 2.1.2.2 Pénétration des balles de 200 grains, suite

La figure 2.1.2.4 présente deux diagrammes a tiges et a feuilles possibles pour la pénétration de balles de 200 grains
(données du tableau 2.1.2.1). Sur ces diagrammes, il était pratique d'utiliser les deux chiffres a gauche de la virgule pour
la tige et les deux chiffres a droite de la virgule pour les feuilles. Le premier diagramme a été réalisé en consignant les
valeurs des feuilles directement a partir du tableau (de gauche a droite et de haut en bas). Le deuxiéme diagramme est
meilleur : on I'a obtenu en ordonnant les valeurs qui composent chaque feuille. A noter que les deux diagrammes donnent
essentiellement la méme impression visuelle que le deuxiéme diagramme a points de la figure 2.2.1.2.
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58 | .65, 00 58 | .00, .65

59 | .50, .80, .10 549 .14, .30, 80
al [T &0 |70

61 | .30, .50 &l | .30, .50

62 | .93, .63, 30 62 | .30, .63, .93
63 | 80, .55, .30 &3 | .30,.55, 80

64 | 65, 05 64 | .05, .65
65 | .00 65 | .00

i [iT]

67 |.75 67 .75

6E L]

69 0l

70| 40 0|40

71 1.70 71 .70

Figure 2.1.2.4. Diagramme a tiges et a feuilles
de la profondeur de pénétration de (200 grains)

Pour comparer deux jeux de données, on peut accoler deux diagrammes a tiges et a feuilles.

Exemple 2.1.2.1. Diagrammes accolés des données de faux-rond (suite)

La figure 2.1.2.5 présente les diagrammes a tiges et a feuilles dos a dos des données du tableau 2.1.2.1. Cette
disposition montre clairement les différences d'emplacement et de répartition des deux ensembles de données.

Fau-romds das enmrenages empilés Faux-ronds des engrenages suspendus

29998 8 5{o|]7 8

4443333222211 111110001jo000 11123373
28776555515 7TT7T7T78949%
=u|||zz:3+s.:4

2

(8 P40
E
1

Figure 2.1.2.5. Diagrammes a tiges et a feuilles des faux-ronds
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2.1.3 Tableaux de fréquences et histogrammes
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Les diagrammes de dispersion et les diagrammes tige et feuille sont des outils utiles lorsque I'on étudie un
ensemble de données, mais ils ne sont pas utilisés fréquemment dans les présentations et les rapports. Ce sont
les tableaux de fréquences et les histogrammes qui sont le plus souvent utilisés dans ces contextes plus formels.
Pour établir un tableau de fréquences, il faut d'abord regrouper les données en un nombre approprié
d'intervalles de méme longueur. Ensuite, on enregistre le nombre de points tombant dans chaque intervalle.
Enfin, il est possible d'y ajouter les fréquences, les fréquences relatives et les fréquences relatives cumulées.

Exemple 2.1.3.1. Faux-rond des engrenages empilés

Le tableau 2.1.3.1 constitue une table des fréquences pour le faux-rond des engrenages empilés. Les valeurs de
fréquence relative sont obtenues en divisant les entrées dans la colonne des fréquences par 38, le nombre total de
points de données. Les entrées de la colonne de fréquence relative cumulées se calculent en divisant le total d'une classe
donnée et de toutes les classes précédentes par le nombre total de points de données. (Sauf arrondissement, il s'agit
de la somme des fréquences relatives sur la méme ligne et au-dessus d'une fréquence relative cumulative). La colonne
de points indique le méme type d'informations sur la forme de la distribution que ce qu’'on obtient d'un diagramme de
dispersion ou d'un diagramme tige et feuilles.

Table de fréquences pour les faux-ronds des engrenages enipilés

Frégquence

Faux-rond Fréquence Telative
(0,0001 po) Comptage Fréquence relative cunmlée
5-8 [ 3 0,079 0,079
a-12 M T L 1 ) 0474 0,553
13-16 LH L 1 12 0,316 0,868
17-20 [ 4 0,105 0,974
21-24 0 0,0 0,974
25-28 I 1 0026 1,000

38 1000

Tableau 2.1.3.1. Tableau de fréquences pour le faux-rond de la face de poussée des
engrenages empilés.

Choix d'un intervalle d'un tableau de fréquences

Le choix des intervalles a utiliser dans un tableau de fréquences est une subjectif (deux personnes ne choisiront
pas forcément les mémes intervalles). Cependant, il faut prendre en compte quelques points simples. Tout
d'abord, pour éviter que la colonne des points ne fausse limpression de la forme de la distribution, il convient
d'utiliser des intervalles de méme longueur. En outre, pour des raisons esthétiques, il est préférable de choisir des
nombres ronds pour les extrémités des intervalles. Etant donné que la réduction des données brutes en tables
implique généralement une agrégation (et donc une certaine perte dinformations), plus le nombre d'intervalles
utilisés est élevé, plus les informations présentées dans le tableau sont détaillées. En contrepartie, pour qu'un
tableau de fréquences synthétise réellement les données, il ne doit pas étre encombré d'un trop grand nombre
d'intervalles.

Aprés avoir monté un tableau de fréquences, on utilise généralement l'organisation fournie qu'il fournit pour
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générer un histogramme. Un histogramme (de fréquence ou de fréquence relative) est un type de diagramme a
barres utilisé pour représenter la forme d'une distribution de points de données.

Exemple 2.1.2.2. Pénétration de balles de 200 grains (suite)

Le tableau 2.1.3.2 est un tableau de fréquences pour les profondeurs de pénétration des balles de 200 grains, et la
figure 2.1.3.1 présente cette table sous forme d’histogramme.

Table da fréquences : profondeurs de penétation (200 zams)

Profondeur de Frégquence
penéiration Fréquence relative
(Tm) Comptage Fréquence relative cumlée
58,00-59.99 M 5 0,25 0.25
al00-61.99 1l 3 015 0.40
62,00-63.9% W | 6 0.30 0.70
64,00-65,9% || 3 0.15 0.85
o6.00-67.99 | i 0.05 0.90
68.00-69,99 0 0 0.90
70,00-71.99 ] 2 0.10 1.00
20 1,00

Tableau 2.1.3.2. Tableau de fréquences pour les profondeurs de pénétration de
balles de 200 grains.
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Fréquence

60 70
Profondeur de pénétration (mm)

Figure 2.1.3.1. Histogramme de profondeur de pénétration des balles de 200 grains.

L'échelle verticale de la figure 2.1.3.1 est une échelle de fréquence, et I'histogramme est un histogramme de
fréquence. En passant a la fréquence relative sur I'échelle verticale, on peut produire un histogramme de
fréquence relative.

LIGNES DIRECTRICES POUR L'ELABORATION D'HISTOGRAMMES

Lors de I'élaboration de la figure 2.1.3.1, on a veillé a:

1. (continuer a) utiliser des intervalles de longueur égale;

2. afficher 'ensemble de I'axe vertical a partir de zéro;

3. éviter de franchir un axe;

4. maintenir I'échelle uniforme sur un axe donné;

5. centrer les barres de hauteur appropriée aux points médians des intervalles (de profondeur de

pénétration).
Ces lignes directrices produisent un graphique dans lequel des zones fermées égales correspondent a des
nombres égaux de points de données. En outre, la position des points de données est clairement indiquée par la
position de la barre sur I'axe horizontal. Si on ne respecte pas ces lignes directrices, le diagramme a barres ne
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représentera pas un bon portrait des données qui le composent. La figure 2.1.3.2 illustre les termes utilisés pour
décrire quelques formes de distribution courantes lorsqu’on crée ou qu'on utilise des diagrammes de dispersion,
des diagrammes tige et feuilles et des histogrammes.

.. .. _llh,

En forme de cloche Asymeétne a droite Asymetrie 3 gauche
Uniforme Bimodale Trongués

Figure 2.1.3.2. Formes de distribution.

Les méthodes graphiques et tabulaires vues jusqu’a présent sont d’'une simplicité trompeuse. Lorsqu'utilisées
régulierement et intelligemment, elles constituent de puissants outils d'ingénierie. Les informations relatives a la
localisation, a la répartition et a la forme qui sont représentées si clairement sur un histogramme peuvent
donner des indications importantes sur le fonctionnement du processus physique qui génére les données. Elles
peuvent également suggérer les mécanismes physiques sous-jacents du processus.

Exemples d'interprétations d'ingénierie de la forme de la distribution

Si, par exemple, les données relatives aux diametres des vérins métalliques usinés achetés a un fournisseur
produisent un histogramme résolument bimodal (ou multimodal, avec plusieurs bosses nettes), cela suggere
que l'usinage a été effectué sur plusieurs machines, ou par plusieurs opérateurs, ou a différents moments. La
conséquence pratique d'un tel usinage varié est une distribution des diamétres qui présente plus de variations
que celles typiques d'une production provenant d'une seule machine, d'un seul opérateur et d'une seule
configuration. Par ailleurs, si I'histogramme est tronqué, cela peut suggérer que le lot de vérins a été entierement
inspecté et trié afin d'éliminer tous les vérins présentant des diameétres excessifs. Qui plus est, en indiquant les
spécifications (exigences) pour le diamétre du vérin sur I'histogramme, on peut obtenir une image comme celle
de la figure 2.1.3.3. Il devient alors évident que le tour qui usine les vérins doit étre ajusté afin d'augmenter le
diametre typique, mais il est aussi manifeste que la variation du processus de base est si importante que cet
ajustement ne parviendra pas a rendre tous les diametres conformes aux spécifications. Avec cette constatation et
sa connaissance des conséquences économiques de la non-conformité des pieces aux spécifications, l'ingénieur.e
peut évaluer intelligemment d'autres possibilités d'action : trier toutes les piéces entrantes, exiger du fournisseur
qu'il utilise un équipement plus précis, chercher un nouveau fournisseur, etc.
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Spécification Spécification
inférieure supérieure

Diameétre du vérin

Figure 2.1.3.3. Histogramme indiquant les spécifications.

L'étude de la forme d'un ensemble de données est utile non seulement parce qu'elle peut donner un apergu des
meécanismes physiques, mais aussi parce que la forme peut étre importante pour déterminer I'adéquation des
méthodes d'inférence statistique formelle, comme celles que nous verrons plus tard. Une méthodologie
appropriée pour une forme de distribution peut ne pas I'étre pour une autre.
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2.1.4 Diagrammes de dispersion et cartes de controle
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Les diagrammes en points, les diagrammes a tiges et a feuilles, les tableaux de fréquences et les histogrammes
sont des outils a une seule variable. Mais les données d'ingénierie comprennent souvent plusieurs variables, et
dans ce cas, on s'intéresse généralement aux relations entre ces variables. Il est courant de produire un nuage
de points bidimensionnel de paires de données, ce qui est un moyen simple et efficace d'illustrer les relations
potentielles entre deux variables.

Exemple 2.1.4.1. Couple de serrage des boulons sur une plaque avant

Brenny, Christensen et Schneider ont mesuré le couple nécessaire pour desserrer six boulons distincts retenant la
plaque avant d'un type de composant d'équipement lourd. Le tableau 2.1.4.1 répertorie les couples (en pilb ) requis pour
les boulons numéros 3 et 4, respectivement, sur 34 composants différents. La figure 2.1.4.1 illustre un diagramme de
dispersion des données a deux variables du tableau 2.1.4.1. Dans cette figure, s'il y avait plus d'un point au méme endroit,
on aindiqué le nombre de points a cet endroit.

Couple requis pour desserrer deux boulons (p1 1b)

Couple du Couple du Couple du Couple du

Composant boulon 3 boulon 4 Composant boulon 3 boulon 4
1 16 L6 18 15 14
2 15 16 19 17 17
3 15 17 20 14 16
4 15 6 21 17 18
5 20 20 22 19 6
6 19 16 23 19 1%
T 19 20 24 19 20
8 17 19 25 15 15
9 15 15 26 12 15
10 11 15 27 18 20
11 17 19 28 13 18
12 18 17 29 14 12
13 18 14 30 18 1%
14 15 15 31 18 14
15 18 17 3 15 13
16 15 17 i3 16 17
17 18 20 34 16 16

Tableau 2.1.4.1. Couple requis pour desserrer deux boulons de plaque avant (pi Ib)
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Couple du boulon 3 (pi Ib)

20 —

[
i
I

10

15
Couple du boulon 4 (p1 1b)

Figure 2.1.4.1. Diagramme de dispersion du couple des boulons 3 et 4.

20

Le graphique suggére au moins faiblement qu'un couple élevé au boulon 3 s'accompagne d’'un couple élevé au boulon 4.
Dans la pratique, c'est une bonne chose, car sinon, la plaque pourrait subir des forces différentielles indésirables. Il est
également tout a fait raisonnable que les couples des boulons 3 et 4 soient liés, puisque les boulons ont été serrés par les
différentes tétes d'une méme clé pneumatique fonctionnant a partir d'une seule source d'air comprimé. Il est logique que
les variations de la pression atmosphérique affectent de la méme maniére le serrage des boulons dans les deux positions,
produisant ainsi le schéma « valeurs élevées ensemble » et « valeurs faibles ensemble » de la figure 2.1.4.1.

L'exemple précédent illustre le fait que les relations observées sur les diagrammes de dispersion suggérent une
cause physique commune pour le comportement des variables et peuvent aider a révéler cette cause.
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CARTE DE CONTROLE

Généralement, sur un diagramme de dispersion, la variable sur I'axe des abscisses est le temps. Un diagramme
de dispersion dans lequel des données a une seule variable sont représentées en fonction de 'ordre
chronologique d'observation est appelé carte de contrdle ou diagramme de tendance. Les cartes de contrdle
sont I'un des outils statistiques les plus utiles. L'observation de tendances sur une carte de contréle améne a
réfléchir aux variables du processus qui ont changé en méme temps que la tendance, ce qui peut aider a mieux
comprendre comment le comportement du processus est affecté par les variables qui changent au fil du temps.

Exemple 2.1.4.2. Diamétre des piéces consécutives usinées sur un tour

Williams et Markowski ont étudié un processus d'ébauche de tournage du diametre extérieur de la bague extérieure
d’'un joint homocinétique. Le tableau 2.1.4.2 répertorie les diamétres (en pouces au-dessus du diamétre nominal) pour
30 joints consécutifs usinés sur un méme tour automatique. La figure 2.1.4.2 illustre a la fois un diagramme en points et
une carte de contrdle pour les données dans le tableau. Conformément aux pratiques standard, les points consécutifs de
la carte de contrdle ont été reliés par des segments de ligne.

Dizmétre (pouces au-dessus Dizmétre (pouces au-dessus
Jomt de la valeur nominale) Joumt de la valeur nominale)
1 — 0,005 16 0015
2 0,000 17 0,000
3 0.010 18 0,000
4 — 0,030 19 — 0013
5 —0.010 20 —001s
6 =0,025 21 = 0.003
7 =0.030 22 = 0015
B —0.035 23 — 0015
9 —0.025 24 —0.010
10 0.025 25 0.015
11 —0.025 26 —0.033
12 —0.035 27 —0.025
13 — 00440 28 = 0.020
14 - 0,035 29 — 0025
15 — 0,035 30 — 0015

Tableau 2.1.4.2. 30 diamétres extérieurs consécutifs usinés sur un tour
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Figure 2.1.4.2. Diagramme de dispersion et carte de contréle des diamétres extérieurs consécutifs.

Ici, le diagramme de dispersion ne donne pas vraiment d'indice quant aux mécanismes physiques qui ont généré les
données, mais les informations sur le temps ajoutées dans la carte de contrdle sont révélatrices. Au fil du temps, les
diameétres extérieurs tendent a diminuer jusqu'a la piéce 16, ou I'on observe un saut important, suivi a nouveau d'une
tendance a la diminution générale du diamétre au fil du temps. En fait, aprés avoir vérifié les registres de production,
Williams et Markowski ont constaté qu'on avait arrété le tour pour le laisser refroidir entre les piéces 15 et 16. Le saut
visible sur la carte de contréle est probablement lié au comportement du systéme hydraulique du tour. A froid, le systéme
hydraulique ne pousse probablement pas aussi bien 'outil de coupe dans la piéce a tourner. Par conséquent, les pieces
tournées deviennent plus petites au fur et a mesure que le tour se réchauffe. Afin d’obtenir des piéces plus proches de la
valeur nominale, on peut augmenter le diameétre visé d’environ 0,020 po et n‘usiner les piéces qu’aprés avoir laissé le tour

chauffer.
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2.1.5 Quantiles et diagrammes quantile
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La plupart des lecteurs connaissent le concept de percentile (ou rang centile), une notion surtout vue dans le
contexte des résultats des examens scolaires. Par exemple, si une personne a obtenu une note la placant au
80° rang centile, environ 80% des personnes qui ont passé I'examen ont obtenu une moins bonne note, et 20%
ont obtenu une meilleure note. Ce concept est également utile pour décrire des données d'ingénierie. Toutefois,
comme il est souvent plus pratique de travailler en termes de fractions entre 0 et 1 plutdt qu'en termes de
pourcentages entre 0 et 100, on utilisera une terminologie légérement différente : on parlera de « quantiles »
plutdt que de rang centiles. Aprés avoir soigneusement défini les quantiles d'un ensemble de données, on les
utilise pour créer divers outils utiles de statistiques descriptives : diagrammes quantile, diagrammes en boite,
diagrammes @ — (), et diagrammes normaux (un type de diagramme (} —  théorique).

En gros, pour un nombre p compris entre 0 et 1, le quantile p d'une distribution est un nombre tel qu'une
fraction p de la distribution se trouve a gauche, et une fraction 1 — p, a droite. Toutefois, en raison du caractéere
discret des ensembles finis de données, il est nécessaire d'indiquer exactement ce que I'on veut dire par la. La
définition 1 donne la convention qui sera utilisée dans ce texte.

Définition 3.1.5.1 Quantile
Pour un ensemble de données composé de n valeurs ordonnées &y = Tg = ::+ = &y,

; i—0, : e : ,
1.Sip= pour un entier positif § < 1, le quantile fr de 'ensemble de données est
n
i— .5
Q- (52) -
T
e . . . o 1—05
(Le i~ point le plus petit des données est appelé quantile —==.)
1
; 0 n—.5 i—
2. Pour tout nombre J* compris entre LS et qui n'est pas de la forme 0.5 avec g
n L m
entier, le quantile i de 'ensemble de données s'obtient par interpolation linéaire entre les deux
1 —05 i— :
valeurs de {} ( . ) avec les valeurs 0.5 correspondantes qui entourent p.
mn 1

Dans les deux cas, le quantile p est dénoté Q{p).

La définition 2.1.5.1 donne (}(p) pour tous les p compris entre 0,5/n et (n —0,5)/n. Pour trouver ¢}{p) pour une
telle valeur de p, onisole  dans p = (i — 0,5)/n, ce qui donne

Index (i) du point de données ordonnées au quantile J{p)
i=np+ 05

et on trouve le « (np + .5)° point de données ordonnées ».

Exemple 2.1.5.1. Quantiles de force de rupture a sec de serviettes en papier

Lee, Sebghati et Straub ont mené une étude sur la force de rupture de plusieurs marques de serviettes en papier. Le
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tableau 3.1.5.1 répertorie dix force de rupture (en grammes) rapportées par les étudiant.e.s pour une serviette standard.
1—05

En ordonnant les données de force et en calculant les valeurs de , il est facile de trouver les quantiles d'ordre

0,05, 0,15, 0,25, ..., 0,85 et 0,95 de la répartition de la force de rupture, comme illustré au tableau 2.1.5.2.

BEésistances 2 la rupture de dix
seTviettes en papier

Eszai Reésistance a la rupture (g)

l B 577
2 9471
3 9011
- T 583
5 8 572
6 10 688

9614
¥ 9614
9 3 527
10 9165

Tableau 2.1.5.1.

Crzantilas da la distnbution de la resastance a la ruphare d une servietta

a1 papler
i T_“ﬂ-* 1* point de donndes le plus petit_xl: =0 {#}
1 0,08 T 583 = 000, 05)
2 015 B 527 = 000, 15)
3 025 B 572 = ((0,25)
4 0,35 g 577 = (00,35
5 045 2011 = Q0. 45)
6 0,55 9 165 = 0(0,55)
7 0,65 9 471 = (0, 65)
& 075 9614 = 0(0,75)
o 085 9614 = ((0.85)
o 095 10 688 = 2(0,95)

Tableau 2.1.5.2.

Etant donné quily an = 10 points de données, chacun d’eux compte pour 1% de 'ensemble de données. Appliquons
la convention (1) de la définition 3.1.5.1 pour trouver le quantile d'ordre 0,35 (par exemple). Les trois points de données
les plus petits et la moitié du quatriéme plus petit sont considérés comme se trouvant a gauche du nombre souhaité, et
les six points de données les plus grands et la moitié du septi€me plus grand sont considérés comme se trouvant a droite.
Ainsi, le quatrieme point de données le plus petit doit étre le quantile d'ordre 0,35, comme le montre le tableau 2.1.5.2.

Pour illustrer la convention (2) de la définition 1, calculons les quantiles d'ordre 0,5 et 0,93 de la distribution de la force.
. , . .0 —.db
Etant donné que 0,5 est a -

= .5 unité a mi-chemin entre 0,45 et 0,55, l'interpolation linéaire donne :
.55 — .45
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Q(0,5) = (1 - 0,5)Q(0,45) + 0,5Q(0,55) = 0,5(9 011) + 0,5(2 165) =9 088 g

93 — .85
Puis, comme 0,93 est a T = .8 unité a mi-chemin entre 0,85 et 0,93, l'interpolation linéaire donne :

Q(0,93) = (1 - 0,8)Q(0,85) + 0,8Q(0,95) = 0,2(9 614) + 0,8(10 688) = 10 4732 ¢

Certaines valeurs rondes de p donne des quantités (J{p) qui portent des noms spéciaux.

DEFINITION 2.1.5.2 Médiane
Définition 2 (J(0,5) estla médiane de la distribution.

DEFINITION 2.1.5.3 Premier et troisieme quartiles
Définition 3 ((0,25) et (2(.75) sont respectivement le premier et le troisitme quartiles d'une

distribution.

Exemple 2.1.5.1 Quantiles de force de rupture a sec de serviettes en papier (suite)

Si I'on se réféere a nouveau au tableau 2.1.5.2 et a la valeur de Q( 0,5 } précédemment calculée, pour la distribution de
la force de rupture, on a:
Médiane — QJ{0,5) — 9 088 ¢
ler gquartile = Q(0,25) =8 672 g
Jed quartile = Q{0,75) =9 614 g

On peut représenter les quantiles a l'aide d'un diagramme.

DEFINITION 2.1.5.4 Diagramme quantile
Un diagramme quantile est un graphique de €}{p) en fonction de p. Pour un ensemble de données
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ordonnées de taille i contenant les valeurs &y < ®a = -+ = &y, on obtient ce graphique en tracant les

, i—.5 , . . — ,
points ,i¢; | puis en reliant les points consécutifs par des segments de droite.
m

C'est la convention (2) de la définition 2.1.5.1, qui demande une interpolation linéaire, qui fait qu'on ajoute des
segments de droite au diagramme de quantiles.

Exemple 2.1.5.1. Quantiles de force de rupture a sec de serviettes en papier (suite)

Sil'on se référe a nouveau au tableau 2.1.5.2 pour les quantiles de la distribution de la force de rupture, il est clair qu'un
diagramme quantile pour ces données impliquera de tracer puis de relier les paires ordonnées consécutives suivantes.

{(.05,7,583) (.15, 8,527 (.25,8,572)
(.35, 8,577) (45 9,011) (.55,9,165)
(.65,9471) (.73, 9,614) (.85,9,614)

(.95, 10,688)

Ce graphique se trouve a la figure 2.1.5.1.
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10 000

9 000

8 000 |-

A Q(p)

7 000

0,

I I I I I I I I | -

10,2 0,304 05 06 07 08 09 p

Figure 2.1.5.1. Diagramme quantile des force de rupture de serviettes en papier.

Un diagramme quantile permet d'effectuer de lisser quelque peu les données irréguliéres. (On suppose tacitement que
pour le mécanisme de génération des données a I'étude, si on augmentait la taille de I'échantillon, on obtiendrait un

diagramme quantile plus lisse.)
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2.1.6 Diagrammes en boites

84
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La principale condition préalable pour élaborer des diagrammes en boites, un type de graphique qui s'ajoute aux
diagrammes de dispersion et aux histogrammes, est de maftriser la notion de quantiles. Le diagramme en boites
contient un peu moins d'informations, mais il présente I'avantage qu'on peut en placer plusieurs sur une méme
page pour les comparer.

Il existe plusieurs conventions courantes pour I'élaboration de diagrammes en boites. Celle utilisée ici est
illustrée de maniere générique a la figure 2.1.6.1. On dessine une boite qui se rend du premier au troisieme
quartile, et on ajout une ligne a la médiane. Ensuite, on calcule I'écart interquartile :

DEFINITION 2.1.6.1. Ecart interquartile : El

EIQ = Q( 0,75) — Q( 0,25)

1,5E7 = El an 1,5E1 —=

0(0.25) 0(0.5) 0(0.75)
Plus petit point Plus grand point
superieur ou egal inférieur ou égal
a 0(0,25) - 1,5E1 a 0(0,75) + 1,5E1

‘Tous les points qui ne sont pas dans I’intervalle [((0,25) - 1,5E1;
((0,75) + 1,5E1] sont tracés individuellement

Figure 2.1.6.1. Diagramme en boites générique.

puis, on détermine le plus petit point des données situé dans un intervalle de 1,5El de }(.25) et le plus
grand point des données située dans un intervalle de 1,5 El de €(.75). On trace des lignes (les « moustaches »)
allant de la bolte a ces valeurs. En général, la plupart des points se situent dans lintervalle
(Q2(.25) - 1.5IQR,Q(.75) + 1.5IQ K. Ceux qui ne le sont pas sont ajoutés individuellement, ce qui indique qu'il
s'agit de valeurs aberrantes ou inhabituelles.

Exemple 2.1.6.2. Quantiles de force de rupture a sec de serviettes en papier (suite)

Créons un diagramme en boite pour les données sur la force de rupture des serviettes en papier. Pour commencer,

85
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Q(0,25) = 8 572 g
Q(0,5) =9 088 ¢
Q(0,75) = 9 614 g

Donc
EIp=Q(0,75) — Q(0,25) =9 614 — 8 572=1 042 g
et
15k =1 563 g
d'ou
2(.75) + 1.5IQR = 9,614 + 1,563 = 11,177 g
et

2(0,25) - 1,5JQR=8 572 -1 563 =7 009 g
Comme tous les points de données se trouvent dans la plage 7,008 g to 11, 177 g, le diagramme en boites ressemble
donc a la figure 2.1.6.2.

9 088
| |

i
7 583 10 688
8 572 9614

| | | | |
7000 8000 9000 10000 11000

Résistance a la rupture (g)

Figure 2.1.6.2. Diagramme en boites de la force de rupture de serviettes en papier.

Un diagramme en boites illustre la distribution par l'intermédiaire de la boite, qui englobe le 50% du milieu de la
distribution, et les moustaches. Certains éléments de la forme de la distribution sont indiqués par la symétrie (ou
I'asymétrie) de la boite et des moustaches. En outre, un espace entre I'extrémité d'une moustache et un point
individuel rappelle qu'il n'y a aucune autre valeur dans cet intervalle.

Pour comparer plusieurs échantillons efficacement, on peut juxtaposer leurs diagrammes de boites.

Exemple 2.1.6.3 Profondeur de pénétration des balles (suite)

5 des deux

’ . : . . : : i —
Le tableau 2.1.6.1 répertorie les informations brutes nécessaires pour trouver les quantiles
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distributions de profondeur de pénétration des balles présentées a la section précédente. Pour les profondeurs de
pénétration des balles de 230 grains, I'interpolation donne

Q(0.25) = 0.50(0.225) + 0,50¢0,275) = 0,5(38,75) + 0,5(39,73) = 39,25 mm
010.5) = 0,50(0,475) + 0.50¢0.525) = 0,5(42.55) + 0.5(42,00) = 42,725 mm

00.75) = 0.50(0,725) + 0,500,775} = 0,5747.90) + 0,5(48,15) = 48,025 mm

Donc
EIQ = 48,025 — 39,25 = 8,775 mm
L5 EfQ = 13,163 mm
Q(0,75) + 1,5 EIQ = 61,188 mm
(0,25} — 1,5 EIQ) = 26,087 mm
Pour les profondeurs de pénétration des balles de 200 grains, l'interpolation donne
(0,25) = 60,25 mm
Q(0,5) = 62,80 mm
Q(0,75) = 64,35 mm
Q(0,75) + 1,5EIQ = 70,50 mm
@(0,25) - 1,5E1Q = 54,10 mm

Chuantiles de la distmibution de profondeur de pénétration des balles

1* point de donnses le plus petits  1° point de domnees le plus petits

i R QW0gming = O(5H) (200 grains) = Q(52)
| 0,025 27,75 58,00
2 0075 37,35 58,63
3 0125 38,35 59,10
4 0.175 38,35 59,50
5 0225 38,75 59,80
6 0275 39,75 60,70
7 0325 40,50 61,30
8 0375 41,00 61,30
g 0425 41,15 2,30
10 0475 42,35 62,63
11 0525 42,90 £2,95
12 0575 43,60 63,30
12 0425 43,85 63.55
14 0.675 47,30 63,80
15 0.725 47,90 64,05
16 0.775 48,15 4,63
17 0.825 49,83 63.00
18 0.875 51.25 67.75
19 0925 51,60 70,40
20 D975 56,00 71,70

Tableau 2.1.6.1.

La figure 2.1.6.3 illustre les diagrammes en boite placées cote a céte sur la méme échelle. On constate que les balles
de 200 grains ont une profondeur de pénétration plus importante et plus réguliere, et on remarque qu'il y a un point
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particulierement extréme dans I'ensemble de données de 200 grains. En outre, les longueurs relatives des moustaches
indiquent une certaine asymétrie (rappelons la terminologie introduite précédemment pour discuter de la forme de la
distribution) dans les données. Et tout ¢a, dans un graphique trés épuré et compact. Il serait possible d'ajouter beaucoup
d'autres boites a la figure 2.1.6.3 (pour comparer d'autres types de balles) sans alourdir le graphique.

A

70 |- .
E Balles a
g 60 200 grains
% B i
D
5
=0 A
L
©
= Balles a
= 230 grains
5 a0l =
<
A
30 |-

Figure 2.1.6.3. Diagrammes en boite cote a cote pour la profondeur de pénétration des balles
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2.1.7 Diagrammes Q-Q et comparaison des formes de
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Il est souvent important de comparer les formes de deux distributions. Pour ce faire, on peuty aller
approximativement, avec des histogrammes, mais pour plus de précision, on peut représenter les fonctions
quantile des deux distributions sur un méme graphique, sachant que « forme égale » équivaut a « fonctions
quantile linéairement proportionnelles ». Ce type de diagramme s'appelle diagramme quantile-quantile ou,
pour faire court, diagramme Q — Q.

Considérons les deux petits ensembles de données artificielles présentés dans le tableau 2.1.7.1. Les
diagrammes a points de ces deux ensembles de données sont présentés a la figure 2.1.71. Les deux ensembles
de données ont la méme forme. Pourquoi? Pour considérer I'égalité des formes, on peut noter que :

2.1.71
la {© plus petite valeur de I'ensemble de données 2 = 2[;’e plus petite valeur de I'ensemble de données 1)+1

Ensuite, en reconnaissant les valeurs de données ordonnées en tant que quantiles et en laissant £}, et (J};
représenter les fonctions de quantiles des deux ensembles de données, on voit clairement a la figure 2.1.7.1 que

2.1.7.2 @Q:2(p) = 2Qu(p) +1

Deeux petits ensembles de donnees artificielles

Ensembile da donnees I Ensemble da doanees 1

3,54, 7,3 15,7.9,7, 11

Tableau 2.1.7.1.

Ensemble de domnées 1

Pisr a1 0041
T SR o R

Ensemble de données 2

£
7

]
g 11 13 15 17

Figure 2.1.7.1 Diagrammes a points
de deux
petits ensembles de données.
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7 2

I I N -

3 4 5 6 7 Qp

Figure 2.1.7.2. Diagramme Q-Q pour les données du tableau 2.1.7.1.

En d'autres termes, les fonctions de quantile des deux ensembles de données sont linéairement
proportionnelles. En observant les figures 2.1.7.1 et 2.1.7.2, il est évident que le graphique des points :

(@ (52). «(57))

(pouri =1,2,3,4,5) devrait étre exactement linéaire. La figure 2.1.7.2 illustre cela - en fait la figure 2.1.7.2 est un
diagramme € — € pour les ensembles de données du tableau 2.1.7.1.
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DEFINITION 2.1.7.1. Diagramme () — ()

Un diagramme (J — ¢} de deux ensembles de données avec des fonctions quantile respectives €J;
et (J; est un diagramme de paires ordonnées (&, (p), (Jz(p)) pour les valeurs appropriées de p.
Lorsque les deux ensembles de données sont de méme taille mn, les valeurs de p utilisées pour élaborer
i —0,5

1

le diagramme seront ,avec i = 1,2,...,n. Lorsque les ensembles de données sont de taille

o _— . , i— : .

inégale, les valeurs de p utilisées pour élaborer le diagramme seront 9,5 aveci=1,2,...,moumn
1

correspond a la taille de 'ensemble le plus petit.

ETAPES D'ELABORATION D'UN DIAGRAMME Q-Q

Pour élaborer le diagramme 2 — (2 de deux ensembles de données de taille égale :
1. On classe les données de la plus petite a la plus grande.
2. 0On associe les données correspondantes des deux ensembles.
3. On représente graphiquement les paires ordonnées en utilisant les données du premier ensemble pour
les abscisses et celles du second pour les ordonnées.
Lorsque l'on traite des ensembles de données de taille inégale, on associe les valeurs ordonnées du petit
ensemble aux quantiles du grand ensemble obtenus par interpolation.
Un diagramme ( — ) raisonnablement linéaire indique que les deux distributions ont des formes similaires.
Lorsqu'il y a des écarts significatifs par rapport a la linéarité, le caractére de ces écarts révéle la maniere dont les
formes différent.

Exemple 2.1.7.1. Pénétration des balles (suite)

Retournons a la profondeur de pénétration des balles. Le tableau précédent a fourni la matiére premiere nécessaire a

la réalisation d'un diagramme (2} — (. Il suffit d'associer les profondeurs de chaque ligne de ce tableau et de les tracer
pour obtenir le tracé de la figure 2.1.7.3.

Dans l'ensemble, le diagramme de dispersion de la figure 2.1.7.3 n'est pas trés linéaire. Toutefois, les points des valeurs
n®2 & 13 de chaque ensemble de données semblent assez linéaires, ce qui indique que les extrémités inférieures des
deux distributions ont des formes similaires (sauf pour leur bout).

L'espace horizontal entre les 13€ et 14° points indique que I'écart entre 43,85 mm et 47,30 mm (pour les données
des balles a 230 grains) est disproportionné par rapport a l'écart entre 63,55 et 3,80 mm (pour les données des balles
a 200 grains). Cela laisse supposer qu'il existe une différence physique fondamentale dans les mécanismes ayant causé
la dispersion des données de profondeur des balles a 230 grains. Les statistiques peuvent révéler ce genre d'indice, mais
pour expliquer les causes, il faut faire appel a des spécialistes de la balistique ou des matériaux.

En raison de I'écart marqué par rapport a la linéarité produit par le premier point (27,75, 58,00), il existe également
une différence importante dans la forme des extrémités inférieures des deux distributions. Pour remettre ce point en
ligne avec le reste des points tracés, il faudrait le déplacer vers la droite (augmenter la plus petite donnée des balles a
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230 grains) ou vers le bas (diminuer la plus petite observation des balles a 200 grains). En d'autres termes, par rapport
a la distribution des balles a 200 grains, la distribution des balles a 230 grains présente une longue queue inférieure.
(Ou, autrement dit, par rapport a la distribution des balles a 230 grains, la distribution des balles a 200 grains a une
queue inférieure courte.) A noter que la différence de forme était déja évidente dans le diagramme en boite de la figure
précédente. Encore une fois, il faudrait un spécialiste pour expliquer cette différence dans les formes de distribution.

A

70 I~

(200 grains) (mm)

L]

tration

o0

r

r

cnc

| | | A

20 30 40 50 60

Pénétration (230 grains) (mm)

P

Figure 2.1.7.3. Diagrammes Q-Q de la profondeur de pénétration des balles

Le plus facile pour expliquer le concept de diagramme Q-Q (un outil trés pratique pour comparer des jeux de
donnés), c'est de voir une application ou I'on compare des données empiriques. Mais le diagramme Q-Q est
vraiment utile lorsqu’on I'applique a une fonction quantile qui représente un ensemble de données et a une
seconde qui représente une distribution théorique.

DEFINITION 2.1.7.2 Diagramme Q-Q théorique
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Un diagramme Q-Q théorique, ou diagramme de probabilité, pour un ensemble de données de taille
n et une distribution théorique, sont les fonctions quantiles sont respectivement Qq et Q, est un
diagramme de paires ordonnées (Q1(p), Q2(p)) pour des valeurs appropriées de p. Dans cet ouvrage, les

i—0,

valeurs de p prennent la forme 5, aveci=1,2,..,n.

n

Soit Q ( ) le i¥ point du petit ensemble de données, le

t—0,5
n
diagramme Q-Q théorique est un diagramme de points dans lequel les abscisses correspondent aux données
expérimentales, et les ordonnées, aux quantiles de la distribution théorique. Autrement dit, on utilise les données

ordonnées x1 < Xz < ... £ Xp pour tracer les points

. Ve

2.1.7.3 Paires ordonnées d'un diagramme de probabilité

(w00 (52))

Un tel diagramme permet de poser la question suivante: « L'ensemble des données a-t-il une forme similaire a la
distribution théorique? »

TRACE NORMAL

Le diagramme théorique @ — 2 le plus connu est celui de la distribution normale (ou gaussienne), la distribution
en forme de cloche bien. Le tableau 2.1.7.2 donne quelques quantiles de cette distribution. Pour trouver &(p)
pour p=.01,.02,...,.98,.99, on repére la ligne correspondant au premier chiffre aprés la décimale et la colonne
correspondant au deuxiéme chiffre aprés la décimale. (Par exemple, (}(.37) = —.33.) Pour approximer les
valeurs du tableau 2.1.7.2, on peut utiliser la relation suivante :

2.1.7.3 Approximation des quantiles normaux standards
Qlp) =49 (p™ — (1-p)™)

A ce stade, le tableau 2.1.7.2 semble sortir de nulle part. Nous expliquerons comment I'obtenir & la partie 4, mais
pour linstant, contentons-nous de dire que les quantiles du tableau correspondent a une distribution normale.
Imaginons que chaque entrée du tableau 2.1.7.2 corresponde a un point de données dans un ensemble de taille
n = 99. Le tableau 2.1.7.3 présente une table de fréquences pour ces 99 points de données. La colonne
Comptage du tableau 2.1.7.3 montre clairement la forme de cloche.

Les quantiles normaux standard peuvent servir a tracer un diagramme £ — (J théorique afin d'évaluer la forme
en cloche d'un ensemble de données. Le diagramme obtenu est appelé diagramme normal (de probabilité).
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0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 -2,33 -2,05 -1.88 -1,75 -1,65 -1,55 -1,48 -141 -1,34
0,1 -1,28 -1,23 -1,18 -1,13 -1,08 -1,04 -0,99 -0,95 -0,92 -0,88
02 -0.84 -0,81 -0,77 -0,74 -0,71 -0,67 -0,64 -0,61 -0,58  -0,55
03 -052 -0,50 -047 -044 -0,41 -0,39 -0,36 -0,33 -0,31 -0,28
04 -0.25 -0,23 -0,20 -0,18 -0,15 -0,13 -0,10 -0,08 -0,05 -0,03
0,5 0,00 0,03 0,05 0,08 0,10 0,13 0,15 0,18 0,20 0,23
0,6 0,25 0,28 0,31 0,33 0,36 0,39 0,41 0,44 0,47 0,50
0,7 0,52 0,55 0,58 0,61 0,64 0,67 0,71 0,74 0,77 0,81
0,8 0,84 0,88 0,92 0,95 0,99 1,04 1,08 1,13 1,18 1,23
0,9 1,28 1,34 1,41 1,48 1,55 1,65 1,75 1,88 2,05 2,33

Tableau 2.1.7.2. Quantiles normaux standards
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Table de fréquences des quantiles normaux standards

Valeur Comptage Fréquence

-2,80 to -2,30 | |
-2,29to-1,79 1 2
-1,78 to-1,28 I 7
-1,27 to -0,77 Mt I 12
-0,76 t0-0,26  H1 LH1 LH1 || 17
-0,25 t0 0,25 Wt B 21
0,26 t0 0,76 Wt Wt ] 17
0,77 to 1,27 Wt | 12
1,28 to 1.78 Wt 7
1,79 t02.29 1 2
2,30 t02.80 | 1

Tableau 2.1.7.3. Table de fréquences des quantiles normaux standards

Exemple 2.1.7.2. Résistance d’une serviette en papier (suite)

Revenons au test de résistance de la serviette en papier et voyons si les données suivent une distribution en forme
de cloche. Le tableau 2.1.7.4 a été établi a partir du tableau original et du tableau 2.1.7.2; il fournit les informations
nécessaires pour produire le diagramme ¢ — ) théorique de la figure 2.1.7.4.

Malgré la petite taille de I'ensemble de données, le diagramme de la figure 2.1..4 semble relativement linéaire, et
'ensemble de données est donc raisonnablement en forme de cloche. La conséquence pratique de cette observation est
qu'il est alors possible d'utiliser les modéles de probabilité normale, dont il sera question au chapitre 4, pour décrire la
résistance des serviettes en papier. Ces modeéles pourraient servir a faire des prévisions de résistance, et les méthodes
d'inférence statistique formelle basées sur ces modéles pourraient servir a analyser les données de résistance.
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Quantiles de résistance a la rupture et quantiles
normaux standards

Quantlle Quantile * 185

i %5 résistance a la rupture normal standard

1 0,05 7 583 1,65

2 0,15 8 527 1,04
3 0,25 8572 —0,67

4 0,35 8 577 —0.39

5 0,45 9011 —0,13

6 0,55 9165 0,13

7 0,65 9471 0,39

8 0,75 9614 0,67

9 0,85 9614 1,04
10 0,95 10 688 1,65

Tableau 2.1.7.4. Quantiles de résistance et quantiles normaux standards
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Quantile normal standard

| | | | G

7000 8000 9000 10000 11000
Quantile de résistance a la rupture (g)

Figure 2.1.7.3. Diagramme Q-Q théorique de la résistance des serviettes en papier.

Pour produire des graphiques normaux, on peut utiliser un papier graphique spécial qu'on appelle papier de

probabilité normale (ou simplement papier de probabilité). Au lieu de tracer des points sur du papier millimétré

ordinaire en utilisant les positions verticales du tableau 2.1.7.2, sur du papier de probabilité, on trace les points

t—0,5
T

en utilisant les positions verticales de la forme . La figure 2.1.7.4 montre les données de résistance de

I'exemple 2.1.7.2 tracées sur du papier de probabilité. A noter que ce tracé est pratiquement identique a celui de
la figure 2.1.7.2.
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Figure 2.1.7.4. Tracé normal pour la résistance des serviettes en papier (sur papier de probabilité; image de Keuffel and Esser
Company).

Les tracés normaux ne sont pas le seul type de tracés & — (J théoriques utiles en ingénierie. De nombreux
autres types de distributions théoriques sont importants, et chacun d'entre eux peut servir a produire des tracés

£} — () théoriques. Ce point est abordé plus en détail dans d'autres modules, mais I'introduction du tracé
O-O[/latex|permet d'insister sur le lien entre les graphiques de probabilites et les graphiques [latex]0-0[/latex] empirigues.



102 C. BASSIM ET BRYAN LEE

2.2.1 Mesures de position

102
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Pour la plupart des gens, le concept de « moyenne » évoque quelque chose de représentatif, ou le « centre »,
d’'un ensemble de données. Les températures peuvent varier d'un endroit a I'autre dans un haut fourneau, mais
la température moyenne donne une idée de la température « centrale » ou représentative. Les notes obtenues
lors d'un examen peuvent varier, mais on est toujours content d'étre au-dessus de la moyenne.
Le mot « moyenne », tel qu'il est utilisé dans le langage courant, correspond en fait a diverses significations
techniques. La premiére est la médiane, (0,5} , qui a été présentée dans la derniere section. La médiane divise
un ensemble de données en deux. Dans un histogramme bien congu, environ la moitié de l'aire des barres se
situe de part et d'autre de la médiane. En tant que mesure du centre, elle est totalement insensible aux effets de
quelques observations extrémes ou aberrantes. Par exemple, le petit ensemble de données

2,3,6,9,10
a une médiane de 6, et cela reste vrai méme si la valeur 10 est remplacée par 10 000 D00 et si la valeur 2 est
remplacée par —200, D00,
La section précédente a utilisé la médiane comme valeur centrale dans I'élaboration des diagrammes en boite.
Mais la médiane n'a pas le sens technique le plus souvent attaché a la notion de moyenne dans les analyses
statistiques. Il est plus courant d'utiliser la moyenne (arithmétique).

DEFINITION 2.2.1.1. Moyenne arithmétique.
La moyenne (arithmétique) d'un échantillon de données quantitatives, par exemple , &1, &z, ..., Ty,
correspond a

La moyenne est parfois appelée premier moment ou centre de masse d'une distribution, par analogie avec la
mécanique. Si on place une masse unitaire le long de la droite numérique a la position de chaque valeur d'un
ensemble de données - le point d'équilibre de la distribution de masse se situe a .

Exemple 2.2.1.1. Perte des rouleaux de papier

Hall, Luethe, Pelszynski et Ringhofer ont travaillé avec une entreprise qui découpe du papier a partir de grands rouleaux
achetés en gros auprés de plusieurs fournisseurs. L'entreprise souhaitait déterminer la quantité de perte (en poids) sur
les rouleaux provenant des différentes sources. Le tableau 2.2.1.1 présente les données relatives au pourcentage de perte
que les étudiant.e.s ont obtenues pour six et huit rouleaux de papier, respectivement, achetés auprés de deux sources
différentes.

Les médianes et les moyennes des deux ensembles de données sont faciles a obtenir. Pour le fournisseur 1,

Q(0,5) = 0,5(0,65) + 0,5(0,92) = 0,785% de perte
et

—

z = —(0,37 + 0,52 + 0,656 + 0,92 + 2,80 + 3,62) = 1,495% de perte

6
Pour le fournisseur 2,
Q(0,5) = 0,5(1,47) + 0,5(1,58) = 1,525 \% \text { de pertes }

103
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et

1
£ = E({},BQ +0,99 + 1,45 + 1,47 + 1,58 + 2,27 + 2,63 + 6,54)

— 2,228% de perte

Pourcentage de perte par poids sur les
rouleaux de papier

Fournisseur 1 Fournisseur 2

0,37, 0,52, 0,65, 0,89, 0,99, 1,45, 1,47,
0,92, 2,89, 3,62 1,58, 2,27, 2,63, 6,54

Tableau 2.2.1.1.

La figure 2.2.1.1 illustre des diagrammes a points sur lesquels on a indiqué la médiane et la moyenne. Remarquez que
les médianes et les moyennes des deux fournisseurs montrent que les pertes du fournisseur 2 sont plus importantes que
celles du fournisseur 1. Notez également qu'il existe une différence substantielle entre les valeurs médianes et moyennes
pour un fournisseur donné. Dans les deux cas, la moyenne est nettement supérieure a la médiane correspondante. Cela
reflete la nature asymétrique a droite des deux ensembles de données. Dans les deux cas, le centre de masse de la
distribution est fortement tiré vers la droite par quelques valeurs extrémement élevées.
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Fournisseur 1
Q(0,5) = 0,785

I I ®| o | I I -

0 1 ‘ 2 3 4 5 G

X =1,495

Pertes (pourcentage)
Fournisseur 2

Q(0,5) = 1,525
| o6 oo | o o | | | T
0 1 2 A 3 4 5 6

x=2,228

Pertes (pourcentage)

Figure 2.2.1.1. Diagrammes a points des pourcentages de pertes

L'exemple 2.2.1.1 montre clairement que, contrairement a la médiane, la moyenne est une mesure centrale qui
peut étre fortement influencée par quelques valeurs extrémes. Certaines personnes disent parfois que, pour cette
raison, 'une ou l'autre des deux mesures est « meilleure » - une affirmation qui n'a aucun sens. Ni 'une ni l'autre
n'est meilleure; il s'agit simplement de mesures ayant des propriétés différentes. Et ces différences, les personnes
averties qui lisent des statistiques doivent les garder a l'esprit. Par exemple, le salaire « moyen » des employé.e.s
d'une entreprise qui paie neuf personnes 10 000 $ par an et son président 110 000 $ par an peut étre décrit
comme 10 000 $ par an (médiane) ou 20 000 $ par an (moyenne).
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2.2.2 Mesures de dispersion

106
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Quantifier la variation d'un ensemble de données peut étre aussi important que d'en mesurer sa position. Dans
le secteur manufacturier, par exemple, si une caractéristique des piéces sortant d'une machine donnée est
mesurée et consignée, la dispersion des données obtenues donne des informations sur la précision et la
capacité intrinséques de la machine. La position des données obtenues est souvent fonction de la configuration
de la machine ou du réglage des boutons d'ajustement. Les réglages peuvent étre modifiés assez facilement,
mais 'amélioration de la précision intrinseque de la machine nécessite généralement des dépenses
d'investissement pour un nouvel équipement ou la remise en état d'un équipement existant.
Bien que nous n'avons pas insisté sur ce point dans le module 2.1, on peut utiliser I'écart interquartile,

EIQ = Q[ 0,75) — Q( 0,25) pour représenter la dispersion d’'une distribution. L'écart interquartile mesure la
répartition de la moitié centrale d'une distribution. Il est donc insensible a quelques valeurs extrémes
éventuelles. Une mesure apparentée est I'étendue, qui indique la dispersion de 'ensemble de la distribution.

DEFINITION 2.2.2.1. Etendue
L'étendue d'un ensemble de données constitué de valeurs ordonnées &; < ¥z < --- < @&, est
R == Ij; ﬂ:[

Notez |'utilisation des mots ici. Le mot étendue peut étre utilisé comme verbe pour dire « Les données s'étendent
de 3421 ». Mais pour utiliser le mot comme un substantif, on dit « L'’étendue est de (21 — 3) = 18 ». Etant donné
que l'étendue ne dépend que des valeurs du plus petit point et du plus grand point d'un ensemble de données,
elle est nécessairement tres sensible aux valeurs extrémes (ou aberrantes). Parce qu'elle est facile a calculer, elle
a longtemps été populaire dans les milieux industriels, notamment en tant qu'outil de contrdle statistique de la
qualité.

Cependant, la plupart des méthodes d'inférence statistique formelle sont basées sur une autre mesure de la
répartition de la distribution. La notion d'« écart moyen au carré» ou d'« écart quadratique moyen » est utilisée
pour obtenir des mesures appelées variance et écart-type, respectivement.

DEFINITION 2.2.2.2. Variance et écart-type d’'un échantillon
La variance de I'échantillon d'un ensemble de données composé des valeurs &1, Tz, ..., T, est

1 n
2 =32
8 = T, — F

L'écart-type de I'échantillon, s, est la racine carrée positive de la variance de I'échantillon.

Sauf pour le remplacement de n — 1 par n dans le diviseur, g est la distance au carré moyenne des points de
données par rapport a la valeur centrale &. Par conséquent, ;* est non négatif, et ne vaut 0 que si tous les points
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de données sont exactement identiques. Les unités de &% sont le carré des unités des données d'origine. La racine
carrée de g2 (pour obtenir ) produit une mesure de la dispersion exprimée dans les unités d'origine.

Example 2.2.2.1. Pertes des rouleaux de papier (suite)

La dispersion des deux ensembles de pourcentages de pertes répertoriés dans le tableau 2.2.1.1 peuvent étre exprimés
dans I'un des termes précédents. Pour le fournisseur 1,
€(.25) = .52
Q(.75) = 2.89
et par conséquent,
ElQ = 2,80-052 = 2,37% de perte
De méme,
R =3,62-037 = 3.25% de perte
En outre,

1
52 =ﬁ{(u,37 1,495)* + (0,52 — 1,495)* + (0,65 — 1,495)* + (0,92 — 1,495)*

+(2,89 — 1,495)* + (3,62 — 1,495)%)
=1,945(% de perte )*
de sorte que
8 = 4/1,945 = 1,394% de perte
Des calculs similaires appliqués aux données du fournisseur 2 donnent les valeurs
EIQ = 1,23% de perte

et
R = 6,54 — 0,80 = 5,65% de perte
En outre,
1 ;
s =— (( 0,89 — 2,228)% + (0,99 — 2,228)% + (1,45 — 2,228)% + (147 — 2,228)?
+(1,58 — 2,228)" + (2,27 — 2,228)" + (2,63 — 2,228)" + (6,54 — 2,228)")
—3,383(% de perte)*
donc

5 = 1,839% de perte
Le fournisseur 2 a un El plus petit, mais des valeurs de f et s plus grandes. Ceci est cohérent avec la figure 2.2.1.1 :
la partie centrale de la distribution du fournisseur 2 est tres dense, mais le point extréme rend la variabilité globale plus
importante pour le second fournisseur que pour le premier.

Le calcul des variances d'échantillon que nous venons d'illustrer vise simplement a renforcer le fait que &2
représente une sorte de moyenne du carré de I'écart. Bien entendu, la fagon la plus judicieuse de trouver les
variances d'échantillon dans la pratique est d'utiliser une calculatrice électronique de poche avec une fonction de
variance préprogrammée, ou un logiciel statistique.
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2.2.3 Statistiques et parametres
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A ce stade, il est important de présenter un peu plus de terminologie de base. Le jargon et les notations des
distributions d'échantillons sont quelque peu différents de ceux des distributions de population (et des
distributions théoriques).

DEFINITION 2.2.3.1. Statistiques et paramétres

Les synthéses numériques des données d'échantillons sont nommées statistiques d'échantillon. Les
synthéses numériques de distribution de population ou théoriques sont nommées parameétres (de
population ou de modele). Généralement, on utilise les lettres latines pour les statistiques, et les lettres
grecques pour les parameétres.

Prenons I'exemple de la moyenne. La définition 2.2.1.1 porte spécifiquement sur le calcul pour un échantillon. Si
un ensemble de données représente une population entiére, il est courant d'utiliser la lettre grecque minuscule
mu () pour représenter la moyenne de la population et de noter :

N
Moyenne de la population 2.2.3.2. Ji I, Z T

sl
Si on compare cette expression a celle de la définition 2.2.1.1, on remarque que le symbole utilisé pour la
moyenne est différent, et qu'on utilise & plutét que n. Il est courant de désigner la taille d'une population par v
et la taille d'un échantillon par n.
Un autre exemple de l'utilisation suggérée par la définition 2.2.3.1 est celui de la variance et de I'écart-type. La
définition 2.2.1.2 porte spécifiquement sur la variance et sur I'écart-type de I'échantillon. Si un ensemble de
données représente une population entiére, il est courant d'utiliser la lettre grecque sigma minuscule au carré (
l{cr? }) pour représenter la variance de la population et pour définir:

Variance de la population 2.2.3.3.
N

1 ;
o* = 5 D (@~ p)’

i=1

La racine carré positive de 52 correspond donc a I'écart-type de la population, a.

Ce manuel s'écarte de la convention de symbolisme romain/grec exposée dans la définition 2.2.3.1 sur un point :
la notation des quantiles. Nous utilisons £2(p) pour représenter le quantile p d'une distribution, qu’elle soit
extraite d'un échantillon, d'une population ou d'un modéle théorique.

11
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2.2.4 Diagrammes de statistiques synthétiques en
fonction du temps et de facteurs
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Pendant l'analyse préliminaire des données, il est souvent utile de représenter des mesures numeériques sur
divers graphiques. Notamment, les diagrammes de statistiques synthétiques en fonction du temps sont souvent
révélateurs.

Exemple 2.2.4.1 Contrdle d'une dimension critique de piéces usinées (suite)

Cowan, Renk, Vander Leest et Yakes ont travaillé avec une entreprise qui fabrique des piéces métalliques de précision.
Une dimension critique de I'une de ces pieces a été contrélée en sélectionnant et en mesurant occasionnellement cing
piéces consécutives, puis en tracant la moyenne et I'étendue de I'échantillon. Le tableau 2.2.4.1 répertorie les valeurs & et
R pour 25 échantillons consécutifs de cing piéces. Les valeurs indiquées sont exprimées en multiples de 0,0001 po.

La figure 2.2.4.1 illustre un diagramme des moyennes et des étendues en fonction de I'ordre d'observation. Si on
considére tout d'abord le diagramme des étendues, aucune tendance forte n'est évidente, ce qui suggére que la variation
de base a court terme est stable pour cette dimension. La précision du processus et des mesures est stable dans le temps.
Le diagramme des moyennes, cependant, suggere un changement physique. Les dimensions moyennes du deuxieme
quart du 27 octobre (échantillons 9 a 15) sont nettement plus petites que le reste des moyennes. Il s'est avéré que
les piéces produites par cette équipe n'étaient pas systématiquement différentes des autres. En fait, la personne qui a
effectué les mesures pour les échantillons 9 a 15 a utilisé la jauge d'une maniére fondamentalement différente de celle
des autres employé.e.s. La distribution des valeurs & a été généré par cette modification de la technique de mesure.

Moyennes et plages des dimensions critiques pour les échantillons de n= 5 piéces

Echantillon Date Heure X R Echantillon Date Heure X R
1 10/27 7:30 AM  3509,4 5 14 10:15 35044 4
2 8:30 3509,2 2 15 11:15 35046 3
3 9:30 3512,6 3 16 10/28 7:30 AM 35130 2
4 10:30 3511,6 4 17 8:30 35124 1
5 11:30 3512,0 4 18 9:30 3510,8 5
6 12:30 pMm  3513,6 6 19 10:30 3511,8 4
7 1:30 3511,8 3 20 6:15 PM 35124 3
8 2:30 3512,2 2 21 7:15 3511,0 4
9 4:15 3500,0 3 22 8:45 3510,6 1

10 5:45 3502,0 2 23 9:45 3510,2 5
11 6:45 3501,4 2 24 10:45 35104 2
12 8:15 3504.,0 2 25 11:45 3510,8 3
13 9:15 3503,6 3

Tableau 2.2.4.1
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3515 |-
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3505 |-

3500 -
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Numéro d’échantillon
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Figure 2.2.4.1 Tracés de Fornula does not parse \bor{x} Forhula does not parse et Fornula does not parsef
Fornula does not parse en fonction du temps.
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TERMINOLOGIE ET CAUSES DES TENDANCES SUR LES GRAPHIQUES EN
FONCTION DU TEMPS

Les tendances révélées par le tracé des statistiques de I'échantillon en fonction du temps devraient signaler qu'il
faut chercher une cause physique (et généralement, une solution). Les variations systématiques ou cycliques
dans un diagramme de moyennes peuvent souvent étre liées a des variables de processus qui vont et viennent
de maniére plus ou moins réguliere. Il s'agit par exemple de variables saisonniéres ou quotidiennes telles que la
température ambiante, ou encore la rotation des jauges ou des appareils. Une instabilité ou une variation
supérieure a celle de la précision de I'équipement peut parfois étre due a I'hétérogénéité des matiéres premieres
ou a un réglage excessif de I'équipement. Le changement de la moyenne d'un processus peut étre causée par
l'introduction de nouvelles machines, de nouvelles matieres premiéres, la formation des employé.e.s, 'usure des
outils, etc. Les combinaisons de plusieurs schémas de variation sur un méme diagramme d'une statistique
synthétique en fonction du temps peuvent parfois étre attribués a des changements dans I'étalonnage des
mesures, comme dans I'exemple 2.2.4.1. lls sont aussi parfois produits par des différences constantes dans les
machines ou les flux de matiéres premiéres.

TRACES EN FONCTION DES VARIABLES DU PROCESSUS

Les diagrammes de statistiques synthétiques en fonction du temps ne sont pas les seuls qui sont utiles. Les
graphiques des variables du processus peuvent également étre tres instructifs.

Exemple 2.2.4.2 Graphique de la résistance moyenne au cisaillement des joints de bois.

Dans leur étude sur la résistance des joints de bois collés, Dimond et Dix ont obtenu les valeurs indiquées dans le
tableau 2.2.4.2 comme résistances moyennes (sur trois essais de cisaillement) pour chaque combinaison de trois essences
de bois et de trois colles. La figure 2.2.4.2 illustre un tracé révélateur de ces 3 = 3 = 9 F différents.

Le diagramme montre clairement que les propriétés de collage du pin et du sapin sont assez similaires, les joints en pin
étant en moyenne de 40 a 45 Ib plus résistants. Pour ces deux bois tendres, la Cascamite semble |égérement supérieure
a la colle de menuisier, toutes deux permettant de réaliser de bien meilleurs assemblages que la colle blanche. Les
propriétés de collage du chéne (un bois dur) sont tres différentes de celles du pin et du sapin. En fait, les colles ont des
effets exactement opposés sur la résistance des joints de chéne. Tout ceci est clairement illustré par le diagramme simple
de la figure 2.2.4.2.
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Résistances moyennes du joint pour les neuf
combinaisons essence/colle

Essence  Colle Résistancg rrﬁéyenne du joint
au cisaillement (lb)
Pin blanche 1317
Pin menuisier 1927
Pin Cascamite 201.3
Sapin  blanche 92,0
Sapin  menuisier 146,3
Sapin  Cascamite 156,7
Chéne blanche 2577
Chéne menuisier 2343
Chéne Cascamite 1777

Tableau 2.2.4.2
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Figure 2.2.4.2 Graphique de la résistance moyenne des joints en fonction du type de colle pour trois essences de bois.

Les deux exemples précédents ont illustreé l'utilité de tracer les statistiques d'un échantillon en fonction du temps
ou d'une variable expérimentale.
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2.2.5 Diagramme a barres et graphiques de données
qualitatives ou de dénombrement
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Les techniques présentées jusqu’a présent dans ce chapitre concernent principalement l'analyse des données de
mesure. Comme nous I'avons mentionné dans la partie 1, les données de mesure (ou données de variables) sont
généralement préférables, si on peut les obtenir, aux données chiffrées et aux données qualitatives (ou données
d‘attributs). Néanmoins, les données qualitatives ou de dénombrement sont parfois les principales informations
disponibles. Il est donc intéressant d'étudier leur synthése et leur visualisation.

Souvent, une étude produit plusieurs valeurs de i ou i; qui doivent étre comparées. Les diagrammes en barres
et les diagrammes simples a deux variables peuvent étre d'une grande aide pour résumer ces résultats.

Example 2.2.5.1. Classification des connecteurs de cable selon leur défaut.

Delva, Lynch et Stephany ont travaillé avec un fabricant de connecteurs de cables. Des échantillons de 100 connecteurs
d’'une conception donnée ont été prélevés chaque jour pendant 30 jours de production, et chaque connecteur
échantillonné a été inspecté conformément a un ensemble de régles (opérationnelles) bien définies. Sur la base des
informations fournies par les inspections, chaque connecteur inspecté a pu étre classé dans I'une des cinq catégories
mutuellement exclusives suivantes :

Catégorie A : présente des défauts « trés graves »

Catégorie B : présente des défauts « graves » mais pas « trés graves »

Catégorie C: présente des défauts « modérément graves » mais pas « graves » ni « tres graves »
Catégorie D : présente seulement des défauts « mineurs »

Catégorie E : ne présente aucun défaut

Le tableau 2.2.5.1 indique le nombre de connecteurs échantillonnés classés dans les quatre premiéres catégories
(les quatre catégories de défauts) au cours de la période de 30 jours. Ensuite, en s'appuyant sur le fait que <img
src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
a22cadfd31e1dcf72c7e432150c2fd42.png » alt= »30 \times 100 = 3 000 Fornula does not parse connecteurs ont été
inspectés au cours de cette période,

Fornula does not parse\begin{aligned}& \hat{p}_{\mathrm{A}} = 3 / 3000 = 0,0010 \\& \hat{p}_{\mathrm{B}} =0 /
3000 = 0,0000 \\& \hat{p}_{\mathrm{C}} = 11 / 3000 = 0,0037 \\& \hat{p}_{\mathrm{D}} = 1 / 3000 = 0,0003\end{aligned}"
title="30 \times 100 = 3 000 Fornula does mot parse connecteurs ont été inspectés au cours de cette période,

Fornula does not parsze\begin{aligned}& \hat{p}_{\mathrm{A}} =3 / 3000 = 0,0010 \\& \hat{p}_{\mathrm{B}} =0 /
3000 = 0,0000 \& \hat{p}_{\mathrm{C}} = 11 / 3000 = 0,0037 \\& \hat{p}_{\mathrm{D}} = 1 / 3000 = 0,0003\end{aligned}"
class="latex mathjax">

Notez quici iy = 1 = (P + fig + P + Pp ), car les catégories A & E constituent un ensemble de catégories
exhaustives et mutuellement exclusives, de sorte que la somme des i doit valoir 1.
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Nombre de connecteurs classés dans quatre
catégories de défauts

Catégorie Nombre de connecteurs échantillonnés

OO w
=

Tableau 2.2.5.1.

La figure 2.2.5.1 est un diagramme a barres des fractions de connecteurs des catégories A a D. Elle montre clairement
que la plupart des connecteurs présentant des défauts appartiennent a la catégorie (, celle des défauts modérément
graves, mais ni graves ni tres graves. Ce diagramme a barres présente le comportement d'une variable catégorique.
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0,004 |-
0,003 |-
0,002 |-

0,001

Fraction de connecteurs

A B C D

Catégorie de connecteur

Figure 2.2.5.1. Diagramme a barres des défauts des connecteurs.

Example 2.2.5.2. Fabrication d’outils pneumatiques.

Kraber, Rucker et Williams ont travaillé avec un fabricant d'outils pneumatiques. Chaque outil produit est minutieusement
inspecté avant d'étre expédié. Les étudiant.e.s ont recueilli des données sur plusieurs types de problemes découverts lors de
linspection finale. Le tableau 2.2.5.2 indique le nombre d'outils présentant ces problémes dans une série de 100 outils.
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Nombre et fractions d’outil présentant divers
problémes
Probléeme Nombre d’outils D
Fuite de type 1 8 0,08
Fuite de type 2 4 0,04
Fuite de type 3 3 0,03
Pi¢ce 1 manquant 2 0,02
Piéce 2 manquant 1 0,01
Piece 3 manquant 2 0,02
Pi¢ce 4 défaillante 1 0,01
Pi¢ce 5 défaillante 2 0,02
Piéce 6 défaillante | 0,01
Mauvaise piece 7 2 0,02
Mauvaise piece 8 2 0,02

Ce tableau est une synthise de données qualiaives & plusieurs varables, Ls catégories énurmérées cans e tableau 22.5.2 ne
At EESHES (975 S oS (e S (S Gl s 20 125 ST € s (s g
2.251), ces catégories sont construites selon deux conditons possbles arésence ou absence), e leur valeur correspand au
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dénombrement des présences. Par exemple, pour les types de fuites 1, fi =1),08 , donc la proportion d'outils ne présentant pas
le type de fuite 1 est 1 — ﬁ = 092 . Le total des valeurs ﬁ n'est pas forcément égal a la fraction des outils problématiques lors
de linspection finale. Un outil défectueux donné peut &tre comptabilisé dans plusieurs valeurs g.

La figure 2.2.5.2 représente un diagramme a barres des informations sur les problémes d'outils figurant dans le tableau 2.2.5.1.
Elle montre que les fuites sont les problemes les plus fréquents sur cette série de production.
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Figure 2.2.5.2. Diagramme a barres des problémes d'assemblage.

Les figures 2.2.5.1 et 2.2.5.2 illustrent toutes deux des diagrammes a barres, mais elles différent considérablement.
La premiére montre le comportement d'une seule variable catégorique (ordonnée), a savoir la classe de connecteur. La
seconde concerne le comportement de 11 variables catégoriques présence-absence différentes, comme la fuite de type 1,
la piece 3 manquante, etc. La forme de la figure 2.2.5.1 peut avoir une certaine signification, car les catégories A a D sont
classées par ordre décroissant de gravité des défauts, et c'est cet ordre qui a été utilisé dans la figure. Mais la forme de la
figure 2.2.5.2 est essentiellement arbitraire, puisque I'ordre des catégories de problémes d'outils est lui-méme arbitraire.
D'autres ordres tout aussi sensés donneraient des formes tout a fait différentes.
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2.2.6 Statistiques synthétiques et calcul statistique
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Les synthéses de données numériques présentées dans ce chapitre sont relativement simples. Pour de petits
ensembles de données, elles peuvent étre calculées assez facilement a l'aide d'une simple calculatrice de poche.
Toutefois, pour les grands ensembles de données ou lorsqu’on voudra peut-étre faire d'autre calculs ou produire
des graphiques, un logiciel statistique peut étre pratique.

Ce Jupyter Notebook utilisant Python est accessible et peut étre consulté et téléchargé sur le site GitHub du
cours ou sur le site Special GitHub Site for Part 2.

Vous pouvez également ouvrir un environnement informatique interactif pour travailler avec le Jupyter
Notebook utilisant Python a travers un site Binder en passant par le site GitHub de I'exemple de la partie 2.
Cliquez sur ce site Binder pour accéder au site Binder pour I'exemple (accessible a I'adresse https://mybinder.org/
v2/gh/Statistical-Methods-for-Engineering/Special-GitHub-Site-Part-2-Example-Percent-Waste-by-Weight-on-Bulk-
Paper-Rolls/HEAD).

La capture d'écran ci-dessous montre comment utiliser le module statistique de Python pour Jupyter Notebook
afin de produire des statistiques synthétiques pour les ensembles de données sur les pourcentages de pertes
dont il a été question dans ce chapitre. La moyenne, la médiane et I'écart-type de correspondent a ce qui a
été obtenu dans I'exemple. Cependant, le premier et le troisieme quartiles ne correspondent pas exactement a
ceux trouvés précédemment. (Les bibliothéques Python numpy et pandas utilisent des conventions légerement
différentes de celles présentées dans le chapitre 2 pour ces quantités.)

II'y a de nombreux outils informatiques de haute

F i 1 o . . . :
oUrMISSE-1 qualité pour les statistiques, dont Python, mais aussi JMP, Fournisseur_2
nombre  6,000000 SAS, SFSS,, SYSTAT, SPII_US, MINITAB, MATLAB,. R, etc. nombre  8,000000
mayenns!| 1455000 Tout.e ingénieur.e devrait en avoir un sur son'ordlnateur
de travail. Malheureusement, ce n’est pas toujours le cas moyenne 2,227500
écart-type  1,394457 iNoAni ! ici
et Igs ingénieur.e.s supposent souvgnt qgu'un logiciel de scarttype 1,839229
min. 0,370000 feuille de calcul standard (potentiellement avec des
25 % 0552500 plugiciels tiers) constitue un substitut viable. Cest min.  0,890000
o . . . . . s .
souvent vrai, mais  pas tOUJ.OU'I’S. L.es ingénieur.e.s 25%  1.335000
50 % 0,785000 modernes ont besoin des statistiques informatiques et
75% 2397500 d'un certain niveau de compétence en sciences des 30% 1,525000
données. 75%  2,360000

max 3,620000
max 6,540000
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Figure 2.2.6.1.

La figure 2.2.6.1 est un diagramme en boites et un histogramme du fournisseur 1 de I'exemple. Consultez le
Jupyter Notebook et commencez a synthétiser ces données et a les représenter graphiquement.
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2.2.7 Tutoriel 2 — Nettoyage des données, synthese et
graphiques dans Python
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A ce stade, il est recommandé de travailler sur 'exercice du tutoriel 2 qui se trouve sur le référentiel GitHub
associé. Cet exercice vous permettra de vous familiariser avec le nettoyage des données et la création de
graphiques simples dans Python.

Il est fortement recommandé de consulter le fichier du Jupyter Notebook intitulé Reading Data into
Python & Data Cleaning. Vous pouvez les trouver dans la section « How do | do X in Python? ».
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3.0.1 Introduction aux probabilités et aux variables
aléatoires
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Figure 3.1.0.1. Blaise Pascal, Palais de Versailles, CC BY 3.0 <https://creativecommons.org/licenses/by/3.0>, via Wikimedia Commons.
Pierre de Fermat, https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pierre_de_Fermat.jpg

La naissance des probabilités en tant que discipline pratique et scientifique est principalement attribuée aux
efforts conjoints de Blaise Pascal (1623-1662) et de Pierre de Fermat (1601-1665). Leur collaboration a débuté a
la suite d'un probléme de jeu posé par le Chevalier de Méré en 1654. Dans leur correspondance datant de 1654,
ils se sont penchés sur un probléme de jeu connu sous le nom de « probléme des points », également appelé
« probléme des partis ». Ce probléme consiste essentiellement a élaborer une méthode équitable pour distribuer
les mises lorsqu’une partie se termine prématurément, sans vainqueur définitif. Dans leur correspondance, Pascal
et Fermat ont non seulement abordé ces problémes spécifiques, mais ils ont également jeté les bases de la théorie
des probabilités.

Dans les modules précédents, nous avons exploré comment utiliser les statistiques descriptives et la
visualisation des données pour synthétiser les données. Aprés la description des données, il est souvent essentiel
de décrire le processus a l'origine des données, en particulier lorsqu’on essaie de prédire les performances a long
terme d'un processus a partir d'un échantillon de données limité. Cette approche comporte intrinséquement un
certain degré d'incertitude, étant donné qu’'on doit s'appuyer sur les données de I'échantillon.

Les variables aléatoires constituent un outil fondamental pour quantifier et gérer lincertitude inhérente a
divers processus et expériences. Ces variables, qui peuvent étre discrétes ou continues, supposent des résultats
numeériques basés sur le caractere aléatoire des phénomenes observés. Une variable aléatoire décrit les résultats
d'une observation statistique ou d'une expérience, et les valeurs d’'une variable aléatoire peuvent varier a chaque
répétition d'une expérience.

Principaux points a retenir
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. Une variable aléatoire discréte est une variable aléatoire avec un ensemble fini de résultats possibles
(données ponctuelles).

. Une variable aléatoire continue est une variable aléatoire avec un intervalle de résultats possibles (données
continues).

Les variables aléatoires sont le résultat d'une observation ou d'une expérience. Les probabilités sont
essentiellement la « meilleure estimation » de I'issue d'un événement aléatoire en vue de prendre une décision. La
théorie des probabilités repose sur la prise de décision basée sur la « supposition » la plus éclairée. La nécessité
de faire des suppositions éclairées sur des résultats présentant une incertitude inhérente est fréquente dans
divers domaines. Par exemple, les politicien.ne.s utilisent les sondages pour estimer leurs chances de gagner une
élection, les médecins choisissent des traitements en fonction des résultats attendus, les joueurs choisissent des
jeux en fonction des chances percgues de gagner, et les choix de carriére sont souvent influencés par la perception
des débouchés. Les probabilités jouent un réle fondamental dans l'application des statistiques a l'ingénierie,
car elles fournissent un cadre permettant de comprendre et d'interpréter les données statistiques. On calcule
constamment les probabilités pour ensuite affiner la meilleure « estimation ».

Principaux points a retenir

Les probabilités statistiques fournissent un cadre pour décrire et analyser les phénomenes aléatoires et l'incertitude, et
nous donnent la meilleure « estimation » possible.

Objectifs d'apprentissage

Objectifs d'apprentissage du module 3.1 :

«  Comprendre les variables aléatoires dans le contexte d'une observation ou d'une expérience statistique.
. Démontrer une compréhension des fréquences relatives a long terme.

+  Comprendre les propriétés et la terminologie des probabilités.

+  Comprendre les concepts d'événements mutuellement exclusifs et indépendants.

+  Appliquer les régles d'addition et de multiplication pour calculer les probabilités d’événements multiples.

. Reconnaitre le réle des statistiques inférentielles dans le domaine plus large des statistiques
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3.0.2 Sources de la partie 3
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Cette premiére version de la partie 3 est majoritairement tirée de «Basic Engineering Data Collection and
Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, un ouvrage placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs. ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et I'adaptation de la numérotation et
de l'imbrication des chapitres. Les Jupyter Notebooks basés sur Python ont été adaptés a partir des exemples du
texte et liés tout au long du document.

Cette ressource s'appuie également sur le document « Process Improvement Using Data », disponible ici. Des
parties de ce travail sont la propriété intellectuelle de Kevin Dunn, et sont partagées a travers la licence CC BY-SA
4.0.
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3.1.1 Probabilite d’évenements aleatoires
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PROBABILITE

Les probabilités sont le cadre mathématique concernant les événements d'une activité particuliére et les
descriptions numériques des chances qu'ils se produisent.. Il s'agit d'une mesure, a laquelle on attribue un
nombre compris en 0 et 1 (inclusivement), qui est associée a la certitude des résultats.

Commencons par réviser un peu de terminologie liée aux probabilités :

Terminologie des probabilités :
. Une expérience est un processus (une activité particuliere, une expérience, un phénomene ou
une opération planifiée réalisée dans des conditions contrélées ) qui produit une observation.
. Un résultat est le résultat mutuellement exclusif des observations possibles d'une expérience.

. Par « résultats mutuellement exclusifs », on entend qu'un seul des résultats possibles peut étre
observé.

. L'ensemble de tous les résultats possibles forme ce que l'on appelle un espace échantillon
(aussi appelé univers).

. Un événement est un sous-ensemble de I'espace échantillon.

. Un essai est une exécution unique d’'une expérience.

EVENEMENTS ALEATOIRES

Le hasard et l'incertitude existent dans toutes les expériences, dans la vie quotidienne et partout dans le monde,
ainsi que dans toutes les disciplines de la médecine, de la science et de I'ingénierie. Une expérience aléatoire est
une expérience dans laquelle le résultat existe mais n'est ni prédéterminé, ni connu. Un événement aléatoire est
donc le sous-ensemble de l'espace échantillon d'une expérience aléatoire. Jouer a pile ou face est un exemple
d’'expérience aléatoire, puisque le résultat de pile ou face est incertain. L'espace échantillon peut étre représenté
par une liste de 'ensemble, un diagramme de Venn, un schéma en arbre ou un tableau de contingence. Ces
méthodes peuvent étre utiles lorsqu’on commence a attribuer et a calculer des probabilités pour des événements
multiples.

Nous utiliserons des lettres majuscules pour désigner un ensemble et énumérerons tous les résultats entre
crochets. Par exemple, pour définir un espace échantillon de I'expérience aléatoire de type pile ou face:
S={H,T} ou P= pile etF = face sont les résultats. L'espace échantillon correspondant a lancer une fois
deux pieces de monnaie s'exprime comme suit: S = {(PP),(PF),(FP),(FF)}. Nous utiliserons également des lettres
majuscules pour désigner un événement, comme A et B. Par exemple, on peut définir 'événement A comme le
fait d'obtenir pile sur la premiére piéce, et I'événement B, comme le fait d'obtenir pile sur la deuxieme piece. Cela
se traduirait par A = {T'T'\TH} et B = {TT,HT}. Les diagrammes sont utiles pour représenter ensemble les
opérations de plusieurs événements.
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Diagramme de Venn

Un diagramme de Venn est la représentation visuelle d'un espace échantillon et d'événements sous forme de
cercles ou d'ovales montrant leurs intersections. Dans l'exemple ci-dessus, ou I'on tire deux fois a pile ou face, on
a I'événement A et I'événement B, et le résultat H H n'est ni dans 4 ni dans B. Le diagramme de Venn est alors
représenté comme suit :

S

HH

Pile ou face avec deux piéces normales : A = { PP, P F} et

B = {PP, FP} Par conséquent, A ET B =

Antext{ INTERSECTION}B= A N B={PP}.

AOU B = AUNION B-AU B -={PF,PP,FP}

Schéma en arbre

Un schéma en arbre est une représentation d'un espace échantillon et d'événements sous la forme d'un
« arbre » dont les branches sont marquées par les résultats possibles.
Premiére Seconde
piéce piéce
H
H

Commencer

Tableau de contingence

Les tableaux de contingence classent les résultats et les événements. Ces tableaux contiennent des lignes et
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des colonnes qui affichent des fréquences a deux variables de données catégoriques. Les événements conjoints
se produisent ensemble dans une cellule, comme, pour I'exemple ci-dessus, les événements conjoints de
A={TT, TH} et de B={TT,HT} = TT. Les événements marginaux sont ceux qui figurent en marge du
tableau et qui se produisent pour un seul événement, sans tenir compte des autres événements du tableau.
Dans cet exemple, le tableau contient un événement marginal A auquel sont associés les événements conjoints

A={TT TH}.

Head Tail Total
Head HH HT HH,HT
Tail TH 1T TH,TT

Total HH,TH HT,TT S

THEORIE DES ENSEMBLES

Les événements des expériences aléatoires étant des ensembles, nous passerons en revue quelques notions de
base de la théorie des ensembles :

Soient 4 et | des événements d'un espace échantillon.

«  Siunélément A appartient a un ensemble R, on l'indique par le symbole .
. L'ensemble vide est représenté par le symbole {}.
. A et B sont disjoints (ou mutuellement exclusifs)si 4 1 B = @.

. A estun sous-ensemble de B si chaque élément de 4 se trouve également dans B. On écrit
alors A — RB.

Pour les événements multiples, on peut donc énoncer :
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Soient 4 et B des événements d'un espace échantillon.

0 A m B estl'ensemble des résultats qui se trouvent a la fois dans 4 et B.
. A L B estl'ensemble des résultats qui ne sont dans 4 ou dans [ ou dans les deux.

+ Lecomplémentde 4est 4 — §_ 4. Parconséquent, 4 est'ensemble de résultats qui ne

sont pas dans A.

THEORIE DES PROBABILITES

L'utilité des probabilités est d'attribuer des chances d'occurrence raisonnables a des événements possibles dans
le cadre d'expériences aléatoires. Avant d'examiner quelques applications pratiques, voyons comment on peut
interpréter la théorie des probabilités dans le cadre d'expériences aléatoires.

Les probabilités représentent une quantification du degré de conviction personnelle subjective qu'un
événement se produira dans le cadre d’'une expérience aléatoire. L'approche subjective la plus courante consiste
a utiliser les probabilités bayésiennes, mais cela dépasse le cadre de ce cours. Pour simplifier, on peut considérer
que la probabilité est la proportion d'occurrences d'un événement favorable par rapport au nombre total de
résultats possibles dans un espace échantillon a probabilité uniforme. Une autre interprétation repose sur la
quantification des résultats objectifs d'expériences aléatoires. Cette approche fréquentiste des probabilités est a
la base de la plupart des cours d'introduction aux statistiques et d'une grande partie des méthodes statistiques.
C'est ce cadre que nous utiliserons pour exploiter le caractére aléatoire des expériences aléatoires.

Les probabilités fréquentistes énoncent que la probabilité d'un événement aléatoire est la fréquence relative
de I'événement lorsque l'expérience est répétée indéfiniment. Cette interprétation est souvent énoncée comme
étant la fréquence relative d'une expérience « & la longue » ou « & long terme ». Etant donné un événement A dans

) . . . m.o . ,
un espace échantillon, la fréquence relative de A est le rapport —, ou m est le nombre de résultats d'occurrences
n

de I'événement A, et n le nombre total de résultats de 'expérience. L'approche fréquentiste affirme qu'au fur
et a mesure que le nombre d'essais augmente, la variation de la fréquence relative diminue. La probabilité est
donc la valeur limite des fréquences relatives correspondantes. On peut déterminer la fréquence relative soit en
réalisant des expériences réelles et en trouvant une probabilité empirique (ou estimée), soit en reconnaissant le
modele théorique de I'expérience et en adoptant une probabilité théorique basée sur les événements de I'espace
échantillon.

Dans le cas d'un espace échantillon ou les résultats sont équiprobables :
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Si les résultats d'un espace échantillon fini S ont tous la méme probabilité, alors pour tout événement
A
le nombre de résultats pour l'éveénement A

P[A] =
le nombre de résultats dans S

Le terme équiprobable signifie que les résultats d'une expérience ont tous la méme probabilité de se produire.
Par exemple, si on tire a pile ou face avec une piece de monnaie, il est tout aussi probable d'obtenir pile (P)
que face (F). On peut donc compter le nombre de résultats pour I'événement A = obtenir une fois face, et le
diviser par le nombre total de résultats dans I'espace échantillon. Si on lance deux piéces, I'espace échantillon est

{PP, PF, FP, FF}. Deux résultats répondent a cette condition, soient {PF, FP}, donc P(A) = i =0,5.

Ce texte utilisera la convention de notation selon laquelle un P majuscule suivi d'une expression ou d'une phrase
entre crochets signifie « la probabilité » de cette expression. P(A) est donc la probabilité du résultat A.

A long terme, la fréquence relative du tirage & pile ou face s'approchera de la probabilité théorique de 0,5.
Comme il n'y a que deux résultats possibles, cette probabilité empirique de succés, en tant que fréquence relative
expérimentale, convergera vers la probabilité théorique. La loi des grands nombres dit qu’a mesure que le
nombre d'essais augmente, les valeurs de I'échantillon tendent a converger vers le résultat attendu. Autrement
dit, la proportion de faces dans un « grand » nombre de tirages a pile ou face « devrait étre » d'environ 0,5. Plus
précisément, la proportion de faces apres n lancés convergera vers 0,5 quand n tend vers l'infini. Méme si les
résultats ne suivent pas de modele prédéterminé, dans I'ensemble, la fréquence relative observée a long terme
s'approchera de la probabilité théorique.
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3.1.2 Probabilité et indépendance des événements
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PROBABILITE D'EVENEMENTS ALEATOIRES

L'objectif de la théorie des probabilité est d'attribuer un nombre entre 0 et 1 pour mesurer la probabilité d'un
événement aléatoire. Par exemple, si I'expérience consiste a tirer a pile ou face, on peut considérer 'événement
A comme le fait d'obtenir au maximum une fois face. La probabilité de I'événement A4 s'écrit F(.A) et correspond
a un nombre compris entre zéro et un (inclusivement) qui décrit la proportion de fois ou I'on s'attend a ce que
I'événement se produise sur le long terme. P(A) = 0 signifie que I'événement A ne peut jamais se produire. P(A) = 1
signifie que I'événement A se produit toujours. P(A) = 0.5 signifie que I'événement A a la méme probabilité de se
produire ou de ne pas se produire. Par exemple, si vous tirez a pile ou face de maniére répétée (20, 2 000 ou
20 000 fois), la fréquence relative de faces tends vers 0,5 (soit la probabilité d'obtenir face).

Passons en revue les axiomes de probabilité qui serviront a construire les régles de probabilité que nous
utiliserons dans ce cours:

Un systéme de probabilités est une affectation de nombres (probabilités) (A4}, a des événements 4
de telle sorte que :

. Pour chaque événement 4, F(.A) est un nombre réel non négatif compris entre 0 et 1
inclusivement. Autrement dit, 0 < P(A) < 1.

0 La probabilité de I'espace échantillon § est de 1 et |la probabilité de I'ensemble vide est de 0.
Autrement dit, P(S) = 1 et P(J) = 0.

. Les probabilités sont dénombrablement additives pour des événements disjoints. Autrement

dit, P (Dq) ip{ﬂ,,)
n=1 n=1

PROBABILITE CONDITIONNELLE ET INDEPENDANCE DES EVENEMENTS

L'idée d'attribuer des probabilités a un événement en fonction de la valeur d'un autre événement est un concept
essentiel pour comprendre pour les statistiques. Attribution conditionnelle de probabilités d'événements :
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Pour I'événement A et I'événement B, si I'événement B a une probabilité non nulle, la probabilité
conditionnelle de A étant donné B est

P(AN B)

. P(A|B) B)

« P{A|B) » signifie « probabilité de A, étant donné B ».

Souvent, 'événement A et I'événement B sont dépendants, ce qui veut dire que les probabilités conditionnelles
s'appliquent et que les valeurs numériques de P(A|B) et P(A) sont différentes. Concrétement, cela signifie qu'on
peut changer la probabilité de A si on sait que B s'est produit. Dans les cas ou il n'y a pas de différence, on parle
d'indépendance.

Deux événements 4 et B sont indépendants si le fait de savoir que l'un s'est produit n'affecte pas les chances
que l'autre se produise. Par exemple, les résultats de deux lancers d'un dé standard sont des événements
indépendants. Le résultat du premier jet ne modifie pas la probabilité du résultat du deuxiéme jet. Deux
événements sont indépendants si l'un des éléments suivants est vrai :

Si A et B sont des événements avec une probabilité non-nulle dans I'espace échantillon S, et qu'ils sont
indépendants, les identités suivantes s'appliquent :

. P(AN B) = P(A)P(B).
. P(A|B) = P(A).
. P(B|A) = P(B).

Les probabilités des événements obéissent a des régles qui découlent de lapplication des axiomes des
probabilités et de I'application de I'indépendance, et peuvent étre illustrées comme suit :

Pour A et B des événements dans un espace échantillon 5:
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. Pour tout événement 4, P(A)=1-P(4).

. La regle additive énonce que pour toute paire d'événements Aet B: P (A ou B) = P (A) + P(B)
- P(AetB)

. Pour des événements disjoints (mutuellement exclusifs) A et B, la régle additive se simplifie :
P(A ou B) = P(A) + P(B)

. La régle de multiplication énonce que pour P(B) > 0, P(A et B) = P(A | B) - P(B).

. Pour des événements indépendants A et B, la régle de multiplication se simplifie : P(A et B) =
P(A) - P(B).

On peut maintenant étendre la définition de lindépendance a lindépendance mutuelle de plusieurs
événements. L'indépendance de plus de deux événements élargit la notion d'indépendance : le fait de savoir
quelque chose sur certains de ces événements ne donne aucune information probabiliste sur les autres.
L'indépendance mutuelle s'étend a toutes les collections d'événements dans l'espace échantillon. La notion
d'indépendance mutuelle sera trés importante pour l'attribution de probabilités aux événements des expériences
aléatoires.

Les événements Ay, Ads,...,.4, © 5 sont mutuellement indépendants si pour tout sous-ensemble
.-"1.|'| 3 1r-|.l‘4.jL o

. P(Ay NAy NN Ay) = P(A;) - P(Ay) -...- P(A;,)

ECHANTILLONNAGE ALEATOIRE ET INDEPENDANCE

L'échantillonnage peut étre effectué avec remplacement ou sans remplacement.

+ Avec remplacement : Chaque membre d'une population est remplacé aprés avoir été sélectionné, et il
a la possibilité d'étre sélectionné plus d’'une fois. Lorsque I'échantillonnage est effectué avec
remplacement, les événements sont considérés comme indépendants, ce qui signifie que le résultat de
la premiere sélection ne modifiera pas les probabilités de la deuxiéme sélection.
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+ Sans remplacement : Lorsque I'échantillonnage est effectué sans remplacement, chague membre
d’'une population ne peut étre sélectionné qu'une seule fois. Dans ce cas, les probabilités de la deuxieme
sélection sont affectées par le résultat de la premiére sélection. Les événements sont considérés comme
dépendants (ou non indépendants).

Soit un jeu de 52 cartes bien mélangées. Il se compose de quatre couleurs : le tréfle, le carreau, le cceur et le pique.
Chaque couleur comporte 13 cartes :1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, . (valet), &} (dame), K (roi) de cette couleur.

1.

Echantillonnage avec remplacement :Supposons qu'on sélectionne trois cartes avec remplacement. La
premiere carte choisie sur les 52 cartes est la £} de pique. On remet la carte, on mélange le paquet et on pige
une deuxiéme carte du jeu de 52 cartes. Il s'agit du 10 de tréfle. On remet la carte, on mélange le paquet et on
pige une troisiéme carte du jeu de 52 cartes. Cette fois, la carte est a nouveau la ¢} de pique. Les sélections sont
{€) de pique, 10 de tréfle, £} de pique}. La £} de pique a été pigée deux fois. Chaque sélection est faite parmi le
jeu complet (52 cartes).

Echantillonnage sans remplacement :Supposons qu’on sélectionne trois cartes sans remplacement. La
premiére carte choisie sur les 52 cartes est le i de coeur. On met cette carte de c6té, puis on choisit une
deuxiéme carte parmi les 5] cartes restantes du jeu. Il s'agit du 3 de carreau. On met cette carte de c6té, puis on
choisit une troisiéme carte parmi dans les 5{) cartes restantes du jeu. La troisieme carte est un .J de pique. Les
sélections sont { J{ de cceur, 3 de carreau, .J de pique}. Comme les cartes ont été pigées sans remplacement, on
ne peut pas piger deux fois la méme carte.
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3.1.3 Variables aléeatoires et distributions de probabilités
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CARACTERE ALEATOIRE ET VARIATION

Nous avons vu que la nature aléatoire représente I'élément fondamental du hasard, comme dans le cas du
jeu de pile ou face, mais elle peut également représenter lincertitude, comme dans le cas d'une erreur de
mesure. Apres avoir introduit le concept d'événements et d'expériences aléatoires dans le chapitre précédent,
considérons maintenant qu'une expérience consiste a prendre une mesure numérique issue d'une expérience
dingénierie. Les données de mesures comportent généralement une part de hasard et sont soumises a des
influences fortuites. Dans I'échantillonnage statistique et les études de fréquence, le hasard est introduit par
les techniques d'échantillonnage. Le hasard est également introduit par l'erreur de mesure. |l peut y avoir
d'autres sources de hasard, dont les nombreuses petites causes non identifiées qui influent sur la mesure du
phénoméne aléatoire. Dans les contextes analytiques, les changements dans les conditions du systéme font varier
les réponses mesurées, ce qui est le plus souvent attribué au hasard.

Quel que soit le soin apporté a la conception et a la réalisation d'une expérience, des variations se produisent
souvent en raison de ces phénomeénes fortuits. L'objectif est donc de comprendre, de quantifier et de modéliser
la variation, puis de I'exploiter dans nos analyses afin de tirer des conclusions basées sur les données qui restent
valides malgré cette variation.

VARIABLES ALEATOIRES ET DISTRIBUTION DES PROBABILITES

Une variable aléatoire est une formalisation mathématique, ou fonction, d'un événement qui dépend d'une
expérience aléatoire sous-jacente. |l s'agit d'une variable associée a une variable réelle qui attribue une valeur
numérique a chaque résultat possible de I'expérience.

Dans la plupart des cas, une variable aléatoire X est une fonction faisant correspondre un espace
échantillon (un espace de mesure de la probabilité) a des nombres réels (un espace mesurable) :
A:8§ R

Ainsi, il est possible de créer la distribution mathématique d'une variable aléatoire conforme aux axiomes de
probabilité. Cette distribution fournit la mesure de probabilité [0, 1] € |2 associée a chacune des valeurs possibles
de la variable aléatoire. Les variable aléatoires sont exprimées sous la forme de lettres latines majuscules,
souvent celles de la fin de l'alphabet, comme X, ¥, Z, T

Pour I'exemple simple de pile ou face, on utilise une fonction qui fait correspondre aux valeurs de l'espace
échantillon de § = { H, T'} une valeur mesurable de I'espace { —1,1}, ou 1 correspond a P et -1 correspond a F, en
utilisant la variable aléatoire X pour représenter la mesure aléatoire de I'expérience.

Une fois défini I'espace échantillon de 5 par la variable aléatoire correspondante X, il est désormais possible
de se poser la question ; « Quelle est la probabilité que la valeur de X soit égale a +1? ». C'est la probabilité de
'événement = f = = +1, qu'on note (X = 1).

Consigner toutes les probabilités des sorties d'une variable aléatoire X permet d'obtenir la distribution de
probabilité de X. Une distribution de probabilité est la fonction mathématique qui définit les probabilités que
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I'événement (le sous-ensemble défini de I'espace échantillon) se produise. Elle définit donc I'expérience aléatoire
en termes de I'événement.

Sample Space Random Variable Probability

Heads

Bils

Domain of random variable
uolpunjssew Ailjigeqoud Jo abuey

Range of random variable
Domain of probability mass function

Figure 3.1.3.1. Une variable aléatoire est une fonction qui relie tous les résultats possibles d’'une expérience aléatoire a des valeurs
réelles. Cette figure montre comment le résultat d’un tirage & pile ou face est représenté sous la forme d'une variable aléatoire
discrete utilisée pour définir une fonction de masse de probabilité.

Pour l'exemple du pile ou face, si X est la variable aléatoire utilisée pour définir le résultat aléatoire de
I'expérience, la distribution de probabilité de X prend alors la valeur 0,5 (ou 1/2) pour X = Pile, et 0,5 pour X
= Face.

Principaux points a retenir

Révision des termes relatifs aux variables aléatoires et aux distributions de probabilités :

«  Variable aléatoire : a partir de valeurs d'un espace échantillon, attribue des probabilités en fonction de la
probabilité de I'événement expérimental.
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. Evénement : ensemble des valeurs possibles (résultats) d’'une variable aléatoire qui se produit avec une
certaine probabilité,

. Distribution de probabilité : fonction qui fournit la probabilité d'occurrence des événements pour
I'expérience, ou P(X & E) pour un événement.
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3.1.4 Fonctions de distribution cumulative
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FONCTION DE DISTRIBUTION CUMULATIVE

Les distributions de probabilité peuvent étre définies de différentes maniéres selon la description de la variable
aléatoire utilisée, mais elles peuvent toujours étre définies par une fonction de distribution cumulative (FDC; aussi
appelée « fonction de répartition »). Cette fonction décrit la probabilité que la variable aléatoire ne dépasse pas
une valeur donnée - autrement dit, P{X < x).

Chaque distribution de probabilité reposant sur des valeurs réelles est définie par une fonction continue a
droite et non décroissante F: & — [0, 1] telle que lim F(z) =0 et lim F(z) =1 Toute fonction possédant ces
quatre propriétés est une FDC : pour chaque fonction de ce type, on peut définir une variable aléatoire qui a cette
fonction pour fonction de distribution cumulative.

Définition 3.1.4.1. Fonction de distribution cumulative (FDC)

La fonction de probabilité cumulative d'une variable aléatoire X est une fonction F(x) qui, pour chaque
nombre X, donne la probabilité que X prenne cette valeur ou une valeur plus petite. Symboliquement :

F(z) = PIX < x|
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3.1.5 Variables aléatoires discretes et variables aléatoires
continues
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Nous avons déja fait la distinction entre les données discrétes et continues au module 1, lorsque nous avons
exploré les données et les statistiques descriptives. Cette terminologie s'applique au contexte actuel et inspire
deux autres définitions.

Il existe deux types de variables aléatoires :
. Une variable aléatoire discréte est une variable qui ne peut prendre que certaines valeurs
isolées (plutdét qu’'un continuum de valeurs).

. Une variable aléatoire continue est une variable qui peut étre idéalisée comme pouvant
prendre n'importe laquelle des valeurs d'un intervalle continu.

Les variables aléatoires qui sont essentiellement des variables de dénombrement relévent clairement de la
premiére définition et sont discrétes. On pourrait soutenir que toutes les variables de mesure sont discretes,
puisque toutes les mesures sont effectuées « a l'unité pres », mais pour des raisons pratiques, nous continuerons
a utiliser les définitions des types de données et traiterons les valeurs numériques comme des valeurs continues.
Nous étudierons les distributions de probabilités continues dans le module suivant.

Rappelez-vous que nous utilisons la convention de notation selon laquelle un P majuscule suivi d'une expression
ou d’'une phrase entre crochets signifie « la probabilité » de cette expression. Dans cette notation, une fonction
de probabilité pour X, le résultat d'un tirage a pile ou face, qui, selon notre définition, est une variable aléatoire
discrete, est une fonction f telle que

f(x) = PIX=x]

Autrement dit, « f (x) est la probabilité que (la variable aléatoire) X prend la valeur x », soit = 0,5 dans le cas ou
x = Pile ou x = Face.
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3.1.6 Synthese des modeles de probabilite
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MODELES DE PROBABILITES

Comme nous l'avons vu précédemment, les variables aléatoires constituent un outil fondamental pour quantifier
et gérer l'incertitude inhérente a divers processus et expériences. Les probabilités d'une variable aléatoire sont
généralement déterminées a partir d'un modéle qui décrit I'expérience aléatoire. Les concepts-clé a comprendre
sont I'espérance mathématique, la variance et l'écart-type, qui représentent respectivement le résultat moyen, la
variation et la mesure de dispersion des valeurs potentielles d'une variable aléatoire. Ces parameétres forment la
distribution de probabilité d'une variable aléatoire et constituent une description des probabilités associées aux
valeurs possibles de la variable aléatoire. Ces distributions de probabilités sont essentielles en ingénierie pour
modéliser, prédire et contrbler le comportement des systémes, ce qui permet de prendre des décisions éclairées
dans des conditions d'incertitude et de risque.

Principaux points a retenir

La distribution de probabilité d'une variable aléatoire est une description des probabilités associées aux valeurs
possibles de cette variable aléatoire.

Une distribution de probabilité est une description mathématique des probabilités d'événements (les sous-
ensembles de résultats possibles de I'expérience). En termes simples, une fonction de distribution de probabilité
est un modéle théorique qu'on essaie de définir pour trouver la meilleure estimation des probabilités.

Principaux points a retenir

. Les distributions de probabilité sont des outils ou des modéles théoriques qui facilitent la résolution des
problémes de probabilité.

Ces distributions de probabilités sont des outils ou des modeéles théoriques qui facilitent la résolution des
probléemes de probabilités. Chaque distribution a ses propres suppositions, caractéristiques et parametres.
Apprendre a les reconnaitre permet de distinguer les différentes distributions et de choisir le meilleur modeéle
a utiliser. En reconnaissant la distribution de probabilité d'une variable aléatoire identifiée, il est possible de
caractériser et d'exploiter le hasard et la variabilité afin de déterminer la probabilité que tel ou tel événement se
produise. Ces outils permettent d'évaluer au mieux les résultats expérimentaux futurs et inconnus en choisissant
I'événement le plus probable. Cette « meilleure estimation » permet a son tour de formuler des prédictions
basées sur le choix d'un modeéle et I'analyse d'un échantillon de données.
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3.2.0 Introduction aux distributions de probabilités
discretes
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Figure 3.2.0.1. Siméon Poisson : Francois-Séraphin Delpech, domaine public, via Wikimedia Commons https://upload.wikimedia.org/
wikipedia/commons/0/0d/Sim%C3%A9onDenisPoisson.jpg. Ladislaus von Bortkiewicz, Das Gesetz der kleinen Zahlen [The law of
small numbers] (Leipzig, Allemagne : B.G. Teubner, 1898). Bortkiewicz présente la distribution de Poisson, p. 23-2

La distribution de Poisson, qui doit son nom au mathématicien frangais Siméon Denis Poisson (1781-1840; figure
3.2.0.1), est une distribution de probabilité discréte qui exprime la probabilité gu'un nombre donné d’événements
se produisent dans un intervalle de temps ou d'espace fixe, en supposant que ces événements se produisent
avec un taux moyen constant connu et indépendamment du temps écoulé depuis le dernier événement. Une
application historique céleébre de la distribution de Poisson est son utilisation pour analyser I'incidence des décés
dus aux coups de sabot dans la cavalerie prussienne. Cet exemple est souvent cité pour illustrer la puissance et
I'utilité de la distribution de Poisson dans la modélisation d'événements rares et aléatoires dans divers domaines.
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Pour voir comment la distribution de Poisson a été utilisée afin de modéliser la mortalité due aux
coups de sabot dans la cavalerie prussienne, consulter l'activité Jupyter Notebook sur GitHub : Poisson

Distribution and the Prussian Cavalry.

VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES

Comme nous l'avons vu, pour une variable aléatoire discrete, il suffit de spécifier une fonction de masse de
probabilité attribuant une probabilité a chaque résultat ou événement possible. Pour la fonction de masse de
probabilité, on définit une fonction de distribution cumulative évaluant la probabilité que la variable aléatoire
prenne une valeur inférieure ou égale a une valeur donnée.

Principaux points a retenir

+  Pour les variables aléatoires discrétes, une fonction de masse de probabilité définit la probabilité d'un
événement a partir d'une expérience aléatoire.

Ces distributions de probabilités sont des outils ou des modeéles théoriques qui facilitent la résolution des
probléemes de probabilités. Chaque distribution a ses propres suppositions, caractéristiques et parametres.
Apprendre a les reconnaitre permet de distinguer les différentes distributions et de choisir le meilleur modéle
a utiliser. Parmi les fonctions de probabilité discrétes les plus courantes, citons les fonctions binomiale,
géométrique, hypergéométrique et de Poisson.

Obijectifs d'apprentissage

Obijectifs d'apprentissage du module 3.2 :

. Reconnaitre les variables aléatoires discretes et les appliquer aux probabilités empiriques et théoriques.
. Reconnaitre et comprendre les fonctions de distribution de probabilité discréetes et leurs suppositions.

«  Calculer et interpréter I'espérance mathématique et les parameétres de distribution de la fonction de masse
de probabilité.

+  Comprendre la fonction de distribution cumulative et 'appliquer aux calculs.
. Reconnaitre la distribution de probabilité binomiale et I'appliquer de maniére appropriée.

. Reconnaitre la distribution de probabilité de Poisson et I'appliquer de maniéere appropriée.



https://github.com/Statistcial-Methods-for-Engineering/Intro-Stats-Methods-BioMed-Eng/blob/main/Tutorial_03_Probability%26DiscreteProbabilityDistirbutions/EnrichmentDiscreteProbibilityDistributions/Poisson/PoissonKickingDiscreteProbabilityDistribution.ipynb
https://github.com/Statistcial-Methods-for-Engineering/Intro-Stats-Methods-BioMed-Eng/blob/main/Tutorial_03_Probability%26DiscreteProbabilityDistirbutions/EnrichmentDiscreteProbibilityDistributions/Poisson/PoissonKickingDiscreteProbabilityDistribution.ipynb
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. Reconnaitre la distribution géométrique des probabilités et 'appliquer de maniére appropriée.

. Reconnaitre la distribution de probabilité hypergéométrique et I'appliquer de maniére appropriée.
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3.2.1 Fonction de masse de probabilité d’une variable
aléatoire discrete
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VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE

Revoyons la définition d'une variable aléatoire discréte vue au module précédent :

Une variable aléatoire discrete est une variable qui ne peut prendre que certaines valeurs isolées (plutot
qu’un continuum de valeurs).

En outre, une variable aléatoire est imprévisible, et sa valeur n'est pas connue avant une expérience aléatoire. Par
conséquent, décrire ou modéliser la variable aléatoire consiste a énumérer toutes les valeurs potentielles et les
probabilités qui leur sont associées.

DEFINITION 3.2.1.1. Distribution de probabilité

La spécification d'une distribution de probabilités d'une variable aléatoire consiste a donner I'ensemble
des valeurs possibles et a, d'une maniére ou d'une autre, attribuer de maniére cohérente des chiffres
compris entre 0 et 1 - appelés probabilités - qui correspondent a la probabilité que
telle ou telle valeur se réalise.

L'outil le plus souvent utilisé pour décrire une distribution de probabilité discrete est la fonction de masse de
probabilité.

DEFINITION 3.2.1.2. Fonction de masse de probabilité
La fonction de probabilité d'une variable aléatoire discréete X pouvant prendre les valeurs &1,¥a,..., est
une fonction non-négative f(x) telle que f (#;) donne la probabilité que X prenne la valeur ;.

Rappel : P(X) ou P[X] signifie «la probabilité de [I'expression ou la phrase X] ». Par conséquent, la fonction de
probabilité (fonction de masse de probabilité) de X est la fonction f telle que :
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fix) = PIX =x]

Autrement dit, « f(x) est la probabilité que (la variable aléatoire) X prenne la valeur x. »

Exemple 3.2.1.1. Retour sur le couple des boulons

Variable aléatoire de I'exigence de couple — - . .
. . Distrbution de la fréquence relative pour le couple mesure
Reprenons I'exemple du chapitre 2, ou Brenny, i e

Christensen et Schneider ont mesuré le couples des

boulons de la plaque avant d'un composant d'équipement 2, Cougle (g b} s i s e ol

lourd. 11 1 1/34 = 0,02941
Soit # le prochain couple mesuré pour le boulon 3 12 | 1/34 == 0,0294]
(arrondi & l'entier le plus proche), que nous traiterons 13 1 1/34 ~ 0,0294]
comme une variable aléatoire discréte. Il faut maintenant 14 2 2/34 = 0,05882
trouver une fonction de probabilité plausible pour Z. Les 15 9 9/34 = 0,26471
fréquences relatives des mesures de couple enregistrées ]ﬂ 3 3'“’_’4 ~ 0,08824
sur le boulon3 permettent d'établir la distribution des L i_l 2 i ﬂ’”ThS
) Lo 18 7 7/34 = 0,20588
fréquences relative : : :
19 5 5/34 = 0,14706
20 1 1/34 == 002941
Ce tableau montre, par i —
Fonction de probabilité 14 1
exemple, que pendant Ila pour Z

période de collecte des

données, environ 15% des Couple  Probabilit¢  7ablequ 3.2.1.1.

couples mesurés étaient de L2 /(@)
19 pi Ib. S'il est raisonnable de 11 0.03
croire que le systéme qui a 12 0,03
produit les données de ce 13 0.03
tableau produira le couple du 14 0.06
prochain boulon 3, il est alors 15 0.26
logique d’établir la fonction de 16 0.09
probabilité dez selon les i 0
fréquences relatives de ce 5 .20

19 0,15
tableau. 20 0.03

Autrement dit, on peut .

utiliser la distribution de Tableau 3.2.1.2.

probabilité spécifiée dans le

prochain tableau. (En passant

des fréquences relatives du premier tableau aux valeurs proposées pour f(z) dans le second tableau, les chiffres ont été
arrondis de maniére Iégérement arbitraire pour que les valeurs de probabilité soient exprimées avec deux décimales et
que leur total soit d'exactement 1,00.)
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Distribution de masse de probabilité d’'une valeur donnée sélectionnée aléatoirement dans une population

L'adéquation de la fonction de probabilité du tableau ci-dessus pour décrire Z dépend essentiellement de la
stabilité physique du processus de serrage des boulons. Mais il y a une deuxiéme facon dont les fréquences
relatives peuvent devenir des choix évidents pour les probabilités. Par exemple, considérons les 34 couples du
tableau 3.2.1.1 comme une population, dans laquelle n = 1 élément doit étre échantillonné de maniere aléatoire,
et soit ¥ la valeur de couple sélectionnée.

Dans ce cas, la fonction de probabilité du tableau 3.2.1.2 est également approximativement appropriée pour
Y. Ce point n'est pas aussi important dans cet exemple spécifique qu'il I'est en général : lorsqu'il faut choisir une
valeur hasard dans une population, une distribution de probabilité appropriée est une distribution équivalente a
la distribution de fréquence relative de la population.

Principaux points a retenir

La distribution de probabilité d'une variable aléatoire répertorie toutes les valeurs possible de la variable aléatoire et
la probabilité que la variable prenne chaque valeur. Elle décrit la maniére dont les probabilités sont distribuées sur les
valeurs de la variable aléatoire. S'il faut choisir une valeur au hasard dans une population, une distribution de probabilité
appropriée est une distribution équivalente a la distribution de fréquence relative de la population.

Propriétés des fonctions de probabilité mathématiquement valides

La fonction de probabilité présentée dans le tableau 3.2.1.2 possede deux propriétés nécessaires a la cohérence
mathématique d'une distribution de probabilité discréte. Les valeurs de f(z) sont toutes comprises dans
Iintervalle [0, 1], et leur somme est égale a 1. Les probabilités négatives ou supérieures a 1 n'auraient aucun
sens, étant donné qu'une probabilité de 1 indique une certitude d'occurrence, et une probabilité de 0 indique
une impossibilité. Ainsi, selon le modeéle du tableau 3.2.1.2, puisque la somme des valeurs de f(z) est égale a 1,
'occurrence de I'une des valeurs {11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20} ft Ib est certaine.

Une fonction de probabilité f(x) donne la probabilité d'occurrence de chacune des valeurs. Si on veut trouver
la probabilité que X prenne n'importe laquelle des valeurs dans un sous-ensemble de ses valeurs possibles, on
additionne les probabilités des valeurs du sous-ensemble.

Exemple 3.2.1.2. Retour sur le couple des boulons (suite)

Reprenons la fonction f(z) définie dans le tableau 3.2.1.2 pour trouver
P[Z > 17] = P [le couple suivant dépasse 17]
La somme des entrées de f (z) correspondant aux valeurs possibles supérieures a 17 ft Ib donne
P[Z > 17] =f(18) + f(19) + f(20) = 0,20 + 0,15 + 0,03 = 0,38
La probabilité que le couple suivant soit supérieur a 17 ft Ib est d'environ 38%.
Si, par exemple, les spécifications indiquent que le couple doit étre compris entre 16 et 21 ft Ib, la probabilité que le
prochain couple mesuré soit conforme est :
P[16 <Z <21]1=f(16) + f(17) + f(18) + f(19) + f(20) + f(21)
=0,09+0,12+0,20 + 0,15 + 0,03 + 0,00
=0,59
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Dans I'exemple de la mesure du couple, la fonction de probabilité est donnée sous forme de tableau. Dans
d'autres cas, il est possible de trouver une équation pour f(x).

Exemple 3.2.1.3. Numéro de série d'outil aléatoire

La derniére étape du processus d'assemblage des outils pneumatiques étudié par Kraber, Rucker et Williams consistait
a apposer une plaque de numéro de série sur l'outil terminé. Imaginez que vous vous rendiez a la fin de la chaine de
montage a 9 h 00 lundi prochain et que vous observiez le premier numéro de série apposé apres 9 h 00.

Soit

W = le dernier chiffre du numéro de série observé

Supposons que les numéros de série des outils commencent par un code spécifique au modéle d'outil et se terminent
par des numéros consécutifs reflétant le nombre d'outils du modéle en question qui ont été produits. La symétrie de
cette situation suggere que les valeurs de W (w = 0, 1,...,9) sont équiprobables. Autrement dit, une fonction de probabilité
plausible pour W prend la forme suivante :

_ 0,1 pourw =10,1,2,...,9
f(w) {D sinon
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3.2.2 Fonction de distribution cumulative
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FONCTION DE DISTRIBUTION CUMULATIVE

Il existe une autre facon de spécifier une distribution de probabilité discrete: la fonction de distribution
cumulative (FDC, aussi appelée fonction de probabilité cumulative).

Rappelez-vous la définition d'une FDC.

Flz)=P|X <z

Puisque (pour les distributions discrétes) les probabilités sont calculées en additionnant les valeurs de f(x), pour
une distribution discrete,

DEFINITION 3.2.2.1. Fonction de distribution cumulative d’'une variable discréte X
F(x)=\sum_{z \leq x}*{ } f(z)

La somme est calculée sur les valeurs possibles inférieures ou égales a x. Dans ce cas discret, le graphique de
F(x) sera un diagramme en marches d'escalier avec des sauts situés aux valeurs possibles et de taille égale aux
probabilités associées a ces valeurs.

Exemple 3.2.2.1. Retour sur le couple des boulons

Suite de 'exemple des variables de couple de la section 3.2.1

Les valeurs de la fonction de probabilité et de la fonction de probabilité cumulative pour la variable de couple Z sont
indiquées dans le tableau 3.2.1.1. Les valeurs de F(z) pour d'autres z sont également faciles a obtenir. Par exemple,

F(10,7)=P[Z2<10,71=0
F(16,3) = P|Z < 16,3| = P[Z < 16| = F(16) = 0,50
F(32) = P|Z < 32| = 1.00

La figure 3.2.2.1 présente un diagramme de la fonction de probabilité cumulative de Z. On y voit la forme en escalier

caractéristique des fonctions de probabilité cumulative des distributions discrétes.
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Valeurs de la fonction de probabilité et de la fenction de
probabilité cumulative pour &

zeouple el =F[E=2] Fiz) = P[Z = 5]

11 0.03 0.03
12 0,03 0.06
13 0,03 0,09
14 0.06 0.15
15 0.26 0.41
16 0,09 0.50
17 0,12 0,62
18 0.20 0.82
12 0.13 0,97
20 0,03 1,00

Tableau 3.2.2.1. Valeurs de la fonction de probabilité et de la
fonction de probabilité cumulative de Z

} Fiz)
10 | ——

03 &

by

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Figure 3.2.2.1. Graphique de la fonction de probabilité de Z.

Les informations sur une distribution discréte véhiculée par sa fonction de probabilité cumulative sont
équivalentes a celles véhiculées par la fonction de probabilité correspondante. La version cumulative est parfois
préférable pour les tableaux, parce que les problémes d’arrondis sont plus graves lorsqu’on additionne plusieurs
termes f(x) que lorsqu'on prend la différence de deux valeurs de F(x) pour obtenir une probabilité associée a une
séquence consécutive de valeurs possibles, et parce qu'elle est plus facile a comprendre.
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3.2.3 Probabilité exprimée avec deux décimales
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EXPRESSION DES PROBABILITES

Les probabilités sont généralement exprimées avec deux décimales, comme dans le tableau 3.2.1.2. On peut les
calculer a beaucoup plus de décimales, mais les probabilités finales ne sont généralement indiquées qu'avec deux
décimales. En effet, les chiffres exprimés a plus de deux décimales ont tendance a paraitre trop impressionnants
et a étre pris trop au sérieux par les non-initiés. Prenons I'exemple de la déclaration suivante: « Il y a une
probabilité de 0,097328 pour que le moteur d'appoint tombe en panne » lors du lancement d’'un missile donné.
Cette valeur peut représenter le résultat de manipulations mathématiques trés minutieuses et étre correcte a six
décimales prés dans le contexte du modéle mathématique utilisé pour l'obtenir. Mais il est peu probable que le
modeéle utilisé soit une description suffisamment correcte de la réalité physique pour justifier une telle précision
apparente. La précision a deux décimales est a peu prés ce qui est justifié dans la plupart des applications
techniques des probabilités simples.
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3.2.4 Moyenne ou espérance mathématique et écart-type
de distributions de probabilités discretes
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DISCRETES

RESUME DES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES DISCRETES

Presque tous les outils utilisés pour décrire les distributions de fréquences relatives (empiriques) dans les
modules 1 et 2 sur I'exploration, la synthése et la visualisation des données ont des versions qui peuvent décrire
des distributions (théoriques) de probabilités.

Pour une variable aléatoire discrete dont les valeurs possibles sont espacées également, I'histogramme de
probabilité donne une image de la forme de la distribution de la variable. On produit cet histogramme en centrant
une barre de hauteur f(x) sur chaque x possible. Les histogrammes de probabilité des variables aléatoires Z et W
dans les exemples 3.2.1 sont illustrés a la figure 3B.4.1. L'interprétation de ces histogrammes de probabilité est
similaire a celle des histogrammes de fréquence relative, a ceci prés que l'aire représente la probabilité (théorique)
au lieu des fractions (empiriques) d'ensembles de données.

Distribution de probabilité pour £ Distribution de probabilité pour
L ) | flw)

02

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 =

Figure 3.2.4.1. Histogrammes de probabilité pour Z et W (exemples 3.2.1.1 et 3.2.1.2)

Il est utile d'avoir une notion de valeur moyenne pour une variable aléatoire discréte (ou sa distribution de
probabilité).

DEFINITION 3.2.4.1. Moyenne d'une variable aléatoire discréte
La moyenne ou espérance mathématique d’'une variable aléatoire discrete X (parfois appelée moyenne
de sa distribution de probabilité) est

EX=) zf(z)

E(X) correspond a « I'espérance mathématique de X », qu'on note parfois p.
Rappelez-vous que p représente a la fois la moyenne d'une population et la moyenne d'une distribution
de probabilité, comme nous I'avons vu avec les distributions empiriques.

Exemple 3.2.4.1. Exemple du couple des boulons (suite)
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En reprenant I'exemple des couples de serrage des boulons, I'espérance mathématique (ou moyenne théorique) du
prochain couple est :

EZ = zf(2)

=11(0,03) + 12(0,03) + 13(0,03) + 14(0,06) + 15(0,26) + 16(0,09) + 17(0,12) + 18(0,20) + 19(0,15) + 20(0,03)

=16,35ftlb

Cette valeur est essentiellement la moyenne arithmétique des couples de serrage du boulon 3 énumérés
précédemment. Ce type d'accord motive l'utilisation du symbole p, vu pour la premiére fois dans le module 2, comme
synonyme de E(2).

On peut interpréter la moyenne d'une distribution de probabilité discréete comme étant le point d'équilibre de
la distribution, comme on l'avait fait pour la moyenne arithmétique d'un ensemble de données. Si on place des
masses (ponctuelles) de valeur f(x) en des points x le long d'une droite des nombres, E(X) est le centre de masse
de cette distribution.

Exemple 3.2.4.2. Exemple des numéros de série (suite)

Si on reprend I'exemple du numéro de série et la deuxiéeme partie de la figure 3.2.4.1, pour que linterprétation
de l'espérance mathématique comme point d'équilibre tienne la route, il vaudrait mieux que E(W) soit égal a 4,5.
Heureusement,

E(W) =0(0,1) + 1(0,1) + 2(0,1) +---+8(0,1) + 9(0,1) = 45(0,1) = 4,5

Il était pratique de mesurer la dispersion d'un ensemble de données (ou de sa distribution de fréquence relative) a
I'aide de la variance et de I'écart-type. Il est également utile d'avoir des notions de dispersion pour une distribution
de probabilité discréte.

DEFINITION 3.2.4.2. Variance d’une variable aléatoire discréte X
La variance d'une variable aléatoire discréte X (ou la variance de sa distribution) est :

VarX = ¥ (2 - EX)*f() (: 3 2t f(z) - {EX)“)
L'écart-type de X est /T arX. On utilise souvent la notation 52 a la place de Var(X), et & a la place de

v VarX.

La variance d’'une variable aléatoire est sa distance au carré attendue (ou moyenne) par rapport au centre de sa
distribution de probabilité. L'utilisation de #2 pour représenter a la fois la variance d'une population et la variance
d'une distribution de probabilité est motivée par les mémes raisons que la double utilisation du symbole p.

Exemple 3.2.4.3. Exemple du couple des boulons (suite)



3.2.4 MOYENNE OU ESPERANCE MATHEMATIQUE ET ECART-TYPE DES DISTRIBUTIONS DE PROBABILITES

N 179
DISCRETES

Les calculs nécessaires pour obtenir I'écart type du couple de serrage sont présentés dans le tableau 3.2.4.1. Donc :

o=/ VarfZ) = +/4,6275=215ftlb

A l'exception d’une petite différence due aux arrondissements lors de la création du tableau 3.2.1.2, cet écart-type de la
variable aléatoire Z est numériquement le méme que I'écart-type de la population associé des couples du boulon 3 dans
le tableau 2.1.4.1. (Encore une fois, ceci est cohérent avec I'équivalence entre la distribution de fréquence relative de la
population et la distribution de probabilité de Z).

Calculs de Var(Z)

: fB) E—1635F (=—163521E)

11 003 28,6225 0.83587
12 003 18,0225 05677
13 003 11,2225 03367
14 006 55225 03314
15 026 1,8225 0,4739
16 009 1225 00110
17 012 0.4225 0,0507
18 020 27225 0,5445
19 015 7.0225 1,0334
0 003 13,3225 0,3997
Var(Zk 4.6275

Tableau 3.2.4.1. Calculs de Var(2)

Exemple 3.2.4.4. Exemple des numéros de série (suite)

Pour illustrer 'autre méthode de calcul de la variance donnée dans la définition 3.2.4.2, essayons de calculer la variance
et de I'écart type de la variable numéro de série W. Le tableau 3.2.4.2 indique le calcul de Z w? f(w).
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Calculations for 37w fiw)

ro flw) w:_ﬂw}

1 0.0

1 J

1 A

I A
N 1.6
J 2.5

1

I

I

1

=

36
49
.4
8.1

== = L T L

O

28.5

Tableau 3.2.4.2.

D'ou
Var(Wi= Y " w® f(w) — (BW))* = 28,5 - (4,5)° = 8,25
de sorte que
Varwi= 2,87

En comparant les deux histogrammes de probabilité de la figure précédente, on remarque que la distribution de W
semble plus dispersée que celle de Z. Heureusement, cela se prouve mathématiquement :

VVar(#] = 2,87 > 2,15 = \WZJ5=\sqrt{\operatorname{Var}(Z)} »
title= »\sqrt{\operatorname{Var}(W)}=2,87>2,15=\sqrt{\operatorname{Var}(Z)} » class= »latex mathjax »>
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3.2.5 Distribution binomiale
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Les distributions de probabilités discrétes sont parfois développées a partir de I'expérience passée d'un
phénomeéne physique particulier (comme dans I'exemple 1). Cependant, il est parfois possible de constituer un
ensemble d’hypothéses mathématiques facilement manipulables et susceptibles de décrire une variété de
situations réelles. Lorsqu'il est possible de les manipuler pour obtenir des distributions génériques, ces
distribution peuvent étre utilisées pour modéliser de nombreux phénomeénes aléatoires. L'une de ces
hypothéses est celle d'essais de succes et d’échec indépendants et identiques.
De nombreuses situations d'ingénierie impliquent la répétition du méme scénario « succés-échec », ou :
1. ll'y a une probabilité constante de réussite a chaque répétition du scénario (appelée probabilité p).
2. Les répétitions sont indépendantes en ce sens que la connaissance du résultat de 'une d’entre elles ne
modifie pas la probabilité des autres.
Parmi les exemples de ce type, on peut citer la vérification de conformité d'articles fabriqués consécutivement; le
respect de la limite de vitesse a un poste de contrdle routier; et la mesure du travail de plusieurs personnes dans
deux espaces de configuration différente afin de voir si elles travaillent mieux dans la configuration A ou la
configuration B.
Dans ce contexte, il existe deux types génériques de variables aléatoires pour lesquelles il est facile de dériver
des distributions de probabilité appropriées. Le premier est le cas d'un décompte des répétitions sur les n qui
aboutissent a un résultat de type « succes ». Autrement dit, soit la variable :
X =le nombre de succés dans n essais succes-échec
Variables aléatoires binomiales identiques indépendants <img
src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/
uploads/sites/4171/2024/03/
955a246b99acabb5e7c8a45cef7cc01b.png » alt= »X[\latex] suit une distribution binomiale (n, p) .
DEFINITION 3.2.5.1. Définition de la distribution binomiale La distribution binomiale
Fornula does not parse(n, p)" title="X[\latex] suit une distribution binomiale (n, p) .
DEFINITION 3.2.5.1. Définition de la distribution binomiale La distribution binomiale Fornula does not parse
(n, p)" class="latex mathjax"> est une distribution de probabilité discréte avec une fonction de probabilité
f(z) { mﬁ:’—imprtl—p}“ T opourre =0,1,....n
0 sinon
avec n un entier positif et <img src="https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
75d5ea78867a7472b54c906e926badc2.png" alt="0<p<1" title="0<p.
L'équation 3.2.5.1 est entierement plausible. Elle contient un facteur de p pour chaque essai produisant un
succes et un facteur de (1 — p) pour chaque essai produisant un échec. Le terme n!/z!(n — x)! est un décompte
du nombre de combinaisons dans lesquelles il est possible de voir = succés en n essais. Le nom distribution hi
nomiale trouve son origine dans le fait que les valeurs f(0}, f(1), f(2),..., f(n) sont les termes du
développement de

selon le théoréme binomial.

Prenons le temps de tracer les histogrammes de probabilité de quelques distributions binomiales. De fait, si
<img src="https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
314dc267dffc559dc055d95deb5a1e9b.png" alt="p<0,5" title="p, I'histogramme résultant est asymétrique a
droite. Si P = +50,5" title="p>0,5" class="latex mathjax">, 'histogramme résultant est asymétrique a gauche.
L'asymétrie augmente a mesure que p s'éloigne de 0,5 et diminue a mesure que n augmente. La figure 3.2.5.1
illustre quatre histogrammes de probabilité binomiale.
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Figure 3.2.5.1. Quatre histogrammes de probabilité binomiale

Exemple 3.2.5.1. Distribution binomiale et nombre d'arbres réusinables

Prenons I'exemple d'une étude de performance d'un procédé de tournage d'arbres en acier. Au début de cette étude,
environ 20% des arbres ont été classés comme « réusinables ». Supposons que p = 0,2 soit une probabilité crédible
gu'un arbre soit réusinable. Supposons en outre qu'on inspecte i = 1(} arbres et qu’on s'intéresse a la probabilité qu’au
moins deux d'entre eux soient classifiés comme réusinable.

En adoptant un modeéle d'essais indépendants et identiques de réussite et d'échec pour I'état des arbres,

U = nombre d'arbres réusinables sur un échantillon de 10
est une variable aléatoire binomiale avecy; = 10 et p = 0,2. Donc:
P| au moins deux arbres réusinables | = P[U/ = 2]
= f(2) + f(3) +--- + f(10)

=1- UF['D} + -ﬁl}} \begin{aligned}P[\text
=1—(iﬂﬂmﬁmm”+lﬂmzﬂnmﬂ

oo ' 19! !
= 0,62

{ au moins deux arbres réusinables] } & =P[U \geq 2] \\& =f(2)+f(3)+\cdots+f(10) \\& =1-(f(0)+f(1)) \\& =1-\left(\frac{10 !}{O !
10 13(0,2)M0}(0,8)AM{10 }+\frac{10 I}{1 ! 9 I}0,2)*{1 X0,8){9 Nright) \\&=0,62\end{aligned}
(Ici, nous avons employé une astuce trés utile et couramment utilisée qui consiste a éviter de calculer neuf fois la
fonction de probabilité binomiale en reconnaissant que la somme des f{u}doit étre égale a 1.)
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La probabilité 0,62 est seulement aussi fiable que les hypotheses sous-jacentes. Si le modele d'essais succes/échec
identiques et indépendants ne convient pas pour décrire la réalité physique, la valeur de 0,62 est mathématiquement
correcte, mais elle n'est peut-étre pas représentative de la réalité. Par exemple, disons qu’en raison de l'usure de l'outil, il
est courant de voir 40 arbres conformes aux spécifications, puis 10 arbres réusinables, puis aprés un changement d'outil,
40 arbres conformes aux spécifications, et ainsi de suite. Dans ce cas, la distribution binomiale serait une trés mauvaise
description de la situation de [, et le nombre 0,62 est alors peu pertinent. (L'hypothése de l'indépendance des essais
serait inappropriée dans cette situation.)

Distribution binomiale et échantillonnage aléatoire simple

Il'y a un contexte important dans lequel le modéle d'essais succes/échec indépendants et identiques n'est pas
exactement approprié, mais pour lequel la distribution binomiale peut encore convenir a des fins pratiques : la
description des résultats d'un échantillonnage aléatoire simple a partir d'une population dichotomique.
Supposons une population de taille & qui contient une fraction p d'objets de type A et une fraction (1 — p)
d'objets de type B. Si on sélectionne un échantillon aléatoire simple de n articles, alors la variable

X = the number of type A items in the sample
n'est pas, a strictement parler, une variable aléatoire binomiale.z Mais si i est petit par rapport a v (disons,
moins de 10% ) et que P n'est pas trop extréme (c'est-a-dire, n'est pas proche de 0 ou 1), X suit
approximativement une distribution binomiale (rn, p).

Exemple 3.2.5.2. Echantillonnage aléatoire simple a partir d’'un lot de pastilles d’hexamine

Lors d'une expérience sur une machine a granuler, Greiner, Grimm, Larson et Lukomski ont trouvé une combinaison de
réglages de la machine qui leur a permis de produire 66 pastilles conformes sur un lot de 100 pastilles. Considérons ce lot
de 100 pastilles comme une population d'intérét et sélectionnons un échantillon aléatoire simple de taille 3 = 2.

Si 'on définit la variable aléatoire

V" = nombre de pastilles conformes dans I'échantillon de taille 2
la distribution de probabilité la plus naturelle pour |~ est obtenue comme suit. Les valeurs possibles pour | sont 0,1 et
2.
F(0) =PV =0
=P/ |a premiére pastille sélectionnée
n'est pas conforme et la seconde ne I'est pas non plus |
1(2) =PV =2]
= P| la premiére pastille sélectionnée n'est pas
conforme et la seconde ne I'est pas non plus |

£(1) =1 - (f(0) + f(2))
Ensuite, on fait le raisonnement suivant :« A long terme, la premiére sélection produira une pastille non conforme
environ 34 fois sur 100. Si on considére uniquement les cas ou cela se produit, a long terme, la sélection suivante produira
également une pastille non conforme environ 33 fois sur 99 ». Cela revient a dire que f{0}) vaut

34 33
flo) = 100 99 — 1133
De la méme facon,
66 65
f(2)=—- =.4333

100 99
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et par conséquent
fll)=1- (01133 + 0,4333) = 1 — 0,5467 =0,4533
Manifestement, | ne peut étre considérée comme le résultat d'essais parfaitement indépendants. Par exemple, le fait
de savoir que la premiéere pastille sélectionnée était conforme ferait passer la probabilité que la deuxieme soit également

conforme de % a % Néanmoins, a des fins pratiques, | peut étre considérée comme essentiellement binomiale avec
n = 2 et p = .6i6. Pour s'en convaincre, il suffit de noter que
2
ﬁ[ﬁd}z{.ﬁﬁ]” = .1156 = f(0)
21 .
ﬁ[.dd}‘ (.66)" = .4488 = f(1)
21 ,
El—m[.ﬂal}”(.ﬁﬁ]z = .4356 =~ f(2)

Comme n est petit par rapport a ¥, p et que p n'est pas trop extréme, la distribution binomiale est une description
correcte d’'une variable issue d'un échantillonnage aléatoire simple.

Moyenne et variance d'une distribution binomiale{n., p}

Le calcul de la moyenne et de la variance des variables aléatoires binomiales est vraiment simplifié par le fait que
lorsque les formules présentées dans ce module sont utilisées avec I'expression des probabilités binomiales de
I'équation 3.2.5.1, on obtient des formules simples. Soit X une variable nominale binomiale (n, p}) :

DEFINITION 3.2.5.2. Moyenne d’une distribution binomiale (n,p)

. ﬂ'! £ i—
F=EX=ZD$mP (1-p) = g
F=

De plus,

DEFINITION 3.2.5.3. Variance d’une distribution binomiale (n,p)

o’ = Var X = Zi:(z - ﬂplgx!{%iﬂf{l —p)"" = np(1—p)

Exemple 3.2.5.3. Usinage d'arbres en acier.
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En revenant a l'usinage des arbres en acier, supposons qu'une distribution binomiale avec n = 10 et p = 0,2 décrit
adéquatement la variable
U7 = nombre d'arbres réusinables sur un échantillon de 10
En utilisant les formules 3.2.5.2 et 3.2.5.3,
EfU)= (10)(0,2) = 2 arbres

v Var(U)= ,/10(0,2)( 0,8) = 1,26 arbres




188 C. BASSIM ET BRYAN LEE

3.2.6 Distribution de Poisson

188
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Il est souvent important de noter le nombre total d'occurrences d'un phénomeéne relativement rare dans un
intervalle de temps ou d'espace ou il peut y avoir plusieurs occurrences. Par exemple, une caisse de tuiles de sol
peut présenter un grand nombre d'imperfections; dans un intervalle d'une seconde, il y a potentiellement un
grand nombre de messages qui peuvent arriver dans un centre de référence en vue d'étre réacheminés; un
échantillon de verre de 1 cc contient potentiellement un grand nombre d'imperfections.

Il faut donc des distributions de probabilités pour décrire le décompte aléatoire du nombre d’'occurrences d'un
phénoméne relativement rare dans un intervalle de temps ou d'espace donné. Dans ce genre de situation, la
distribution théorique la plus fréquemment utilisée est de loin la distribution de Poisson.

DEFINITION 3.2.6.1. Distribution de Poisson (.})

La distribution de Poisson (A} est une distribution de probabilité discrete avec la fonction de probabilité

X =0,1,2

flz) = -~ pourz =0,1,2,...
0 sinon

ot A = Uo" title= »\lambda>0" class= »latex mathjax »>.

La forme de I'équation 3.2.6.1 peut sembler un peu rébarbative au premier abord, mais il s'agit d'un modeéle qui a
des origines mathématiques raisonnables, qui est gérable et qui s'est révélé empiriquement utile dans de
nombreux contextes d'« événements rares ». Une facon d'arriver a I'équation (3.2.6.1) est de penser a un trés
grand nombre d'essais indépendants (possibilités d'occurrence), ou la probabilité de succes (occurrence) lors
d'un seul essai est tres faible et ou le produit du nombre d'essais et de la probabilité de succes est x. On obtient

alors la distribution binomiale (-u, —. En fait, si n est grand, la fonction de probabilité binomiale (n., —) se

T TL
rapproche de celle donnée dans la définition 3.2.6.1. On peut donc considérer que la distribution de Poisson
pour les dénombrements résulte d'un mécanisme qui présente de nombreuses possibilités d'occurrences (a trés
faible probabilité) ou de non-occurrences indépendantes dans un intervalle de temps ou d'espace donné.
La distribution de Poisson est asymétrique a droite avec = = (0,1, 2, .. ., et 'histogramme de probabilité atteint un

sommet pres de). La figure 3.2.6.1 présente deux histogrammes de probabilité de Poisson différents.

189
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A f(x)

||
0 1 2 3 4 5 6 7 8

A=30

T I
X

0 1 2 34 5 8 7 8 9§ 1011

Figure 2.3.6.1. Deux histogrammes de probabilité de Poisson.

A est a la fois la moyenne et la variance de la distribution de Poisson (A). Autrement dit, si X suit une distribution
de Poisson (A), alors
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DEFINITION 3.2.6.3. Variance de la distribution de Poisson (A}

] gﬁ_}':'l.r
VarX =) (z— A —— =
=0

x!

La définition 3.2.6.2 est utile pour déterminer quelle distribution de Poisson pourrait étre utile pour décrire une
situation d'« événements rares » donnée.

Exemple 3.2.6.1. Distribution de Poisson et décomptes de particules

En 1910, Rutherford et Geiger ont publié dans le Philosophical Magazine un célebre ensemble de données décrivant le
nombre de particules & émises par une petite barre de polonium et entrant en collision avec un écran placé pres de la
barre au cours de 2 608 périodes de 8 minutes chacune. La distribution des fréquences relatives de Rutherford et Geiger
a une moyenne de 3,87 et une forme remarquablement similaire a celle de la distribution de probabilité de Poisson avec
une moyenne de } = 3.87.

Si on reproduit I'expérience de Rutherford/Geiger, on peu raisonnablement décrire

& = the number of a-particles striking the screen in an additional
S-minute period
par la fonction de probabilité

&l

0 sinon
En utilisant un tel modéle, on obtient (par exemple)
P [au moins 4 particules sont enregistrées]
= P|S > 4]
= f(4) + f(5) + £(6) + ---
1= (f(0) + F(1) + £(2) + £(3))
. (3‘3-“{3.8?}“ e PT(3.87)1 | e*M(387)7 3-3-37{3.37)3)

48T iy a
f(s) = {ﬂ pours = 0,1,2, ..

0! 1! 2! 3!
= 0,54

Exemple 3.2.6.2. Entrées dans la bibliothéque de l'université

Stork, Wohlsdorf et McArthur ont recueilli des données sur le nombre d'étudiant.e.s entrant dans la bibliothéque de I''SU
a différentes périodes au cours d'une semaine. Leurs données indiquent qu'entre 12 h 00 et 12 h 10 du lundi au mercredi,
une moyenne d'environ 125 étudiant.e.s sont entré.e.s. Soit
M = nombre d'étudiants qui entreront dans |a bibliothéque de I'SU entre 12 h 00
et 12 h 01 mardi prochain

Si on utilise une distribution de Poisson pour décrire jf, A semble étre
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B 125 &tudiant.e.s

10 minutes {1 minute ) = 12,5 étudiante.s

Ainsi,
EM)= A = 12,5 étudiante.s
VVarM] = /X = /12,5 = 3,54 étudiante.s
La probabilité que, par exemple, entre 10 et 15 étudiant.e.s (inclusivement) arrivent a la bibliothéque entre 12 h 00 et
12 h 01 serait évaluée comme suit :

P[10 < M <15]

FOO+ f11) + f12)+ f(13) + f(l4) + f(13)

A2 50 R3Aa 5l 125 50
= - + - + - -
10! 1 121
L EALIE A 1R 5)N
1 ¥ R

=0, 60
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3.2.7 Utilisation de Python pour les distributions de
probabilités discretes
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Si vous souhaitez manipuler des distributions de probabilités discrétes avec Python, il est fortement recommandé
de consulter les fichiers Jupyter Notebook Normal Probability & Confidence Intervals. Vous pouvez les trouver
dans la section « How do | do X in Python? ». Le fichier « Discrete Probability Distributions » sera particulierement
utile.
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4.0.1 Introduction aux variables aleatoires continues et
aux distributions de probabilités continues
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Figure 4.1.0.1. Friedrich Gauss: https://en.wikipedia.org/wiki/Carl_Friedrich_Gauss

Reconnu comme le « Prince des mathématiciens », le mathématicien allemand Carl Friedrich Gauss (1777-1855;
figure 4.1.0.1) occupe une place prépondérante dans I'histoire des statistiques et des mathématiques. Gauss a
apporté des contributions prodigieuses dans divers domaines, mais ses travaux sur les statistiques et la théorie
des probabilités sont remarquables. Il est surtout connu pour avoir élaboré la méthode des moindres carrés
et la distribution normale, également connue sous le nom de distribution gaussienne ou de courbe en cloche,
essentielle pour l'analyse statistique dans divers domaines, des sciences sociales aux sciences naturelles en
passant par lingénierie. La distribution normale est une distribution de probabilité symétrique qui décrit la
maniére dont une variable aléatoire continue peut étre distribuée. Sa courbe caractéristique en forme de cloche
apparait lorsqu'un ensemble de données présente une fréquence élevée de valeurs proches de la moyenne,
les fréquences diminuant progressivement au fur et a mesure que les valeurs s'éloignent de la moyenne. Elle
est omniprésente parce qu'elle modélise naturellement de nombreux phénomeénes du monde réel et parce que
de nombreux processus et expériences aléatoires tendent a produire des données qui suivent une distribution
normale. Son importance réside dans sa capacité a fournir un cadre simple, mais puissant, pour comprendre et
interpréter les ensembles de données, ce qui en fait une pierre angulaire de I'analyse statistique.

VARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

Il est souvent plus facile de considérer qu’une variable aléatoire n'est pas discréte mais plutdt continue, dans le
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sens ou elle peut prendre nimporte laquelle des valeurs d'un intervalle continu. Les outils utilisés pour décrire les
distributions de probabilités continues différent de ceux de la derniére section. Pour commencer, nous allons la
notion de fonction de densité de probabilité et sa relation avec la fonction

de probabilité cumulative pour une variable aléatoire continue, puis nous allons voir comment on peut l'utiliser
pour calculer la moyenne et la variance d'une distribution continue. Nous passerons ensuite en revue quelques
distributions utiles : la distribution uniforme, la distribution exponentielle et la distribution de Weibull. Ensuite,
nous nous attarderons sur la distribution continue la plus importante et la plus courante, utile dans les
applications techniques de la théorie des probabilités : la distribution normale.
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Cette premiére version de la partie 4 est majoritairement tirée de «Basic Engineering Data Collection and
Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, un ouvrage placé sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs, ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et I'adaptation de la numérotation et
de lI'imbrication des chapitres. Les Jupyter Notebooks basés sur Python ont été adaptés a partir des exemples du
texte, et on trouve des liens pour y accéder tout au long du document.

Cette ressource s'appuie également sur le document « Process Improvement Using Data », disponible ici. Des
parties de cet ouvrage sont la propriété intellectuelle de Kevin Dunn et sont partagées sous licence CC BY-SA 4.0.
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4.1.1 Fonction de densité de probabilité et fonction de
probabilité cumulative

202



4.1.1 FONCTIONS DE DENSITE DE PROBABILITE ET FONCTION DE PROBABILITE CUMULATIVE 203

FONCTION DE DENSITE DE PROBABILITE

Les méthodes utilisées pour spécifier et décrire les distributions de probabilité ont des paralléles en physique
mécanique qui sont particulierement utiles dans le cas des distributions de probabilité continues. En mécanique,
les propriétés d'une distribution de masse continue sont liées a la densité (potentiellement variable) de la masse
dans la région de I'espace qu'elle occupe. La quantité de masse d'une région donnée s'obtient en intégrant la
densité de masse sur cette région.

En théorie des probabilités, le concept qui correspond a la densité de masse en mécanique, c'est la densité de
probabilité. Pour spécifier une distribution de probabilité continue, il faut décrire « I'épaisseur » de la probabilité
dans les différentes parties de 'ensemble des valeurs possibles. La définition formelle est la suivante :

DEFINITION 4.1.1.1. Fonction de densité de probabilité (FDP)

EXPRESSION 4.1.1.1.

Une fonction de densité de probabilité pour une variable aléatoire continue X est une fonction non
négative f(x) telle que :

)
f z f(z)de

et telle que pour touta < b, P [a <X < b] correspond a :
EXPRESSION 4.1.1.2.

b
P(aSXSb)=/ f[r}dm

La figure 4.1.1.1 illustre une fonction de densité de

probabilité (FDP) générique. Comme on peut le voir, le /be) ; .
diagramme d'une distribution de probabilité continue rl:[alzzl_]ﬁff]bm“mespmdﬂ
est une courbe. Conformément aux équations de

définition de la FDP, le graphique de f(x) ne descend pas L'awre totale sous la

s . courbe vaut 1
sous l'axe des x, l'aire totale sous la courbe y = f(x) est

égale a 1, et l'aire sous la courbe d'un intervalle donné
correspond a la probabilité que la valeur se trouve dans _ _
cet intervalle. La fonction f(x) est définie de sorte que 0 2 6 0 14 18 o
I'aire sous la courbe soit une probabilité. La probabilité
maximale étant égale a 1, I'aire maximale est également Figure 4.1.1.1. Une fonction de densité de probabilité générique.
égale a 1.

La courbe est la FDP. On utilise le symbole f{x) pour
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représenter la courbe. f{x) est la fonction qui correspond au graphique; on utilise la fonction de densité f{x)
pour faire le graphique de la distribution de probabilité. L'aire sous la courbe représente la probabilité.

Analogie de la mécanique pour la densité de probabilité (suite)

Comme en mécanique, si f(x) est effectivement la « densité de probabilité » a x, alors la probabilité dans un petit
intervalle dx autour de x est approximativement f(x) dx. (En mécanique, si f(x) est la densité de masse a x, alors
la masse dans un petit intervalle dx autour de x est approximativement f(x) dx.) Pour calculer la probabilité entre

b
a et b, il faut donc additionner les valeurs de f{(x) dx. / flx)dx est exactement la limite de Zf(x) dx lorsque dx

b
tend vers zéro. (En mécanique, / flx)dx est la masse entre a et b.) L'expression dans la définition de la FDP et

I'expression 4.1.1.2 sont donc raisonnables.

Pour une variable aléatoire continue X, P(X=a) =0

Il'y a un détail concernant les distributions de probabilité continuées qui peut sembler contre-intuitif a premiere
vue : la probabilité qu'une variable aléatoire continue prenne une valeur précise (par exemple, a). Tout comme
la masse en un seul point d'une distribution de masse continue est nulle, P(X = a) = 0 pour une variable aléatoire
continue X. Cela découle de I'expression 4.1.1.2, car :

b
Pa =X< b) = / flz)dz =0

Une conséquence de cette curiosité mathématique est que lorsque I'on travaille avec des variables aléatoires
continues, il n'est pas nécessaire de se préoccuper de savoir si les signes d'inégalité que 'on écrit sont des signes
d'inégalité stricts. Autrement dit, si X est continue :

P(a =X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)

FONCTION DE DISTRIBUTION CUMULATIVE

Précédemment, nous avons donné une définition parfaitement générale de la fonction de distribution cumulative
d’'une variable aléatoire, et nous I'avons précisée dans le contexte des variables discretes. On peut maintenant
utiliser 'équation 4.1.1.2 pour exprimer la fonction de distribution cumulative d’'une variable aléatoire continue en
termes d'une intégrale de sa densité de probabilité. Soit X une variable aléatoire continue de densité de probabilité

) :

DEFINITION 4.1.1.3. Fonction de distribution cumulative (FDC) d’'une variable continue X
EXPRESSION 4.1.1.3
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Fix) =PX = x) = f f dt

F(x) est calculée a partir de lintégrale de f(x), en appliquant le théoreme fondamentale du calcul a
I'équation 4.1.1.3.

Autre relation entre F(x) et f(x)

EXPRESSION 4.1.1.4

i F(x) = ftx)
da

Autrement dit, f(x) est calculé a partir de la dérivée de F(x).

L'aire sous la courbe de la FDP est donnée par la FDC - ces deux fonctions ne sont pas identiques. La FDC est
utilisée pour évaluer les probabilités et peut étre trouvée en utilisant la géométrie, des formules, la technologie
statistique ou des tables de probabilité.

Distributions de probabilités continues

Il existe de nombreuses distributions de probabilités continues. Lorsqu’on utilise une distribution de probabilité
continue pour modéliser la probabilité, il faut choisir la distribution la plus adaptée au contexte. Dans ce module,
nous étudierons la distribution uniforme, la distribution exponentielle et la distribution de Weibull, puis nous nous
concentrerons sur la distribution la plus importante pour un cours d'introduction aux statistiques : la distribution
normale.

Propriétés des distributions continues

La fonction de densité de probabilité (FDP) est utilisée pour décrire les probabilités des variables aléatoires
continues. L'aire sous la courbe de densité entre deux points correspond a la probabilité que la variable se
situe entre ces deux valeurs. En d'autres termes, l'aire sous la courbe entre les points a et b est égale a
P(a<x<b). La fonction de distribution cumulative (FDC) donne la probabilité sous la forme d'une aire. Si X est une
variable aléatoire continue, la fonction de densité de probabilité (FDP) f(x) permet de dessiner le graphique de la
distribution de probabilité. L'aire totale sous le graphique de f(x) est égale a 1. L'aire sous le graphique de f(x) et
entre les valeurs a et b donne la probabilité P(a<x<b). Ceci est illustré a la figure 4.1.1.2.
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fix) f(x)
Shaded area Shaded area represents
represents probability 1 Pla<x<bhb)
y =fix) y = fix)
X X
a b
(a) (b)

Figure 4.1.1.2. Le graphique de gauche représente une courbe de densité générique y = f(x). L'aire (ombrée) entre la courbe et I'axe
des x (ombrée) est égale a 1, ce qui montre que tous les résultats possibles sont représentés par la courbe. Le graphique de droite
montre la méme courbe de densité. Les lignes verticales x = a et x = b s'étendent de l'axe a la courbe, et I'aire (ombrée) entre les lignes
correspond a la probabilité qu'une valeur x se situe entre a et b.

La fonction de distribution cumulative (FDC) de X est définie par P(X < x). C'est une fonction de x qui donne la
probabilité que la variable aléatoire est inférieure ou égale a x.

+ Les résultats sont mesurés et non comptes.

« L'aire sous la courbe est égale a 1.

+ La probabilité est calculée pour des intervalles de valeurs x plutdt que pour des valeurs individuelles .

* P(c<x<d) est la probabilité que la variable aléatoire X se trouve dans l'intervalle entre les valeurs c et d.
P(c<x<d) est l'aire sous la courbe, entre c et d.

« P{x =¢) = 0. La probabilité que = prenne une valeur précise est nulle. L'aire sous la courbe entre z = &
et = = ¢ a une largeur nulle et est donc nulle.= {J La probabilité étant égale a l'aire, la probabilité est
donc également nulle.

* P(c<x<d) est égale a P(c=x=d), car la probabilité est égale a l'aire.
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MOYENNE ET VARIANCE DES DISTRIBUTIONS CONTINUES

Le graphique de la densité de probabilité f(x) est une sorte d’histogramme idéalisé. Il offre le méme type
d'interprétations visuelles que celles vues pour les histogrammes de fréquence relative et les histogrammes de
probabilité. En outre, il est possible de définir une moyenne et une variance pour une distribution de probabilité
continue. Ces synthéses numériques s'utilisent de la méme maniére que la moyenne et la variances pour décrire
des ensembles de données et des distributions de probabilités discretes.

DEFINITION 4.1.2.1. Moyenne d'une variable aléatoire continue X

EXPRESSION 4.1.2.1.

La moyenne, ou espérance mathématique, d’'une variable aléatoire continue X (parfois appelée
moyenne de sa distribution de probabilité) est:

EX [ zf(z)da.

Comme pour les variables aléatoires discretes, on utilise parfois p plutot que E(X).

L'équation 4.1.2.1 est parfaitement plausible d'au moins deux points de vue. Premiérement, la probabilité
dans un petit intervalle autour de x de longueur dx est approximativement f(x) dx. Ainsi, en multipliant par
X et en additionnant, on obtienthf(x) dx, et I'équation 4.1.2.1 correspond exactement a la limite de cette

somme lorsque dx tend vers zéro. Deuxiemement, en mécanique, le centre de masse d’'une distribution de masse
continue est de la forme donnée dans I'équation 4.1.2.1, a I'exception de la division par la masse totale, qui pour
une distribution de probabilité est 1.

La « continuisation » de la formule de la variance d'une variable aléatoire discréte produit une définition de la
variance d'une variable aléatoire continue.

DEFINITION 4.1.2.2. Variance d’une variable aléatoire continue X

EXPRESSION 4.1.2.2.

La variance d'une variable aléatoire continue X (parfois appelée variance de sa distribution de
probabilité) est:
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Var X = f:{z — EX)? f(z)d= (= fm 2* f(x)dz — {EXJE)

(s o

L'écart-type de X est /T arX. On utiliser souvent la notation 2 a la place de Var(X), et le symbole o est
utilisé a la place de ./ VarX.
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4.1.3 Distribution normale de probabilités
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DISTRIBUTION NORMALE DE PROBABILITES

Bien qu'il existe plusieurs distributions continues couramment appliquées aux problémes dingénierie, la
distribution normale est particulierement importante. De maniére formelle, la distribution normale se définit
comme suit :

DEFINITION 4.1.3.1. Distribution normale
EXPRESSION 4.1.3.1

f{ﬂi) _ 1 g [z ,u.]z-'ir.!"!
3 2

pour tout x, avec & > 0.

Ce n'est pas nécessairement évident, mais I'équation 4.1.3.1 donne une densité de probabilité légitime, dans la
mesure ou l'aire totale sous la courbe y = f(x) est égale a 1. En outre, il est également vrai que :

Moyenne et variance d'une distribution normale

= 1 2
EX = f T e N P
bl = =

+ 2ror?
et
- 2 1 —[r—p)? (20 2
Var X = (& — p) ———e le—p)"/20% g — &
—a0 v 2ro?

Parameétres de la distribution normale

La distribution normale a deux parameétres (deux mesures numériques descriptives de la distribution théorique),
la moyenne p et la variance 2 (on se rappelle que I'écart-type = u-"'? =0). La figure 4.1.3.1 illustre la notation de
la distribution normale standard et indique que la forme de la distribution dépend de ces parametres. Comme
I'aire sous la courbe doit étre égale a 1, un changement dans I'écart-type o entraine une modification de la
forme de la courbe; la courbe devient plus large ou plus étroite selon si g augmente ou diminue, respectivement.
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Une modification de y entraine une translation du graphique vers la gauche ou la droite. En vertu de ces deux
paramétres, il existe un nombre infini de distributions de probabilités normales.

NORMAL: X~N (i, 0)

Les parametres p et 2 utilisés dans la
définition 4.1.3.1 sont, respectivement, la moyenne et
la variance (telles que définies dans les
définitions 4.1.2.1 et 4.1.2.2) de la distribution. La
figure 4.13.2 représente un graphique de la densité de
probabilité donnée par I'équation 4.1.3.1. La courbe en
forme de cloche représentée ici est symétrique par
rapport a x =p et présente des points dinflexion a
X=U=*0. M

Figure 4.1.3.1. Notation de la distribution normale standard.

L fix)

4+ | I | 1 [=
u—2iad pu-—o L u+o pt+lo X

Figure 4.1.3.2. Graphique d’une fonction de densité de
probabilité
normale

L'équation 4.1.3.1 a plusieurs origines théoriques, mais c'est également une forme qui se révele empiriquement
utile dans une grande variété d'applications. En théorie, les probabilités des distributions normales peuvent étre
trouvées directement par intégration en utilisant I'équation 4.1.3.1. En effet, les calculatrices de poche
préprogrammeées pour effectuer l'intégration numérique permettent de vérifier certains des calculs dans les
exemples qui suivent, en utilisant directement les équations 4.1.1.2 et 4.1.3.1. Nous utiliserons également le calcul
statistique pour les trouver a l'aide d'une formule. Mais les méthodes d'évaluation des intégrales par primitives
utilisées en premiére année de calcul échoueront lorsqu'il s'agira des distributions normales. Ces fonctions n‘ont
pas de primitives exprimables en termes de fonctions élémentaires. On utilise plutdt des tables de probabilités
basées sur une version spécialisée de la distribution normale : la distribution normale réduite.
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4.1.4 Distribution normale réduite
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DISTRIBUTION NORMALE REDUITE

L'utilisation de tables pour évaluer les probabilités normales repose sur la relation suivante : si X est distribuée
normalement avec une moyenne p et une variance o2, alors

EXPRESSION 4.1.4.1.
b (b=} /o 1

: PR R Y
Pla< X <) R CaT o ~_ o124,
i ‘|,,-'2‘?1'|'J"3 (a—p)fe -\‘-"'E"J'I'
ou la seconde inégalité est obtenue par un changement de variable :
T —
T @

La cotez est une valeur normalisée mesurée en unités de I'écart-type. Par exemple, si la moyenne d'une
distribution normale est de 5 et que I'écart-type est de 2, la valeur 11 se situe a trois écarts-types au-dessus (ou a
droite) de la moyenne. Le calcul est effectué comme suit: x =y + (2)(0) = 5 + (3)(2) = 11, et la cote z est égale a trois :
z=(11-5)/2 = 3. La cote z indique de combien d'écarts-types la valeur x est supérieure (a droite) ou inférieure (a
gauche) a la moyenne p. Les valeurs de x supérieures a la moyenne ont une cote z positive, tandis que les valeurs
de x inférieures a la moyenne ont une cote z négative. Si x est égal a la moyenne, alors x a une cote z de 0.
L'équation 4.1.4.1 implique une intégrale de la densité normale avec p=0et o = 1. Le changement de variable

—

o
donnée provient d'une distribution normale avec une moyenne de 0 et un écart-type de 1. Autrement dit,
toutes les probabilités normales peuvent étre réduites a cette distribution normale spéciale. Ainsi, la distribution
normale réduite est une distribution normale des valeurs normalisées a l'aide des cotes z.

-

z=\frac{x-\mu}{\sigma} produit la distribution Z ~ N(0,1). Cela signifie que la valeur x dans I'équation

DEFINITION 4.1.4.2. DISTRIBUTION NORMALE REDUITE
EXPRESSION 4.1.4.2.
La distribution normale avec p =0 et 0 = 1 est appelée distribution normale réduite.

(b—plfe 1 2 1o
e ¥/ °dz
[a—p) fer LY 21‘1’
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Cote z d’'une valeur x d'une variable aléatoire normale (U, 0%)

L'expression 4.1.4.2 montre comment utiliser la fonction de probabilité cumulative normale réduite pour calculer
des probabilités normales générales. Pour une variable X normale, {,u,1 e;r?} et une valeur x associée a X on obtient

la cote Z comme suit :

EXPRESSION 4.1.4.3.
T —

z‘:

a

Ensuite, on consulte la table normale réduite en utilisant z a la place de x.

Relation entre les probabilités normales (i, o2) et les probabilités normales réduites : probabilité normale réduite
cumulative

La relation entre les probabilités normales (y, o%) et les probabilités normales réduite est illustrée a la
figure 4.1.4.1

Densité
normale - __ ~PlazXsh]
(o) oy
il ! | | - ——
U=2a = o u o+ b utlao x

_ Aures égales!

(TR J

Figure 4.1.4.1. lllustration de la relation entre les probabilités normales (u, 02 ) et
les probabilités normales réduites.

Une fois que l'on a compris que les probabilités de toutes les distributions normales peuvent étre obtenues en
tabulant les probabilités de la distribution normale réduite seulement, il est relativement simple d'utiliser des
techniques d'intégration numérique pour produire une table normale réduite. Dans ce texte, nous utiliserons les
valeurs données dans la table A1.1 Table de probabilités de la loi normale centrée réduite, a 'annexe 1. (Il existe
d'autres formats.) La table A1.1 est une table de la fonction de probabilité normale réduite cumulative. En d'autres
termes, pour les valeurs z situées sur les marges de la table, les entrées dans le corps de la table correspondent
a:
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EXPRESSION 4.1.4.4
I 1 ,
O(z) = F(z) = f e 2y
-0 2T
ol ¥( z) est utilisé pour représenter la fonction de probabilité normale réduite cumulative, au lieu de la

lettre F, plus générique.

Relation entre la fonction de probabilité normale réduite cumulative et la fonction quantile normale réduite

Symboliqguement, avec @(z}, la fonction de probabilité cumulative normale réduite, et ¢J.(p), la fonction quantile
normale réduite, on a :

EXPRESSION 4.1.4.5.
¢ (Q.(p)) =p }
Q.(®(2)) ==z

Les relations 4.1.4.5 signifient que Q). (p) et <I>(z) sont des fonctions inverses. (En fait, la relation

Q = F-1 n'est pas une propriété particuliere de la distribution normale réduite; cette identité tient
pour toutes les distributions continues).

EXEMPLES

Exemple 4.1.4.1. Probabilités normales réduite

Supposons que Z soit une variable aléatoire normale réduite. Nous allons trouver des probabilités pour Z a I'aide de
la table A1.1 Table des probabilités normales réduite, en annexe. En consultant la table, on constate que :

Probabilité cumulative d'une valeur de Z

<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03
830a0cc3769d203efead07737f8005de.png » alt= »P[Z<1,76]=\Phi(1,76)=0,96" title= »P[Z

(La valeur de la table est de 0,9608, mais pour tenir la promesse faite a la section 3.2.3, nous l'avons arrondie a deux
décimales, soit 0,96.)

Il suffit de consulter la table deux fois et de faire une soustraction pour obtenir :

Probabilité entre deux valeursde Z: P[0,57<Z<1,32]1=P[Z2<1,32]-P[Z<0,57]

= $(1.32) — ®(0.57)

=0,9066 - 0,7157
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=0,19

Il suffit de consulter la table une seule fois et de faire une soustraction pour obtenir une probabilité de queue droite :

Probabilité de queue droite d'une valeur Z

P[Z>-0,89]1=1-P[Z<-0,89]1=1-0,1867 = 0,81

Pour ces exemples, nous avons trouvé les valeurs de Z dans les marges, puis utilisé les valeurs dans le corps de la
table, mais on peut inverser ce processus. En effet, il suffit de localiser une probabilité dans le corps de la table pour
trouver la cote z correspondante dans les marges. Par exemple, considérons la position d'une cote z telle que

P[-z<Z<Z]=0,95.

- 1-—0.95 . o

Il'y aura donc une probabilité de — = 0,025 que z se trouve dans la queue droite de la distribution normale

réduite. Autrement dit, on aura 'I}l[z] = 0,975 . En repérant 0,975 dans le corps de la table, on constate que z = 1,96.

Cela revient a trouver le quantile 0,975 de la distribution normale réduite, ce qui nous permet de comprendre et de
décrire les quantiles normaux réduits.

La figure 4.1.4.2 illustre tous les calculs de cet exemple.

Pl057<Z<132]= 019

ffr—ﬂfﬁljm=ﬂﬁﬁ

a
=
—
—
g
=]
[E N o
d
=]
=]
L
.
—
Lad
(8]
wd

P[Z = z]= 0,025

P[Z = -0,89] = 01

| 1
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 l 2

Figure 4.1.4.2. Probabilités normales réduites pour I'exemple 4.7.1.

Exemple 4.1.4.2. Poids nets des pots d'aliments pour bébés

Dans son article « Computer Assisted Net Weight Control » (Quality Progress, juin 1983), ). Fisher traite du
remplissage (en grammes) de pots de nourriture. L'article présente un histogramme raisonnablement en forme de
cloche des poids nets individuels des pots de nourriture pour bébé. La moyenne des valeurs représentées est d’environ
137,2 g et I'écart-type est d’environ 1,6 g. Le poids déclaré (ou étiqueté) sur les pots de ce produit est de 135,0 g.

Supposons qu'il soit adéquat de modéliser

W = le poids du prochain pot

par une distribution normale avec p = 137,2 et 0 = 1,6. Supposons en outre qu'on s'intéresse a la probabilité que le
prochain pot rempli soit inférieur au poids déclaré (c'est-a-dire P [W < 135,0]). En utilisant I'expression 4.1.4.3, on trouve
la cote z correspondantaw = 135,0 :

135,0 — 137,2
= —————=-1,38
1.6
Ensuite, a l'aide de la table A1.1 en annexe, on trouve que :
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/,

e376f007fdb232013207d123f987e4b9.png » alt= »P[W<135,0]=\Phi(-1,38)=0,08" title= »P[W
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Selon ce modeéle, le risque d'obtenir un niveau de remplissage inférieur a la valeur nominale est d’environ 8 %.
En guise de deuxieme exemple, considérons la probabilité que W se situe a moins d'un gramme de la valeur nominale
(P [134,0 <W < 136,0]). Avec I'équation 4.1.4.3, on trouve les cotes zde wr = 134,0 et w2 = 136,0 :

134,0 — 137,2

Hn=——-=-200

1 1360 137.2

0 — 137,

= ———— = -T5

: 1.6
Par conséquent,
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/

e82feecd2d8358abf21137e5e8f40a42.png » alt=»P[134,0 < W<136,0]=\Phi(-0,75)-\Phi(-2,00)=0,2266-0,0228=0,20"
title= »P[134,0 < W
Les deux probabilités précédentes et leurs contreparties normales réduite sont illustrées a la figure 4.1.4.3.

Densité normale p= 1372 6 = 1,6 Densité normale standard
P[W = 135,01 = 0,08 P[Z<-138]=008/
T YN O O v Ll ) e
134 136 138 140 -2 0 2
133 1372 -138
Densité normale = 1372 6 = 1,6 Diensité normale standard

PI1340<W<13601=020  P20<=Z<-75]=020 /

I O
134 136 138 140

Figure 4.1.4.3. Probabilités normales pour I'exemple 4.1.4.2.

Exemple 4.1.4.3. Poids nets des pots de nourriture pour bébé (suite)

Pour les calculs de cet exemple, nous sommes partis des quantités du cété droit de I'équation 4.1.4.3 et des marges
de la table A1.1 pour trouver les probabilités associées a diverses valeurs de W. Une variante importante de ce
processus consiste a passer du corps de la table aux marges pour obtenir z, puis d'utiliser deux des trois variables du
coté droit de I'équation 4.1.4.3 pour trouver la troisieme.

Par exemple, supposons qu'il soit facile d'ajuster la cible du processus de remplissage (c'est-a-dire la moyenne p
de W) et que I'on veuille réduire la probabilité que le prochain pot soit inférieur au poids déclaré de 135,0 a 0,01 en
augmentant y. Quelle est la valeur minimale de p qui permet d'atteindre cet objectif (en supposant que ¢ constant a
1,6 g)?

La figure 4.1.4.4 montre ce qu'il faut faire : on doit choisir p telle que w = 135,0 corresponde au quantile 0,01 de la
distribution normale de moyenne p et d'écart-type o = 1,6. En consultant la table A1.1, il est facile de déterminer que le
quantile 0,01 de la distribution normale réduite est :

z=Q.(0,01) = -233
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Ainsi, selon I'équation 4.1.4.3, on obtient
1350 — u
2,33 = T
d'oup=1387g.
Il faut donc augmenter le remplissage nominal d'environ 138,7 - 137,2=1,5g.
En pratique, la réduction de P [W < 135,0] s'laccompagne d'une augmentation des co(ts, puisque les pots contiennent
en moyenne beaucoup plus que leur contenu nominal. Dans certaines applications, ce type de coQt sera prohibitif. Il
faudra adopter une autre approche : réduire la variation du niveau de remplissage en achetant un équipement plus
précis. Selon |'équation 4.1.4.3, au lieu d'augmenter p, on pourrait envisager de payer le colt associé a la réduction de
0. Vous pouvez vérifier qu'une réduction de o a environ 0,94g produirait également P [W < 135,0] = 0,01 sans aucun
changement dans p.

Densité normale avec moyenne = o = 1,6

PR =1350]1=001

\_~

1350 M W

Figure 4.1.4.4. Distribution normale et P[W < 135,0] = 0,01

Comme lillustrent ces exemples, I'équation 4.1.4.3 est la relation fondamentale utilisée dans les problemes
impliquant des distributions normales. D'une maniére ou d'une autre, on obtient trois des quatre variables de
I'équation sont spécifiées, et on cherche la quatrieme.
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4.1.5 La regle empirique
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LA REGLE EMPIRIQUE

Si X est une variable aléatoire suivant une distribution normale avec une moyenne de p et un écart-type de g, alors
la regle empirique énonce ce qui suit :

Environ 68% des valeurs de x se situent entre -g et +¢ de la moyenne y (a moins d'un écart-type de la
moyenne).

Environ 95% des valeurs de x se situent entre -2g et +20 de la moyenne y (a moins de deux écarts-types
de la moyenne).

Environ 99,7% des valeurs de x se situent entre -30 et +30 de la moyenne p (a moins de trois écarts-types
de la moyenne). Autrement dit, presque toutes les valeurs x se situent a moins de trois écarts types de la
moyenne.

Les cotes z pour +o et -0 sont +1 et -1, respectivement.
Les cotes z pour +20 et -20 sont +2 et -2, respectivement.

Les cotes z pour +30 et -30 sont +3 et -3, respectivement.

La régle empirique est également connue sous le nom de régle 68-95-99,7. Elle est illustrée a la figure 4.1.5.1.

I I
-3c -20 -1l0 U lo 20 3o

Figure 4.1.5.1. La régle empirique.
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4.1.6 Tutoriel 3 — Distributions normales de probabilités
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A ce stade, il est recommandé de travailler sur I'exercice du tutoriel 3 qui se trouve sur le référentiel GitHub. Cet

exercice vous permettra de vous familiariser avec le calcul en Python des probabilités a I'aide de la distribution
normale standard.

Il est fortement recommandé de consulter les fichiers Normal Probability & Confidence Intervals de
Jupyter Notebook. Vous pouvez les trouver dans la section « How do | do X in Python? ». Le fichier « Standard
Normal Distribution in Python » sera particulierement utile.

227
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4.2.0 Distributions conjointes et indépendance -
Introduction

228
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La plupart des applications des probabilités dans le domaine des statistiques d'ingénierie impliquent non pas une
mais plusieurs variables aléatoires. Dans certains cas, I'application comporte intrinsequement plusieurs variables.
Il est alors logique de considérer que plusieurs variables du processus sont soumises a des influences aléatoires
et d'évaluer les probabilités associées quand on les combine. Prenons I'exemple de I'assemblage d'une bague de
roulement d'un diametre intérieur nominal de 1,00 po sur une tige d'un diamétre nominal de 0,99 po. Si:
X = le diamétre intérieur de la bague de roulement
Y = le diameétre de la tige
on peut s'intéresser a
P[X<Y]=P[ilyaune interférence dans I'assemblage]

qui implique les deux variables.

Mais méme lorsqu’une situation est ne comporte qu’une seule variable, on utilise pratiquement toujours des
échantillons de taille plus grande que 1. Les n valeurs de données d’'un échantillon sont généralement
considérées comme soumises a des causes aléatoires, et il faut modéliser leur comportement simultané. Les
méthodes vues jusqu’a présent ne peuvent traiter qu'une seule variable aléatoire a la fois. Pour créer des
méthodes permettant de décrire plusieurs variables aléatoires simultanément, | faut les généraliser.

Des livres entiers sont consacrés a divers aspects de la modélisation simultanée de nombreuses variables
aléatoires. Cette section ne peut donner qu'une bréve introduction au sujet. Nous discuterons ici du cas
relativement simple de variables aléatoires discrétes conjointes, des fonctions de probabilité conjointes et
marginales, des distributions conditionnelles et de I'indépendance. Ces sujets seront abordés en s'appuyant des
exemples a deux variables simples.

Les concepts de fonctions de densité de probabilité conjointe et marginale, de distributions conditionnelles et
d'indépendance des variables aléatoires continues conjointes ne sont pas abordés dans ce cours, mais ils sont
analogues ce que nous verrons ici.
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4.2.1 Distributions conjointes
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DESCRIPTION DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES CONJOINTES

Pour plusieurs variables discrétes, on spécifie généralement les probabilités a l'aide d'une fonction de
probabilité conjointe, qui se définit comme suit:

DEFINITION 4.2.1.1. Fonction de probabilité conjointe

EXPRESSION 4.2.1.1

Une fonction de probabilité conjointe pour les variables aléatoires discrétes X et ¥ est une fonction
non-négative f(x, 1), qui calcule la probabilité que X prenne la valeur & et que ¥ prenne la valeur ¥
(simultanément). Autrement dit,

fla,y)=PlX =z et Y=y

exemple 42.1.1. Distribution de probabilité conjointe de deux couples de

boulons

Reprenons I'étude de Brenny, Christensen et Schneider sur la mesure, a I'entier le plus proche, du couple des boulons
de la plaque avant d'un composant d'équipement lourd. Soient
X = le prochain couple enregistré pour le boulon 3
et
Y = le prochain couple enregistré pour le boulon 4
Les données présentées dans le tableau et la figure précédents suggerent, par exemple, qu’'une valeur raisonnable de

- 1
P|X = 18 et Y = 18] pourrait étre Evi la fréquence relative de cette paire dans I'ensemble de données. De méme, les

valeurs
PX=18 et ¥ =17 = —
34
FiX=14et Y=9 =0

correspondent également aux fréquence relatives observées.

Si I'on est prét a accepter que l'ensemble des fréquences relatives définies par les données des étudiant.e.s
correspondent aux probabilités de X et de ¥, ces probabilités peuvent étre rassemblées de maniére pratique dans un
tableau a deux dimensions spécifiant une fonction de probabilité conjointe pour X et ¥. Cette fonction est illustrée dans
le tableau 4.2.1.1. (Pour alléger le tableau, les entrées « 0 » ont été laissées en blanc).
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f(x, y) pour le probléme du couple des boulons

))\ x 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
20 2/34 2/34 1/34
19 2/34

18 1/34 1/34 1/34 1/34 1/34

17 2/34 1/34 1/34 2/34

16 1/34 2/34 2/34 2/34

15 1/34 1/34 3/34

14 1/34 2/34

13 1/34

Tableau 4.2.1.1.

PROPRIETES D'UNE FONCTION DE PROBABILITE CONJOINTE POUR x ET ¥

La fonction de probabilité présentée sous forme de table dans le tableau 4.2.1.1 possede deux propriétés requises
pour qu'elle soit mathématiquement cohérente : les valeurs de f{x, i) sont toutes comprises dans l'intervalle [0, 1]
, et leur somme vaut 1. Pour obtenir la probabilité d'une configuration d'intérét X ¥ donnée, il suffit d'additionner
les valeurs correspondantes de f{x, y).

Exemple 4.2.1.2 Exemple de couples de boulons (suite)

Utilisons la distribution conjointe du tableau 4.2.1.1 pour évaluer
PX =Y,
P(IX - Y] =1],
et P[X = 17|
Commencons par PP/ X = Y/, la probabilité que le couple du boulon 3 soit au moins aussi important que le couple du
boulon 4. La figure 4.2.1.1 indique par des astérisques les combinaisons possibles de x et I qui satisfont ce critére, En
se référant au tableau 4.2.1.1 et en additionnant les entrées correspondant aux cellules contenant des astérisques, on
obtient :
P|X > Y] =f(15,13) + f(15,14) + f(15,15) + f(16,16)
+ £(17,17) + £(18,14) + £(18,17) + £(18,18)
+ f(19,186) + f(19,18) + f(20,20)
1 1 3 2 1 17

— dH — — e m— —

34 34 34 34 34 34
Un raisonnement similaire permet d'évaluer P[|X — Y| < 1]-la probabilité que les couples des boulons 3 et 4 se

situenta 1 pilb I'un de l'autre. La figure 4.2.1.2 illustre les combinaisons de & et  avec une différence absolue de 0 ou 1.
Ensuite, on additionne les probabilités correspondant a ces combinaisons :
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P[|X — Y| < 1] =f(15,14) + f(15,15) + £(15,16) + f(16, 16)
+ £(16,17) + f(17,17) + f(17,18) + f(18,17)

+ £(18,18) + £(19,18) + £(19,20) + £(20,20) = ;_i
yx 11 421314 .15 1617 1819 .20
20 sk
19 * | sk
18 k| k| %k
17 k| k| k| 3k
16 k| k| k| k| sk
15 k[ |k | k| k(K
14 k| sk |k |k |k |k |k
13 s |k |k [k |k |k |k | %

Figure 4.2.1.1. Combinaisons des couples des boulons 3 et 4 pour lesquels 2 Yy
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14

20

19

18

17

16

15

14

13

%11 ,12 13 14 15,16,17 18,19 20
%k | K

k[ k| 2k

k| k| 3k
k[ k| %k
k[ k| Kk
* |k |k
k[ %k | 2k
* |k |k

colonne 3 = 17 dans le tableau 4.2.1.1. Autrement dit,
P[X =17] = f(17,17) + £(17,18) + f(17,19)
1
31 o o— e —
4

)

34

34

Figure 4.2.1.2. Combinaisons des couples des boulons 3 et 4 pour lesquels |;p — y| S 1

Enfin, P|X = 17|, la probabilité que le couple mesuré sur le boulon 3 soit 17 pilb , s'obtient en additionnant la

OBTENIR UNE FONCTION DE PROBABILITE MARGINALE A PARTIR D'UNE

FONCTION DE PROBABILITES CONJOINTES A DEUX VARIABLES

Dans les problémes a deux variables comme celui-ci, on peut additionner les colonnes d'un tableau a deux
entrées de f(x, y) pour obtenir les valeurs de la fonction de probabilité de X, fx (x). On peut également
additionner les lignes du méme tableau pour obtenir les valeurs de la fonction de probabilité de ¥, fy (y). On
peut alors inscrire ces sommes dans les marges du tableau a double entrée, d'ou 'appellation « distributions
marginales ». L'encadré qui suit définit la terminologie utilisée dans le cas d'un probléme a deux variables

discrétes.
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EXPRESSION 4.2.1.2

DEFINITION 4.2.1.2. Fonction de probabilité marginale

Les fonctions de probabilité individuelle des variables aléatoires discretes X et ¥ obéissant a une
fonction de probabilité conjointe f(x,y) sont désignées sous le terme fonctions de probabilité
marginale. Elles sont obtenues en additionnant les valeurs de f(,y) avec toutes les valeurs possibles
de l'autre variable. Autrement dit, la fonction de probabilité marginale de X est

f-’f{m) = Zf{ﬂ::y}

et la fonction de probabilité marginale pour ¥ est

fr(y) =) fla,y)

Example 4.2.1.3, suite.

Probabilités jointes et marginales pour X et ¥

Le tableau 4.2.1.2 est une copie du tableau 4.2.1.1, auquel on a ajouté les probabilités marginales de X et ¥. En
séparant les marges du tableau a double entrée, on obtient des tableaux de probabilités marginales dans le format
habituel. Par exemple, la fonction de probabilité marginale de ¥ est présentée séparément dans le tableau 4.2.1.3 .

y \ x 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 f,(»
20 2/34 2/34 1/34 5/34
19 2/34 2/34
18 1/34 1/34 1/34 1/34 1/34 5/34
17 2/34 1/34 1734 2/34 6/34
16 1/34 2/34 2/34 2/34 7/34
15 1/34 1/34 3/34 5/34
14 1/34 2/34 3/34
13 1/34 1/34
£ (0 1/34 1/34 1734 2/34 9/34 3/34 4/34 7/34 5/34 1/34

Tableau 4.2.1.2.




Fonction de
probabilité
marginale pour Y

7

13
14
15
16

fv)

1/34
3/34
5/34
7/34
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Tableau 4.2.1.3.

L'obtention de fonctions de probabilité marginales a partir de fonctions de probabilité conjointes souléve la
question logique de savoir si le processus peut étre inversé. Autrement dit, si fx(x) et fy(y) sont connues, y a-t-
il alors une seule option pour f{z,y)? De fait, non. La figure 4.2.1.3 montre deux distributions conjointes a deux
variables trés différentes qui posseédent néanmoins les mémes distributions marginales. La différence marquée
entre les distributions de la figure 4.2.1.3 est liée au comportement conjoint, plutdt qu'individuel, de X etde ¥

Distribution 1 Distribution 2

310,41 0| 0 |04 310,16(0,16/0,080,4

2/ 0 (0,4 0 (0,4 20,16 10,160,080,4

10| 0 (0202 1 0,0810,080,04(0,2
0,4 04 0,2 0,4 0,4 0,2

Figure 4.2.1.3. Deux distributions conjointes différentes avec les mémes distributions marginales.
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4.2.2 Distributions conditionnelles et indépendance

238
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DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES ET INDEPENDANCE DES VARIABLES
ALEATOIRES DISCRETES

Lorsqu'on travaille avec plusieurs variables aléatoires, il est souvent utile de réfléchir a ce que I'on attend de l'une
des variables compte tenu des valeurs prises par toutes les autres. Par exemple, dans I'exercice du couple de
serrage du boulon (X'}, un technicien qui vient de desserrer le boulon 3 et qui a mesuré le couple a la valeur
15 pilb devrait avoir des attentes pour le couple du boulon 4 (¥} quelque peu différentes, a la lumiére de la
distribution marginale du tableau 4.2.1.3. Aprés tout, si on reprend les données du tableau 4.2.2.1, la distribution
de la fréquence relative des couples des boulons 4 pour les composants dont le couple du boulon 3 est de 15 pi lb
est similaire aux valeurs du tableau 4.2.2.1. D'une certaine maniére, le fait de savoir que X = 15 devrait modifier
la distribution de probabilité de ¥ pour que la distribution de fréquence relative corresponde au tableau 4.2.2.1
plutdt qu'a la distribution marginale du tableau 4.1.1.3.

Distribution de la fréquence relative pour le couple
du boulon 4 (couple du boulon 3 =15 p1 1b)

y, couple (p1 Ib) Fréquence relative

3 1/9
4 1/9
15 3/9
6 2/9
7 2/9

Tableau 4.2.2.1
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La théorie des probabilités tient compte de cette notion de « distribution d’'une variable lorsqu’'on connait les
valeurs des autres » a travers le concept de distribution conditionnelle. La version a deux variables est définie ci-
apres.

DEFINITION 4.2.2.1. Fonction de probabilité conditionnelle de X étant donné que Y=y
EXPRESSION 4.2.2.1

Pour des variables aléatoires discrétes X et ¥ avec une fonction de probabilité conjointe f(x, y). la
fonction de probabilité conditionnelle de X étant donné que ¥ = y est la fonction de x suivante :

flz,y)
> flzy)

La fonction de probabilité conditionnelle de ¥ étant donné que X — g est la fonction de ¥ suivante :

fxy(z|y) =

Fornula does not parse

En comparant les définitions 4.2.1.1 et 4.2.2.1, on obtient :

Fonction de probabilité conditionnelle de X étant donné que Y=y 4.2.2.2

) flz,y)
Fxylzy) (o)

et

Fonction de probabilité conditionnelle pour Y étant donné que X=x 4.2.2.3

f{;’*'!y:l
Fx(x)

frix(y|x)

Calcul de distributions conditionnelles a partir d’'une fonction de probabilité conjointe

Les équations 4.2.2.2 et 4.2.2.3 sont parfaitement logiques. La premiére indique qu'a partir d'une fonction f{x, y)
répertoriée dans un tableau a deux entrées et en ne considérant que la ligne ¥ = y, la distribution conditionnelle
appropriée pour X est indiquée par les probabilités de cette ligne (les valeurs de f(x,y)), qu'on divise par

leur somme (fy(y) = Zfl[:c,y]l ) pour les renormaliser (faire en sorte qu'elles totalisent 1). De méme,

I'équation 4.2.2.3 indique que si I'on considére uniquement la colonne X = z, la distribution conditionnelle
appropriée pour ¥ est donnée par les probabilités de cette colonne divisées par leur somme.

Exemple 4.2.2.1. Couples des boulons (suite)

Pour illustrer l'utilisation des équations 4.2.2.2 et 4.2.2.3, considérons quelques-unes des distributions conditionnelles
associées a la distribution conjointe des couples des boulons 3 et 4, en commencant par la distribution conditionnelle de
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¥ étant donné que X = 15.
A partir de I'équation 4.2.2.3,

f(15,y)
fx(15)

9
En se référant au tableau 4.2.1.2, la probabilité marginale associée a X = 15 est E Ainsi, en divisant les valeurs dans

frix(y| 15) =

la colonne X = 15 de ce tableau par E on obtient la distribution conditionnelle pour ¥, qui est présentée dans le

tableau 4.2.2.2. Si 'on compare ce résultat au tableau 4.2.1.4, on constate que I'équation 4.2.2.3 produit une distribution
conditionnelle conforme a l'intuition.
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Fonction de probabilité conditionnelle
pour Y lorsque X =15

y Jyix W 115)

) ()
- ) ()
()
JOROR
SOROR

Tableau 4.2.2.2

Considérons ensuite fyx (¥ | 18)f_{Y \mid X}(y \mid 18):
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f(18,3)
frix(y| 18) = 7x(18)

Le tableau 4.2.1.2 nous donne la distribution conditionnelle de ¥ étant donné que X — 18, présentée dans le
tableau 4.2.2.3. Les tableaux 4.2.2.2 et 4.2.4.3 confirment que les distributions conditionnelles de ¥ étant donné que
X = 15 etétantdonné que X —= 18 sont trés différentes. Par exemple, si on sait que X = 18, on s'attend a ce que ¥ soit
plus grand que lorsque X = 15.

Fonction de probabilité
conditionnelle pour Y
lorsque X = 18

y o Jyx W [ 18)

14 2/7
17 2/7
18 1/7
20 2/7

Tableau 4.2.2.3.

Pour s'assurer que la signification de I'équation 4.2.2.2 est également claire, considérons la distribution conditionnelle
du couple du boulon3 (X étant donné que le couple du boulon 4 est de 20 (¥ = 20). Dans cette situation,
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I'équation 4.2.2.2 donne :

f(=,20)
Fxy(z|20) = Fr(20)

(Les probabilités conditionnelles pour X sont les valeurs de la ligne ¥ = 2[) du tableau 4.2.1.2 divisées par la valeur
marginale de ¥ = 20.) fxv (= | 20) est répertoriée dans le tableau 4.2.2.4.

Fonction de probabilité
conditionnelle pour X lorsque ¥= 20

x Fypy O 120)
2 5\ 2
18 ﬁ)f(ﬁ)ZE
o (2 5N 2
E)T(ﬁ)'E
20 (L)+(i) ot
34 34) 5

Tableau 4.2.2.4.

L'exemple du couple des boulons présente la particularité que les distributions conditionnelles de ¥ étant donné
les valeurs possibles pour X sont différentes. En outre, ces distributions ne sont généralement pas identiques a la
distribution marginale de ¥, X. X fournit des informations a propos de ¥, en ce sens que selon sa valeur, il existe
différentes évaluations de probabilité pour ¥. Comparez cette situation a 'exemple suivant.

Exemple 4.2.2.2. Echantillonnage aléatoire de deux couples du boulon 4

Supposons que les couples de 34 boulons 4 obtenus par Brenny, Christensen et Schneider et figurant dans le tableau
4.2.2.5 soient inscrits sur des bouts de papier et placés dans un chapeau. Supposons en outre que les papiers soient
mélangés, qu’on en choisisse un, qu’on note le couple correspondant et qu’on replace le papier dans le chapeau. Ensuite,
on mélange les papiers, on en sélectionne un autre, et on note le deuxieme couple. Soient les deux variables aléatoires
suivantes :

L7 = la valeur du premier couple sélectionne
et
V' = valeur du deuxiéeme couple sélectionne
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Couple requis pour desserrer deux boulons (pi Ib)

Couple du Couple du Couple du Couple du
Composant boulon 3  boulon 4 Composant boulon 3  boulon 4
1 16 16 18 15 14
2 15 16 19 17 17
3 15 17 20 14 16
4 15 16 21 17 18
5 20 20 22 19 16
6 19 16 23 19 18
7 19 20 24 19 20
8 17 19 25 15 15
9 15 15 26 12 15
10 11 15 27 18 20
11 17 19 28 13 18
12 18 17 29 14 18
13 18 14 30 18 18
14 15 15 31 18 14
15 18 17 32 15 13
16 15 17 33 16 17
17 18 20 34 16 16
Tableau 4.2.2.5.

On comprend intuitivement que, contrairement aux situations de X et ¥ de I'exemple 4.2.2.1, les variables [J et *
ne fournissent aucune information I'une sur l'autre. Quelle que soit la valeur de [T, la distribution de fréquence relative
des couples du boulon 4 dans le chapeau est correcte comme distribution de probabilité (conditionnelle) pour ¥, et
inversement. En d'autres termes, non seulement [ et | partagent la distribution marginale commune du tableau 4.2.2.6,
mais il est également vrai que pour tout 1 et tout v, on a:

4224 i v (u|v) = fulu)
et
4225 f VU (v|u)= frv)

Les équations 4.2.2.4 et 4.2.2.5 indiquent que les probabilités marginales du tableau 4.2.2.6 servent également de
probabilités conditionnelles. Elles précisent également comment les probabilités conjointes des [I and |~ doivent étre
structurées, puisqu'en réécrivant le cété gauche de I'équation 4.2.2.4 a l'aide de |'expression 4.2.2.2, on obtient :

flu,v)
= fr(u)
fv(v)

Autrement dit :
4226 flu,v) = fur(u) fr(v)

(La méme logique appliquée a I'équation 4.2.2.5 conduit également a I'équation 4.2.2.6). L'expression 4.2.2.6 indique
que les valeurs de probabilité conjointe pour [ et |~ s'obtiennent en multipliant les probabilités marginales
correspondantes. Le tableau 4.2.2.7 donne la fonction de probabilité conjointe pour [ et /.




Fonction de probabilité
marginale courante

pour Uet V
uouv  f,(u)ouf,(v)
13 1/34
14 3/34
15 5/34
16 7/34
17 6/34
18 5/34
19 2/34

20 5/35
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Tableau 4.2.2.6.

Probabilités jointes pour U et V'
v \ u 13 14 15 16 17 18 19 20 f,(v)
& oF G o B o0 o o o /%
Sy @) 1/34 3/34 5/34 7/34 6/34 5/34 2/34 5/34
Tableau 4.2.2.7.

INDEPENDANCE DES OBSERVATIONS DANS LES ETUDES STATISTIQUES

L'exemple 4.2.2.2 suggere qu'on peut formaliser la notion intuitive que pour des variables aléatoires non liées,
les distributions conditionnelles sont toutes égales aux distributions marginales correspondantes. De maniere
équivalente, on peut dire que les probabilités conjointes sont les produits des probabilités marginales
correspondantes. Formellement, dans ce genre de cas, on parle de variables aléatoires indépendantes. La

définition pour le cas a deux variables est la suivante.

DEFINITION 4.2.2.7. Indépendance des variables aléatoires
EXPRESSION 4.2.2.7

I'indépendance signifie que

flz,y) = fx(z)fy(y) pourtout y

Les variables aléatoires discretes X et ¥ sont dites indépendantes si leur fonction de probabilité
conjointe flx, 1) est le produit de leurs fonctions de probabilité marginales respectives. Autrement dit,
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Si I'équation 4.2.2.7 n'est pas valide, les variables X et ¥ sont dite dépendantes.

(L'équation 4.2.2.7 implique que les distributions conditionnelles sont toutes égales a leurs fonctions marginales
correspondantes, de sorte que la définition correspond bien a sa motivation de « non-relation ».)

Les variables L7 et | de I'exemple 4.2.2.2 sont indépendantes, tandis que les variable X et 1" de I'exemple 4.2.2.1
sont dépendantes. En outre, les deux distributions conjointes illustrées a la figure 4.2.1.3 donnent un exemple de
distribution conjointe fortement dépendante (la premiére) et de distribution conjointe indépendante (la seconde)
qui ont les mémes fonctions marginales.

La notion d'indépendance est fondamentale. Les variables indépendantes simplifient énormément les calculs.
L'hypothése d'indépendance entre les observations est souvent appropriée lorsqu’'on recueille des données
d'ingénierie dans un contexte analytique en prenant soin de minimiser toutes les causes physiques évidentes
d'effets de report susceptibles d'influencer les observations successives. De méme, dans les contextes
énumeératifs, les échantillons aléatoires simples relativement petits (par rapport a la taille de la population)
produisent des observations qui peuvent généralement étre considérées comme au moins approximativement
indépendantes.

Exemple 4.2.2.3. Exemple du couple des boulons (suite)

Imaginons a nouveau qu'on a inscrit les couples de boulons sur des bouts de papier dans un chapeau. La méthode
de sélection du couple décrite précédemment pour produire [ and 7 n'est pas un échantillonnage aléatoire simple.
L'échantillonnage aléatoire simple tel que défini dans la partie 1 est un échantillonnage sans remplacement, et non la
méthode d'échantillonnage avec remplacement utilisée pour produire [I et |/. En effet, si le premier papier n'est pas
remplacé avant que le second ne soit sélectionné, les probabilités du tableau 4.2.2.7 ne décrivent pas [T et |*. Par exemple,
si aucun remplacement n'est effectué, puisqu’un seul papier est étiqueté 13 pilb , il faut clairement que

f(13,13) = P[U =13 et V=13| =0
et non

£(13,13) = a7

contrairement a ce qui est indiqué dans le tableau 4.2.2.7. En d'autres termes, si aucun remplacement n’est effectué, il
est clair qu'il faut utiliser
frw(13]13) =0
plutdt que la valeur

fru(13]13) = fr(13) = o

ce qui serait approprié si I'échantillonnage était effectué avec remplacement. L'échantillonnage aléatoire simple ne
conduit pas a des observations exactement indépendantes.

Mais supposons qu‘au lieu de contenir 34 papiers, le chapeau contienne 10i = 34 papiers, en suivant la fréequence
relative du tableau 4.2.2.6. Ainsi, méme si 'échantillonnage est effectué sans remplacement, les probabilités développées
précédemment pour [ et | (et placées dans le tableau 4.2.2.7) restent aux moins approximativement valides. Par
exemple, avec 3 400 papiers et en utilisant un échantillonnage sans remplacement, on a :
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99
Arfld | 13) = ——
frw(13]13) = 3=
Ensuite, comme
flu,v)
fo (v | u) =
v fu(u)

| Fur) = fin (v | w)fo (u)

sans remplacement, le calcul

99 1
fi13,13) = 3390 34
est exact. Mais ce qu'il faut retenir, c'est que
9 1
3,399 34
et par conséquent,
1 1
f13,13) = 31 31

Pour cette situation hypothétique ou la taille de la population & = 3, 400 est beaucoup plus grande que la taille de
I'échantillon i = 2, indépendance est une description approximative appropriée des observations obtenues a l'aide d'un
échantillonnage aléatoire simple.

Il'y a d'autres termes pour décrire les variables indépendantes qui suivent la méme distribution marginale.

VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES ET IDENTIQUEMENT DISTRIBUEES

DEFINITION 4.2.2.8. Variables indépendantes et identiquement distribuées.
Si les variables aléatoires X, X2,...,X; ont toutes la méme distribution marginale et sont
indépendantes, on dit qu’elles sont indépendantes et identiquement distribuées (iid).

Par exemple, la distribution conjointe de {F et ¥ donnée dans le tableau 4.2.2.7 indique que [ et ¥ sont des
variables aléatoires iid.

Observations pouvant étre modélisées comme des variables iid

Les exemples standard en statistiques de variables aléatoires iid sont les mesures successives d'un processus
stable et les résultats d'un échantillonnage aléatoire avec

remplacement a partir d'une population unique. La question de savoir si un modele iid est approprié dans une
application statistique donnée dépend donc du fait que le mécanisme de génération de données étudié peut ou
non étre considéré comme conceptuellement équivalent a ces modéles.
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4.2.3 Moyenne et variance des combinaisons linéaires de
variables aléatoires

251
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La section précédente a présenté les mathématiques utilisées pour modéliser simultanément plusieurs variables
aléatoires. Une utilisation importante de ces outils en ingénierie concerne I'analyse des résultats de systémes qui
sont fonctions d'entrées aléatoires. Cette section porte sur la maniére dont la variation d'une variable aléatoire de
sortie dépend

des variables utilisées pour la produire. Nous nous concentrerons sur l'utilisation de combinaisons linéaires de
variables aléatoires.

Distribution d'une fonction de variables aléatoires

Le probléme examiné dans cette section est le suivant. Soient une distribution conjointe pour les variables
aléatoires X, Y, ..., Z et une fonction g(z,y,...,z). L'objectif est de prédire le comportement de la variable
aléatoire

4.2.3.1 U=g(X,Y,...,Z)

-

Dans certains cas trés simples, il est possible de trouver exactement la distribution dont [ hérite de X, Y,..., &

Exemple 4.2.3.1 Distribution du jeu entre deux piéces assemblées dont les dimensions sont déterminées de maniére aléatoire

Supposons qu'une plaque d'acier d'une épaisseur nominale de 0,15 po doit reposer dans une rainure d’'une largeur
nominale de 0,155 po usinée sur la surface d'un bloc d'acier. Un lot de plaques a été fabriqué et les épaisseurs ont été
mesurées, produisant la distribution de fréquence relative du tableau 4.2.3.1; une distribution de fréquence relative pour
les largeurs de rainure mesurées sur un lot de blocs usinés est donnée dans le tableau 4.2.3.2.

Si une plaque est choisie au hasard et qu'un bloc est choisi séparément au hasard, la distribution conjointe naturelle
pour les variables aléatoires

X =I'épaisseur de la plaque
Y = la largeur de la rainure

est indépendante, avec la distribution marginale de X donnée dans le tableau 4.2.3.1 et la distribution marginale de Y
donnée dans le tableau 4.2.3.2. En d'autres termes, le tableau 4.2.3.3 donne une fonction de probabilité conjointe
plausible pour X et Y.

Dismibution de fréquence relative pour 1"épaisseur des
plagues

Epaisseur de la plaque (po) ~ Frequence relative

0,148 0.4
0,149 0.3
0,150 0.3

Tableau 4.2.3.1

253
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Distribution de frequence relative de
largeur des fentes

Largeur de fente (po)

Fréquence relative

0.153
0.154
0.155
0.156

0.2
0.2
0.4
0.2

Tableau 4.2.3.2

Une variable dérivée de X et Y qui présente un intérét potentiel substantiel est le jeu dans I'assemblage plaque/bloc,
U=Y-X

Remarquez qu'en prenant les extrémes représentés dans les tableaux 4.2.3.1 et 4.2.3.2, U doit se trouver dans la
plage comprise entre (0,153 - 0,150 =) 0,003 po et *(0,156 - 0,148 =) 0,008 po. Cependant, on peut obtenir beaucoup plus
d'informations. En examinant le tableau 4.2.3.3, on constate que les diagonales des entrées (du bas a gauche au haut a
droite) correspondent toutes a la méme valeur de Y - X. En additionnant les probabilités sur ces diagonales, on obtient la

distribution de U donnée dans le tableau 4.2.3.4.

Probabilités marginales et jointes pour Vet I

¥ \x 0148 0149 0150 Fr@
0,156 008 006 006 02
0,153 016 012 012 04
0,154 008 006 006 02
0,153 008 006 006 02
frlx) 04 03 03

Tableau 4.2.3.3
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Fonction de probabilite pour le

jeul=Y-X
1 S )
0,003 0.06

0,004 0,12 =0.06 +0.06

0,005 0,26 =0,08 40,06 40,12
0,006 0,26 =0,0840.1240.06
0.007 022 =0.16 +0.06

0.008 0.08

Tableau 4.2.3.4

L'exemple 4.2.3.1 implique une distribution conjointe discréte tres simple et une fonction g trés simple, a savoir,
g(x,y) =y -x. En général, il n'est pas possible en pratique de trouver une solution compléte et exacte pour la
distribution de U = g(X, Y,...,Z ). Heureusement, pour de nombreuses applications des probabilités en ingénierie,
les solutions approximatives et/ou partielles suffisent a répondre aux questions d'intérét pratique.

MOYENNE ET VARIANCE D'UNE COMBINAISON LINEAIRE DE VARIABLES
ALEATOIRES

Pour les besoins de I'ingénierie, il suffit souvent de connaitre la moyenne et la variance de 7 données par
I'équation 4.2.3.1. (Autrement dit, nul besoin de connaitre la distribution compléte de [.) Lorsque c'est le cas et
que § est linéaire, il existe des formules explicites pour trouver ces valeurs.

PROPOSITION 4.2.3.2
Soient X, Y, ..., £ sontn variables aléatoires indépendantes, et @g, @1, 32, - . ., &y, 1 4 1 constantes.
La variable aléatoire [F = ap + a1 X + az Y + - -- + a, & a alors une moyenne de

4233 EU=ay 4+ EX +azEY +---+a, EZ

et une variance de
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4.23.4 VarlU = a} Var X + a3 VarY + - + ai VarZ

L'équation 4.2.3.3 est valide indépendamment du fait que les variables X, Y, ..., & soient dépendantes ou
indépendantes. Par contre, I'équation 4.2.3.4 repose sur I'indépendance des variables, mais il existe une facon de
la généraliser aux cas ou les variables sont dépendantes. Cependant, la forme de I'équation 4.2.3.4 donnée ici est
adéquate pour les besoins actuels.

Un type d'application dans lequel la proposition 4.2.3.2 est immédiatement utile est celui des problemes de
tolérances géométriques, auquel cas on a ag = (}, et les autres a;.

Exemple 4.2.3.2 Jeu d'une plaque d’acier.

Reprenons la situation du jeu nécessaire pour insérer une plaque d'acier dans une rainure usinée sur un bloc d'acier.
Soient A, ¥, et [T I'épaisseur de la plaque, la largeur de la rainure et le jeu (respectivement). Les moyennes et variances
pour ces variables peuvent alors étre calculées. Nous vous invitons a vérifier que

EfXl=0,1480 et Var(\)=6,9x107
EfY)= 01546 et Var¥) = 1,04 x 107"

Comme
U=Y-X=(-1)X+1Y
Il est possible d’appliquer la proposition 4.2.3.2 et de conclure que

E(U)= —1E(X)+ 1E(¥)= — 0,489 + 01546 = 0,0057po
Varfl} = (16,9 =10 " + (1)*1,04 x 10 % =1,73 x 10 ®

Ainsi,
+ Varll= 0,0013 po
Il vaut la peine de vérifier que la moyenne et I'écart-type du jeu obtenu a I'aide de la proposition 4.2.3.2 concordent avec
les valeurs obtenues a l'aide de la distribution de [ figurant dans le tableau 4.2.3.4 et les formules de la moyenne et de

la variance données dans la partie 3. L'avantage d'utiliser la proposition 4.2.3.2 est que si on a seulement besoin de EIf
et de Var(U), ce n'est pas nécessaire de passer par I'étape intermédiaire consistant a obtenir la distribution de [J. Les
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calculs effectués a l'aide de la proposition 4.2.3.2 n'utilisent que les caractéristiques des distributions marginales.

VARIABLES ALEATOIRES X;.X».....X, MODELISANT DES SELECTIONS ALEATOIRES
(AVEC REMPLACEMENT) DANS UNE MEME POPULATION

Une autre utilisation particulierement importante de la proposition 4.2.3.2 concerne n variables aléatoires iid

- 1 . . . .
pour lesquelles les coefficients i1; valent tous —. Autrement dit, lorsque les variables aléatoires X;, Xz,..., X,
i

sont conceptuellement équivalentes a des sélections aléatoires (avec remplacement) dans une méme
population, la proposition 4.2.3.2 indique comment la moyenne et la variance de la variable aléatoire

1 1 1
.'I{: —X[ } —.-'Tz f=oee _.-'I{”
1 n ]
sont liées aux parameétres de la population [t et #2. Pour les variables indépendantes X, Xs,..., X, de méme

moyenne K et de méme variance 42, la proposition 4.2.3.2 énonce que :

4.2.3.5 Moyenne d'une moyenne de 1 variables aléatoires iid

_ 1 1 1 1
EX = —FEX| +—-FEXo+:--++—FEX,=n (—,u,) i
n n

TL TL

et

4.2.3.6 Variance d’'une moyenne de 1 variables aléatoires iid

<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
a7fabdaca13a7c86d0d0875dfb4350c6.png » alt= »\begin{aligned}\operatorname{Var( \bar{X} )} & =\left(\frac{
THnRNright)A2 \operatorname{Var(X_1)} f\left(\frac{ 1H{n}\right)A2 \operatorname{Var(X_2)} +\cdots+\left(\frac{
THNAright)A2 \operatorname{Var(X_{n})} \\& =n\left(\frac{ 1H{n}\right)A2 \sigma”2=\frac{\sigmar2}{n}\end{aligned}

Etant donné que 0-2 /n » title= »\begin{aligned\operatorname{Var( \bar{X} )} & =\left(\frac{ 1}{n}\right)A2

\operatorname{Var(X_1)} +\left(\frac{ 1H{n}\right)A2 \operatorname{Var(X_2)} +\cdots+\left(\frac{ 1}{n}\right)A2
\operatorname{Var(X_{n})} \& =n\left(\frac{ 1}{n}\right)A2 \sigmar2=\frac{\sigma”*2}{n}\end{aligned}

Etant donné que 0-2 /n » class= »latex mathjax »> diminue en n\frac{ 1}{n}title, les équations 4.2.3.5 et 4.2.3.6

présente I'image rassurante de ¥ ayant la distribution de probabilité centrée sur la moyenne de la population g,
avec une dispersion qui diminue au fur et a mesure que la taille de I'échantillon augmente.

Les relations 4.2.3.5 et 4.2.3.6, qui décrivent parfaitement le comportement aléatoire de

X[/latex] sous échantillonnage aléatoire avec remplacement, sont aussi des descriptions approximatives du comportement de [latex] X
dans le cadre d’'une échantillonnage aléatoire simple dans des contextes énumératifs. (Rappelons la discussion
sur I'indépendance approximative des observations résultant d'un échantillonnage aléatoire simple dans une
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grande population.)
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4.2.4 Théoreme central limite

259
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EFFET CENTRAL LIMITE

L'une des statistiques les plus fréquemment utilisées dans les applications d'ingénierie est la moyenne de
I'échantillon. Nous avons déja évoqué les équations pour la moyenne et la variance de la distribution de
probabilité d'une moyenne d'échantillon ou d'une observation unique lorsque le modéle de variables iid
s'applique. L'un des faits les plus utiles de la probabilité appliquée est que si la taille de I'échantillon est
raisonnablement grande, il est également possible d'approximer la forme de la distribution de probabilité de ¥,
quelle que soit la forme de la distribution sous-jacente des observations individuelles. Autrement dit, le fait suivant
est avéreé :

Proposition 4.2.4.1 Théoréme central limite

Soient X1, Xz,...,.X, desvariables aléatoires iid (avec une moyenne i et une variance #2). Pour des
échantillons a grand ., la variable ¥ est approximativement normalement distribuée. (En d'autres termes,
on peut approximer les probabilités de ¥ avec une distribution normale de moyenne [t et de variance
o’ /n.)

La preuve de la proposition 4.2.4.1 dépasse le cadre de ce manuel, mais on peut en saisir intuitivement la notion
a l'aide d'un exemple.

Exemple 4.2.4.1 Effet central limite et moyenne d'un échantillon de numéros de série d'outils (suite)

Reprenons I'exemple de la section 3.2.1.2 concernant le dernier chiffre du numéro de série d'outils pneumatiques
sélectionnés de maniére essentiellement aléatoire. Supposons que

W, = le dernier chiffre du numéro de série observé lundi prochain a 9 h.
W5 = le dernier chiffre du numéro de série observé le lundi suivant a 9 h.

On peut raisonnablement supposer que les variables aléatoires W7, W5 sont indépendantes, chacune avec la fonction
de probabilité marginale :

261
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slw=10,1,2,...
4249 flw) = {g'l sinl:n 0,1,2.-..,9

Cette fonction de probabilité marginale est illustrée a la figure 4.2.4.1

Grace a ce modele, il est trés facile de déduire que W = %{Wl + W3) a la fonction de probabilité donnée au

tableau 4.2.4.1 et illustrée a la figure 4.2.4.2.

A f(w)

E(W) =45
Var(W)= 8,25

B 1L 2 3 4 5 8§ 7 8 B W

Figure 4.2.4.1 Histogramme de probabilité de T/

A f(w) n=2
EW =45
0,10

0,05

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 w

Figure 4.2.4.2 Histogramme de probabilité de W avecq, — 2
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Fonction de probabilité pour W lorsque n =2
wo S w fw w fw w  f@ w  fw)
0,0 0,01 2,0 0,05 4,0 0,09 6,0 0,07 8,0 0,03
0,5 0,02 2,5 0,06 45 0,10 6,5 0,06 85 002
1,0 0,03 3,0 0,07 5,0 0,09 7,0 0,05 9,0 001

¥

1,5 004 35 008 55 008 75 004

L

Tableau 4.2.4.1

En comparant les figures 4.2.4.1 et 4.2.4.2, il est clair que méme pour une distribution sous-jacente complétement plate
et uniforme de }§" et une taille d’échantillon de n = 2, la distribution de probabilité de }§* commence a prendre une forme
de cloche - a tout le moins, plus que la distribution sous-jacente. La raison en est claire. Plus on s'éloigne de la moyenne
ou de la valeur centrale de J§7, moins il y a de combinaisons de 11 et i’z qui peuvent produire une valeur donnée de 1@
. Par exemple, pour que 1§ = (), il faut que W7 = 0 et Wa = 0 - autrement dit, il faut non pas une, mais deux valeurs
extrémes. En revanche, il existe 10 combinaisons différentes de w; et w2 qui produisent |§* = 4.5 .

Il est possible d'utiliser le méme type de logique que celle qui a conduit au tableau 4.2.4.1 pour produire des
distributions de probabilités exactes pour J§° avec de grandes tailles d'échantillons n. Mais ce travail est fastidieux, et
pour indiquer plus ou moins comment l'effet central limite prend le dessus au fur et a mesure que n grossit, il suffit
d'approximer la distribution de }j~ en simulant un échantillon de grande taille. A cette fin, regardons I'histogramme de
fréquence (figure 4.2.4.3) de 1 000 ensembles de valeurs pour les variables iid Wy, W3, ..., W5 (avec une distribution
marginale qui a été simulée et chaque ensemble pondéré pour produire 1 000 valeurs simulées de J§~ avec n = §

Remarquez le caractere en forme de cloche du graphique. (La moyenne simulée de 7 était de
4.508 =~ 4.5 = EW = EW, alors que la variance de Ji~ était de 1,025 = 1,013 = Var{#)= 8,25/8 , en étroite
concordance avec les formules.)
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Fréquence

] N

2 3 4 5 6 7 8 9
Moyenne den =8 W

Figure 4.2.4.3 Histogramme des 1 000 valeurs simulées de W avecq, — 8.

L wle
0 1

Taille de I'échantillon et effet central limite

Ce qui constitue un « grand échantillon n » dans la proposition 4.2.4.1 n'est pas évident. En réalité, la taille de
I'échantillon nécessaire pour que ¥ puisse étre considérée comme essentiellement normale dépend de la forme
de la distribution sous-jacente des observations individuelles. Les distributions sous-jacentes ayant des formes
résolument non normales requiérent des valeurs un peu plus élevées de n. Mais dans la plupart des applications
d'ingénierie, n = 25 est généralement suffisant pour que ¥ soit essentiellement normale pour la majorité des
mécanismes de génération de données. (Les exceptions sont celles qui sont sujettes a la production
occasionnelle de valeurs trés éloignées de la réalité.) En effet, comme le suggere I'exemple 4.2.4.2, dans de
nombreux cas ¥ est essentiellement normale pour des tailles d'échantillon tres inférieures a 25.

L'utilité pratique de la proposition 4.2.4.1 est que, dans de nombreux contextes, il suffit d'une table normale pour
évaluer les probabilités des moyennes d'échantillon.

Exemple 4.2.4.2 Exigence en matiére de délai de vente de timbres.

Supposons qu'il y ait des exigences concernant le délai de vente des timbres, et que nous voulions observer i = 100
durées de service excessives pour obtenir :
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& — le temps moyen de I'échantillon (au-dessus du seuil de T,5sec) nécessaire pour réaliser les 100 prochaines ventes
de timbres.

Supposons en outre que nous voulions approximer P|§ > 17.17] » title= »P[\bar{S}>17] » class= »latex mathjax »>.

Nous supposerons qu'un modéle iid avec une distribution de probabilité marginale exponentielle ¢+ = 1.5 est plausible
pour les temps de service excessifs individuels §. Ainsi, on obtient

E(S) = o = 16,5 sec

et
T
/ 35— & _ -
+/ Var(s) \ 00 1,65 sec

pour &, selon nos équations. En outre, en tenant compte du fait que n = 10 est grand, la table de probabilité
normale peut étre utilisée pour calculer les probabilités approximatives de §. La figure 4.2.4.4 illustre une distribution

approximative pour § et I'aire correspondant a P-S = 17-17] » title= »P[\bar{S}>17] » class= »latex mathjax »>.

La distribution de probabilité
approximative de S est normale,
avec une moyenne de 16,5 et un

¢cart-type de 1,65 B

Valeur approximative
de P[S>17]

16 17

Figure 4.2.4.4 Distribution de probabilité approximative pour S’ et P[S’ > ]_7]

Comme toujours, il faut obtenir les cotes =z avant de consulter la table normale standard. Dans ce cas, la moyenne et
I'écart-type a utiliser sont (respectivement) 16,5 sec et 1,65sec. Les cotes z valent donc :

17 — 16.5
= qes W

Ainsi :
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P[S > 17 = P|Z >030] = 1 - $(0,30) =0,38,; \approx P[Z>0,30]=1-\Phi(0,30)=0,38" title= »P[\bar{S}>17] \approx
P[Z>0,30]=1-\Phi(0,30)=0,38" class= »latex mathjax »>

COTE Z D'UNE MOYENNE D’ECHANTILLON

La cote = calculée dans I'exemple est une application de I'équation générale suivante :

4.2.4.1 Cote z calculée pour la moyenne d’'un échantillon
r—EX T —

v/ Var

J
15

- |

T

Cette application est appropriée lorsqu’on utilise le théoréme central limite pour approximer les probabilités de
la moyenne d’'un échantillon. L'équation 4.2.4.1 est pertinente parce que, comme l'indique la proposition 4.2.4.1,
X est approximativement normale si n est grand, auquel cas il y a des équations pour obtenir sa moyenne et son
écart-type.
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5.0.1 Introduction a l'inférence statistique formelle
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L'inférence statistique formelle utilise la théorie des probabilités pour quantifier la fiabilité de conclusions basées
sur des données. Cette partie présente la logique impliquée dans plusieurs types généraux d'inférence statistique
formelle. Les méthodes spécifiques les plus courantes pour les études statistiques a un et deux échantillons sont
ensuite examinées.

La partie commence par une introduction a l'estimation des intervalles de confiance, en utilisant le cas
important de l'inférence de la moyenne d'un grand échantillon. Le théme des tests d’hypothése est ensuite
abordé, toujours dans le cas de l'inférence de la moyenne d'un grand échantillon. Ces notions générales ayant été
expliquées, les sections suivantes traitent de l'intervalle de confiance standard pour un et deux échantillons et des
méthodes de test d’hypothése pour les moyennes, puis les variances, et enfin les proportions. Enfin, les themes
importants de la tolérance et des intervalles de prédiction sont introduits.

269
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5.0.1 Sources de la partie 5
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La partie 5 de cette ressource éducative libre est principalement adaptée de « Basic Engineering Data Collection
and Analysis » de Stephen B. Vardeman et ]. Marcus Jobe, un ouvrage sous licence CC BY-NC-SA 4.0.

Les modifications apportées concernent la réécriture de certains passages et I'ajout de quelques éléments
originaux mineurs tirés du chapitre 6, ainsi que le formatage pour la plateforme Pressbook et 'adaptation de la
numérotation et de I'imbrication des chapitres.

Le professeur émérite de I'Université de I'l'owa Stephen Vardeman et le professeur émérite de I'Université de
Miami J. Marcus Jobe (ISU PhD, 1984) ont placé leur livre Basic Engineering Data Collection and Analysis, publié
a l'origine par Duxbury/Thompson Learning/Cengage, en téléchargement libre sous licence CC BY-NC-SA
internationale 4.0, par l'intermédiaire de I'lowa State University Digital Press. Ce manuel est disponible a I'adresse

https://www.iastatedigitalpress.com/plugins/books/127/
et est affecté du DOI suivant

https://doi.org/10.31274/isudp.2023.127
Le manuel Basic Engineering Data Collection and Analysis est essentiellement une révision/deuxiéme édition
de l'ouvrage Statistics for Engineering Problem Solving de Vardeman, qui a remporté, en 1994, le Meriam/Wiley

Distinguished Author Award de I'American Society for Engineering Education.

Le module 5.3 est issu de « Statistics for Research Students », de Erich C. Fein, John Gilmour, Tanya Machin et Liam
Hendry - https://usq.pressbooks.pub/statisticsforresearchstudents/

Partie 9 : Statistiques non paramétriques

Statistics for Research Students Droits d'auteur © 2022 University of Southern Queensland. Cet ouvrage est
sous licence Creative Commons Attribution 4.0 International License, sauf mention contraire.
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5.1.1 Intervalles de confiance de la moyenne d’'un grand
échantillon
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INTERVALLES DE CONFIANCE DE LA MOYENNE D'UN GRAND ECHANTILLON

De nombreuses applications importantes des statistiques dans le domaine de lingénierie s'inscrivent dans le
moule standard suivant. Les valeurs des parametres d’'un processus de génération de données sont inconnues, et
I'objectif est d'utiliser des données pour

1. trouver un intervalle de valeurs susceptible de contenir un parametre inconnu (ou une fonction d'un ou
plusieurs parametres) et

2. quantifier la « probabilité » que l'intervalle couvre la valeur correcte.

Par exemple, un équipement qui distribue des aliments pour bébés dans des pots peut produire un niveau
de remplissage moyen p inconnu. |l peut étre important de déterminer un intervalle basé sur des données
susceptible de contenir p et d'évaluer la fiabilité de l'intervalle. Ou encore, une machine qui usine des filetages
sur des boulons en U peut présenter une variation inhérente dans la longueur des filetages, que I'on peut décrire
en termes d'écart-type o. Le but de la collecte de données pourrait alors é&tre de produire un intervalle de valeurs
probables pour o en précisant le degré de confiance de lintervalle. Ou encore, deux méthodes différentes de
fonctionnement d'une machine de granulation peuvent avoir des propensions inconnues différentes a produire
des granulés défectueux (disons, p1 et p2). Il pourrait falloir utiliser les données pour trouver un intervalle pour
p1 - p2 et fournir le niveau de confiance associé a cet intervalle.

DEFINITION 5.1.1.1 Intervalle de confiance

Un intervalle de confiance pour un parametre (ou une fonction d’'un ou de plusieurs parametres) est un
intervalle numérique basé sur des données et considéré comme susceptible de contenir le paramétre (ou
la fonction d'un ou de plusieurs paramétres), avec un certain niveau de confiance (ou de fiabilité) établi
selon la théorie des probabilités.

Cette section traite de la facon dont les fondements de la probabilité conduisent a des formules simples pour
trouver les intervalles de confiance de la moyenne p d’'un grand échantillon. Le cas inhabituel ou I'écart-type o est
connu est traité en premier. Un raisonnement paralléle permet ensuite d'obtenir une formule pour la situation
beaucoup plus courante ou o n'est pas connu. La section se termine par des discussions sur trois questions
pratiques liées a I'application des intervalles de confiance.
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INTERVALLE DE CONFIANCE POUR # IMPLIQUANT < (N = GRAND)

L'exemple 4.1.4.3 concernait un processus de remplissage physiquement stable, dont I'écart-type de poids net
était de o =1,6 g. Etant donné que, pour un grand n, la moyenne d’échantillon des variables aléatoires iid est
approximativement normale, cet exemple a montré que pour n =47 et
# = le poids net de remplissage moyen de I'échantillon de 47 pots remplis par le procédé (g)
il y a environ 80 % de chances que & soit a 0,3 gramme de p. Ce fait est illustré a nouveau a la figure 5.1.1.1.

F 03<¥ <pu+03]=0% o s
[n S R RELila, Pour v =47, Ia distnbution
approximative de ¥ présente

un écart-type de # =023g

1 1 ]
- 03 u p+03

Figure 5.1.1.1 Distribution de probabilité approximative pour \bar{x} avec
n=47

A ce stade, nous devons nous consacrer a la notation.

Conventions de notation Dans la partied, les lettres majuscules ont été

soigneusement utilisées pour dénoter les variables

aléatoires, et les lettres minuscules correspondantes,

pour les valeurs possibles ou observées. Mais ici, nous utilisons un symbole minuscule,  comme variable aléatoire

de la moyenne de I'échantillon. Il s'agit 1a d'un usage statistique assez courant, qui correspond au type de

convention utilisé dans les parties précédentes. Nous allons donc abandonner le respect strict de la convention

des majuscules introduite a la partie 4. Les variables aléatoires sont souvent symbolisées par des lettres

minuscules, et les mémes symboles sont utilisés pour les valeurs observées. La convention des majuscules de la

partie 4 est particulierement utile pour apprendre les bases de la probabilité. Mais une fois ces bases maitrisées,

il est courant d’'abuser de la notation et de déterminer a partir du contexte s'il s'agit d'une variable aléatoire ou de
sa valeur observée.

La facon la plus courante d’analyser un graphique comme celui de la figure 5.1.1.1 est de le voir comme la
probabilité que

5.1.1.1 <img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
€637a12264a4b56921ee3431df9c1b86.png » alt= »\mu-0,3<\bar{x}<\mu+0,3" title= »\mu-0,3<\bar{x}

Autrement dit, il s'agit de la probabilité que & se situe dans un intervalle centré sur p et de longueur 2(0,3) = 0,6.
Mais on peut aussi voir cela comme la probabilité qu'un intervalle centré sur & et de longueur 0,6 comprenne p.
Algébriquement, l'inégalité 5.1.1.1 est équivalente a

5.1.1.2 <img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
Ob4f461aa5a2a1418b4d9a7b53ac7b90.png » alt= »\bar{x}-0,3<\mu<\bar{x}+0,3" title= »\bar{x}-0,3<\mu

Cependant, cette nouvelle inégalité change I'éclairage du probleme. Le fait que I'expression 5.1.1.2 ait environ
80 % de chances d'étre vraie chaque fois qu'un échantillon de 47 poids de remplissage est prélevé suggere que
lintervalle aléatoire
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5.1.1.3 (T -03,%+0,3)

peut étre utilisé comme intervalle de confiance pour p, avec une fiabilité ou une confiance associée de 80 %.

Exemple 5.1.1.1 Intervalle de confidence pour le poids moyen d’un procédé de remplissage

Supposons que pour un échantillon de n = 47 pots, on a &= 138,2 g. L'expression 5.1.1.3 suggere alors l'intervalle dont
les extrémités sont
1382g+4+03¢g
(c'est-a-dire l'intervalle de 137,9 g a 138,5 g) correspond a l'intervalle de confiance de 80 % pour le poids de remplissage
moyen du processus.

Ce n'est pas difficile de généraliser la logique qui a conduit a I'expression 5.1.1.3. Chaque fois qu'un modele iid
est approprié pour les éléments d'un grand échantillon, le théoréme central limite implique que la moyenne de
I'échantillon & est approximativement normale avec une moyenne p et un écart-type de o/vn. Ainsi, si pour p > 0,5,
z est le quantile p de la distribution normale standard, la probabilité que

5.1.1.4 <img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
23e5ea2cfa26dee2d7c3778c4b18b463.png » alt= »\mu-z \frac{\sigma}{\sqrt{n}}<\bar{x}<\mu+z
\frac{\sigma}{\sqrt{n}} » title= »\mu-z \frac{\sigma}{\sqrt{n}}<\bar{x}

vaut approximativement 1 - 2(1 - p). Mais l'inégalité 5.1.1.4 peut étre réécrite comme suit :
5.1.1.5 <img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
0f6a0d4dd99aa1e750fbd9552ca6389c.png » alt= »\bar{x}-z \frac{\sigma}{\sqrt{n}}<\mu<\bar{x}+z
\frac{\sigma}{\sqrt{n}} » title= »\bar{x}-z \frac{\sigma}{\sqrt{n}}<\mu

et considérée comme I'éventualité que l'intervalle aléatoire avec les extrémités

EXPRESSION 5.1.1.6 Bornes de l'intervalle de confiance de [ (o connu, n = grand)

_ o
E+z—m
TL

comprend la moyenne p inconnue. Ainsi, un intervalle avec les extrémités 5.1.1.6 est un intervalle de confiance
approximatif pour p, avec un niveau de confiance 1 - 2(1 - p).

Dans une application, le z de I'équation 5.1.1.6 est choisi de sorte que la probabilité normale réduite entre -z et z
corresponde a un niveau de confiance souhaité. La table A1.1 de I'annexe (Table de probabilités de la loi normale
centrée réduite) peut étre utilisée pour valider les entrées du tableau 5.1.1.1. (Ce tableau donne les valeurs de z a
utiliser dans I'expression 5.1.1.6 pour quelques niveaux de confiance courants).
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z pour calculer les intervalles

bilatéraux 4 grand n de ©

Confiance

sounhaitée z
200 128
90% 1.645
95% 1.96
08% 233
D9ty 2,58

Tableau 5.1.1.1

Exemple 5.1.1.2 Intervalle de confiance pour I'écart moyen par rapport a la valeur nominale dans une opération de meulage

Dib, Smith et Thompson ont étudié un processus de meulage utilisé dans la reconstruction des moteurs automobiles.
La variabilité naturelle a court terme associée aux diameétres des manetons des vilebrequins de moteurs meulés par
le procédé était de l'ordre de 0=0,7 x 10 po. Supposons que le processus de meulage des manetons puisse étre
considéré comme physiquement stable sur des séries de 50 manetons ou moins. Si 32 diameétres de maneton consécutifs
présentent un écart moyen par rapport a la valeur nominale de & =-0,16 x 107 po, on peut utiliser I'expression 5.1.1.6
pour établir un intervalle de confiance pour I'écart moyen du processus actuel par rapport a la valeur nominale.
Considérons un niveau de confiance de 95 %. En consultant le tableau 5.1.1.1 (ou en réalisant autrement que le quantile
p = 0,975 de la distribution normale standard correspond a 1,96), on utilise z= 1,96 dans I'équation 5.1.1.6. (On utilise
p = 0,975 puisque 0,95 = 1 - 2(1 - 0,975).) Ainsi, l'intervalle de confiance de 95 % pour I'écart moyen du procédé actuel par
rapport au diamétre nominal du maneton a pour bornes

|
—16x 107* + (l.ﬂﬁ]ﬂ

a2
soit
—0,40 % 107" po et 0,08 x 10~ po
Un intervalle comme celui-ci pourrait avoir une importance technique pour déterminer la pertinence de procéder a un
ajustement de l'objectif du processus. L'intervalle comprend a la fois des valeurs positives et négatives. Par conséquent,
méme si ¥ <0, les informations dont nous disposons ne sont pas suffisamment précises pour nous permettre de
déterminer avec certitude dans quelle direction le processus de meulage doit étre ajusté. Ces données, jumelées au fait
que les ajustements potentiels de la machine sont probablement plus grossiers que I'erreur d'ajustement la plus probable
#=-0,16x10"% po, suggere fortement de ne pas modifier 'objectif du processus.

INTERVALLE DE CONFIDENCE GENERALEMENT APPLICABLE POUR ¢
(N = GRAND)

Bien que l'expression 5.1.1.6 fournisse un intervalle de confiance mathématiquement correct, la présence de o
limite fortement son utilité pratique. Il est inhabituel de devoir estimer une moyenne u en connaissant déja o
(qu'on pourrait alors insérer dans une équation). Ces situations se produisent principalement dans des situations
de fabrication comme celles des exemples 5.1.1.1 et 5.1.1.2. Une expérience passée considérable peut parfois
donner une valeur raisonnable a g, tandis que les dérives des processus physiques au fil du temps peuvent
remettre en question la valeur actuelle de p.
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Heureusement, on peut modifier le raisonnement qui a conduit a I'expression 5.1.1.1 pour obtenir une équation
d'intervalle de confiance pour p qui ne dépend que des caractéristiques de I'échantillon. L'argument conduisant
a l'expression 5.1.1.6 repose sur le fait que pour des n grands, & est approximativement normale avec une
moyenne Y et un écart-type o/vn. Autrement dit, la variable

T —
5.1.1.7 4= —

3T

est approximativement normale réduite. La présence de o dans I'équation 5.1.1.7 est ce qui conduit a sa présence
dans l'expression 5.1.1.6 pour l'intervalle de confiance. Mais une légére généralisation du théoréme central limite
garantit que si n est grand,

T — i
5.1.1.8 4=—

T

est également approximativement normale réduite. Cette fois-ci, il n'y a pas de o.
En partant du fait que (lorsqu'un modele iid pour les observations est approprié et que n est grand) la
variable 5.1.1.8 est approximativement normale réduite, le raisonnement est le méme que précédemment. Pour

un z positif,
T — i

<z

équivaut a
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
b932991fa9407c4d40d2e0aeec54cc28.png » alt= »\mu-z \frac{SH\sqrt{n}}<\bar{x}<\mu+z \frac{SH{\sqrt{n}} »
title= »\mu-z \frac{SH{\sqrt{n}}<\bar{x}
qui a son tour, équivaut a
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
577f2908f08263064a6791ad9a634f85.png » alt= »\bar{x}-z \frac{SH\sqrt{n}}<\mu<\bar{x}+z \frac{SH{\sqrt{n}} »
title= »\bar{x}-z \frac{S}H\sqrt{n}}<\mu
Ainsi, I'intervalle dont le centre aléatoire est & et la longueur aléatoire est 2zs/vn - autrement dit, avec des
bornes aléatoires

EXPRESSION 5.1.1.9 Intervalle de confiance pour i (n = grand)
4
Ttz—0
N

peut étre utilisé comme intervalle de confiance approximatif de p. La valeur de z doit étre choisie de sorte que la
probabilité normale standard entre -z et z corresponde au niveau de confiance voulu.

Example 5.1.1.3 Couples de rupture et défaillances des disques durs
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Dans larticle « The Case of the Derailed Disk Drives » (Mechanical Engineering, 1988), F. Willett évoque une étude
réalisée pour isoler la cause de la « défaillance du code de clignotement A » dans un modeéle de disque dur Winchester.
Les données de cet article ont été reprises a la figure 5.1.1.2, qui présente les couples de rupture (po 0z) nécessaires pour
desserrer le dispositif d'interruption du lecteur sur I'arbre du moteur pas a pas pour 26 disques durs renvoyés au fabricant
pour une défaillance du code de clignotement A. Pour ces données, # = 11,5 po ozets =5,1 po oz.

Si l'on considére que les disques durs qui ont produit les données de la figure 5.1.1.2 représentent la population
des lecteurs sujets a une défaillance du code de clignotementA, il semble raisonnable d'utiliser un modeéle iid et
I'expression 5.1.1.9 pour estimer le couple de rupture moyen de la population. On choisit d'utiliser un intervalle de
confiance de 90 % pour p; le tableau 5.1.1.1 donne alors z = 1.645.En utilisant I'expression 5.1.1.9, on obtient les bornes

11,5 + 1,645 o1

3/ 26

(c'est-a-dire 9,9 et 13,1 po 02).

L'intervalle montre que le couple de rupture moyen pour les lecteurs présentant une défaillance du code de
clignotement A était nettement inférieur a la valeur cible de 33,5 po oz fixée par l'usine, ce qui a été essentiel pour trouver
et éliminer un défaut de conception dans les lecteurs.

Figure 5.1.1.2 Couples nécessaires pour
desserrer 26 indicateurs d'interrupteurs

QUELQUES COMMENTAIRES SUR LES INTERVALLES DE CONFIANCE

Les expressions 5.1.1.6 et 5.1.1.9 ont été utilisées pour établir des déclarations de confiance du type « u est
compris entre a et b ». Mais souvent, une déclaration telle que « p est au moins égal a ¢» ou « u n'est pas
supérieur a d» aurait une plus grande valeur pratique. Par exemple, un.e ingénieur.e automobile pourrait
déclarer: « L'émission moyenne de monoxyde d'azote pour ce moteur est au maximum de 5ppm». Un.e
ingénieur.e en génie civil peut aussi vouloir faire une déclaration telle que «la résistance moyenne a la
compression des échantillons de ce type de béton est d'au moins 4 188 psi ». En d'autres termes, les problémes
pratiques d'ingénierie se préte parfois mieux a des intervalles de confiance unilatéraux.
L'élaboration de formules pour les intervalles de
Etablissement d’'intervalles de confiance unilatéraux ne pose pas de réel probleme. Si
confiance unilatéraux vous disposez d'une formule bilatérale viable, il suffit de
faire ce qui suit :
1. Remplacer la limite inférieure par —« ou la limite
supérieure par +,
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2. Ajuster le niveau de confiance déclaré a la hausse de maniére appropriée (ce qui implique généralement
de diviser le « niveau de confiance » par 2).
Cette méthode fonctionne non seulement avec les expressions 5.1.1.6 et 5.1.1.9, mais aussi avec les autres
intervalles de confiance bilatéraux présentés dans cette partie.

Exemple 5.1.1.4 (suite)

Pour le couple moyen de rupture des disques durs défectueux, définissions un intervalle de confiance unilatéral a 90 %
pour u de la forme (-, #), avec # un nombre approprié. En d'autres termes, cherchons une limite de confiance supérieure
(#) de 90 % pour p.

Pour obtenir un intervalle de confiance unilatéral a 90 %, on part d'un intervalle de confiance bilatéral a 80 % pour y, et

on remplace la limite inférieure par -«. Ainsi, en utilisant I'expression 5.1.1.9, la limite de confiance supérieure a 90 % pour
le couple de rupture moyen est la suivante :

F+1,28— — 11,5+ 1,281 — 12,8 pooz
Vi V26

De maniére équivalente, I'intervalle de confiance unilatéral a 90 % pour p est (-, 12,8).

Le chiffre de 12,8 po oz est inférieur a la limite supérieure de 13,1 pooz de lintervalle bilatéral a 90 % trouvé
précédemment (et plus proche de la moyenne de I'échantillon). Dans le cas unilatéral, -~ est déclaré comme limite
inférieure, de sorte qu'il n'y a pas de risque de produire un intervalle contenant uniquement des nombres plus grands que
linconnue p. Il est donc possible d'utiliser une limite supérieure plus petite que celle de l'intervalle bilatéral correspondant.

Un deuxiéme probléeme lié a [lapplication des

Interprétation des intervalles de intervalles de confiance est la compréhension correcte

confiance de la signification technique du terme confiance.

Malheureusement, il est facile de se méprendre a ce
sujet. Il est donc important d’exposer avec soin ce que la
confiance
signifie et ne signifie pas.

Avant de sélectionner un échantillon et d'utiliser I'expression 5.1.1.6 ou 5.1.1.9, la signification d'un niveau
de confiance est évidente. En choisissant un niveau de confiance (bilatéral) de 90 % et donc z=1,645 pour
I'expression 5.1.1.9, avant la sélection de I'échantillon et les calculs, « il y a environ 90 % de chances de trouver un
intervalle qui comprend p ». Sous forme de symboles, cela pourrait étre exprimé comme suit :

<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
b4b1dca0965666b2b65d21cdce2c71b6.png » alt= »P\left[\bar{x}-1,645 \frac{s}{\sqrt{n}}<\mu<\bar{x}+1,645
\frac{sH{\sqrt{n}H\right] \approx 0,90" title= »P\left[\bar{x}-1,645 \frac{s}{\sqrt{n}}<\mu

Mais comment envisager un niveau de confiance apreés la sélection de I'échantillon? En fait, c'est la une toute
autre question. Une fois les chiffres introduits dans I'expression 5.1.1.6 ou 5.1.1.9, les dés sont déja jetés et
I'intervalle numérique est soit correct, soit erroné. La difficulté pratique est que si on ne peut déterminer lequel
des deux est le cas, il n'est plus logique d'associer une probabilité a I'exactitude de l'intervalle. Par exemple, cela
n'aurait aucun sens d’examiner a nouveau l'intervalle bilatéral obtenu dans I'exemple 5.1.1.3 et d'essayer de dire
quelque chose comme « il existe une probabilité de 90 % que p soit compris entre 9,9 et 13,1 po 0z ». py n'est pas
une variable aléatoire; il s'agit d'une quantité fixée (bien qu’inconnue) qui se situe - ou pas - entre 9,9 et 13,1. Il n'y
a plus de probabilité dans la situation a discuter.

Que signifie donc que (9,9, 13,1) est un intervalle de confidence a 90 % pour p? Qu'on le veuille ou non,
I'expression « 90 % de confiance » fait davantage référence a la méthode utilisée pour obtenir I'intervalle (9,9,
13,1) qu'a l'intervalle lui-méme. Pour déterminer l'intervalle, une méthodologie a été utilisée qui produirait des
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intervalles numériques se situant entre p dans environ 90 % des applications répétées. Mais la validité de cet
intervalle en particulier dans cette application est inconnue et n'est pas quantifiable en termes de probabilité. Une
personne qui, au cours de sa vie, définit de nombreux intervalles de confiance de 90 % peut s'attendre a avoir un
« taux de réussite au cours de sa vie » d'environ 90 %. Mais la validité d'une application donnée n'est généralement
pas connue.

Voici un bref énoncé pour résumer ces discussions.

DEFINITION 5.1.1.2 Interprétation des intervalles de confiance

Dire qu'un intervalle numérique (a, b) est (par exemple) un intervalle de confiance a 90 % pour un
paramétre, c'est dire qu’en l'obtenant, on a appliqué des méthodes de collecte de données et de calcul qui
produiraient des intervalles comprenant le paramétre dans environ 90 % des applications répétées. Le fait
que l'intervalle (a, b) en question comprenne - ou pas - le parameétre est inconnu et ne peut étre décrit en
termes de probabilité.

On peut penser que la définition 5.1.1.2 donne une signification assez faible au niveau de la fiabilité associée aux
intervalles de confiance. Néanmoins, il s'agit de l'interprétation correcte, et c'est tout ce a quoi on peut s'attendre
rationnellement. Et bien que linterprétation correcte puisse sembler peu attrayante au départ, les méthodes
d'intervalle de confiance se sont révélées d’'une grande utilité pratique.

TAILLE DE L'ECHANTILLON POUR ESTIMER &

Pour conclure cette introduction aux intervalles de confiance, notons que les expressions 5.1.1.6 et 5.1.1.9
peuvent donner des réponses quantitatives rudimentaires a la question « Quelle doit étre la taille de n? ». En
utilisant I'expression 5.1.1.9, par exemple, si on connait 1) le niveau de confiance souhaité, 2)
I'estimation du pire cas pour I'éca rt-type de I'échantillon, et 3) la précision d'estimation souhaitée
pour y, il est facile de déterminer la taille de I'échantillon correspondant. Autrement dit, supposons que le niveau
de confiance souhaité dicte la valeur de z utilisée dans I'expression 5.1.1.9, que s est la valeur probable du pire cas

pour |'écart type de I'échantillon, et qu’'on souhaite avoir une ou des limites de confiance de la forme & + A. Soit

A
N

Onisole n, ce qui donne:

Exemple 5.1.1.3 suite

Supposons que, dans le cas du probléme des disque durs, les ingénieur.e.s veulent approfondir I'analyse des données
de la figure 5.1.1.2 en procédant a des essais sur de nouveaux lecteurs aprés les avoir soumis a des conditions de
température accélérée (élevée) dans le but de comprendre le mécanisme a l'origine de la création des faibles couples
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de rupture. Supposons en outre que le couple de rupture moyen des lecteurs soumis a des contraintes de température
doit étre estimé avec un intervalle de confiance bilatéral de 95 % et que la variabilité du couple attendue n'excéde pas la
valeur s = 5,1 po oz obtenue a partir des lecteurs retournés. On souhaite obtenir une précision d'estimation de +1 po oz.
En utilisant la partie + de I'expression 5.1.1.9 et en se reportant au tableau 5.1.1.1, I'exigence est la suivante :

.1
1= 1.965—
[
En isolant n, on obtient :
1.96)(5.1)\ ?
e (B0EDY g

Il faudrait donc étudier n = 100 disques durs soumis a des contraintes de température. Si ce nombre n'est pas pratique,
les calculs indiquent au moins que le fait de descendre en dessous de cette taille d'échantillon entrainera une réduction
de la confiance ou de la précision associée a l'intervalle final (a2 moins que la variabilité associée aux nouveaux disques soit
inférieure a celle des disques retournés).

Il'y a deux raisons pour lesquelles les calculs effectués dans I'exemple précédent ne constituent pas une réponse
absolue a la question de la taille de I'échantillon. La premiére, c'est que leur validité dépend de la justesse de s,
l'estimation de I'écart-type de I'échantillon. Si s est sous-estimé, n sera trop petit. (De méme, si on surestime s par
exceés de prudence, I'échantillon sera inutilement grand.) La deuxiéme, c'est que I'expression 5.1.1.9 repose sur
I'hypothése d'un grand échantillon. Si les calculs donnent un n inférieur a environ 25 ou 30, il faudra augmenter la
taille pour garantir la validité de I'expression 5.1.1.9.
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OBJECTIF DES TESTS D'HYPOTHESE

Le chapitre précédent a illustré la facon dont les probabilités peuvent permettre d'estimer un intervalle de
confiance. Ce chapitre présente en paralléle les tests d’hypothése.

Les tests d’hypothése consistent a utiliser des données pour évaluer quantitativement la plausibilité d'une
valeur d'essai d'un parametre (ou d’'une fonction d'un ou plusieurs parameétres). Cette valeur d’essai représente
généralement le statu quo ou l'estimation pré-expérimentale. Par exemple, en ingénierie des procédés, on peut
utiliser des tests d’hypothése pour évaluer la plausibilité que le procédé actuel utilisé pour remplir des pots
de nourriture pour bébés produise effectivement un remplissage moyen correspondant a la valeur idéale de
138 g. Ou encore, deux méthodes différentes de fonctionnement d'une machine de granulation peuvent avoir
des propensions inconnues a produire des pastilles défectueuses (disons, p1 et p2), et le test d’hypothése servir a
évaluer la plausibilité de pq - p2 = 0 (C'est-a-dire, que les deux méthodes sont aussi efficaces I'une que l'autre).

Cette section expligue comment les notions de base des probabilités conduisent a des expressions simples
pour les tests d’hypothese concernant la moyenne p d'une grand échantillon. Elle présente la terminologie des
tests d’hypothéses dans le cas ou l'écart-type o est connu. Ensuite, un format en cing étapes pour résumer les
tests d’hypothéses est présenté. On considére ensuite le cas, plus général, des tests d’hypothése pour p lorsque o
n'est pas connu. La section se termine par deux discussions sur des questions pratiques liées a 'application de la
logique des tests d'hypothéses.

TESTS D'HYPOTHESE POUR # IMPLIQUANT o« (N = GRAND)

Rappelez-vous I'exemple 4.1.4.3, qui concernait un processus de remplissage physiquement stable, dont I'écart-
type de poids net était de o = 1,6 g. Supposons en outre qu'avec un poids déclaré (sur I'étiquette) de 135 g, les
ingénieurs de processus ont fixé un poids net moyen cible de 135 + 30 = 139,8 g. Enfin, supposons que lors d’'un
contrdle de routine du processus de remplissage destiné a détecter tout changement de la moyenne du processus
par rapport a sa valeur cible, un échantillon de n = 25 pots a produit & = 139.0 g. Qu'est-ce que cette valeur nous
apprend sur la plausibilité que la moyenne actuelle du processus respecte bien l'objectif de 139,8 g?

Le théoréme centra limite peut étre invoqué ici. Si effectivement la moyenne actuelle du processus est de
139,8 g, # a une distribution approximativement normale avec une moyenne de 139,8 g et un écart-type
o/Vn =1,6/V25 = 0,32 g, comme le montre la figure 5.1.2.1, qui montre aussi la valeur observée de # = 139,0 g.

La figure 5.1.2.2 illustre image normale standard qui correspond a la figure 5.1.2.1. Elle repose sur le fait que si
la moyenne actuelle du processus est conforme a l'objectif de 139,8 g, alors le fait que & soit approximativement
normal avec une moyenne p et un écart-type o/vn = 0,32 g implique que

F—139.8 T -—1398
5.1.2.1 - — 30

T

1|°‘

=

L

est approximativement normale réduite. La valeur & = 139,0 g observée a la figure 5.1.2.1 correspond
alavaleurdez=-2,5alafigure 5.1.2.2.

283
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’/,..— 51 u=1398 Ia dismbution
approximative de ¥ est normale
o avec une moyenne de 139 8 et
Gbs-.;n'e X un écart-type de 0,32

- |
139.0 139.8

Figure 5.1.2.1 Distribution de probabilité approximative pour \bar{x}
avec | = 139,8 g. et la valeur observée de \bar{x} = 139,0 g.

Sip= 1398, la distmbution
/’ approximatve de 7 — w
est normale standard o

Figure 5.1.2.2 Distribution normale réduite de la figure 5.1.2.1

La figure 5.1.2.1 et la figure 5.1.2.2 montrent clairement que si la moyenne du processus est conforme a I'objectif
de 139,8 g (et que les chiffres sont donc corrects), on a observé une valeur de & (ou une valeur de z associée) assez
extréme ou rare. Bien sQr, il arrive que des phénomeénes extrémes ou rares se produisent, mais la valeur dez (et
de z) observée semble plutdt infirmer I'hypothese que le processus se déroule comme prévu.

Les chiffres suggerent méme un moyen de quantifier leur propre invraisemblance, soit de calculer la probabilité
associée aux valeurs de & (ou Z ) au moins aussi extréme que celle observée. L'expression « au moins aussi
extréme » doit maintenant étre définie par rapport a l'objectif initial de la collecte de données, a savoir détecter
une valeur de p inférieure ou supérieure a la valeur cible. Les valeurs de & < 139,0 g (z < -2,5) sont aussi extrémes
que celle observée, et ce serait également le cas des valeurs de &> 140,6 g (z>2,5). (Dans le premier cas, &
suggérerait une valeur de p inférieure a la cible; dans le second, une valeur supérieure.) En d'autres termes,
l'invraisemblance d'étre sur la cible peut étre quantifiée en notant que si c'était le cas, seule une fraction de

P(-2.5) + (1 - #(2.5)) = .01

de tous les échantillons produirait la valeur & (ou z ) aussi extréme que celle
observée. Cela revient a dire que les données infirment assez fortement I'hypothése selon laquelle le processus
respecte sa cible.

L'argument qui vient d'étre présenté est une application de la logique typique du test d’hypothése. Afin de
rendre le fil de pensée évident, il est utile d'en isoler certains éléments sous forme de définition. La
définition 5.1.2.1 aborde cette tache en reformulant I'objectif général des tests d’hypothese.
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DEFINITION 5.1.2.1 Test d’hypothése statistique
Un test d’hypothése statistique consiste a utiliser des données pour évaluer quantitativement la
plausibilité d'une valeur d'essai d'un parametre (ou d’'une fonction d’'un ou plusieurs parametres).

Logiquement, les tests d’hypothéses commencent par la spécification de I'essai ou de la valeur hypothétique. II
existe une terminologie et une notation pour énoncer cette valeur.

DEFINITION 5.1.2.2 Hypothése nulle
Une hypothése nulle est un énoncé de la forme
Parametre = #
ou
Fonction de parametres = #

(pour un nombre #) qui constitue la base d'investigation dans un test d’hypothése. Une hypothese
nulle est généralement formulée pour représenter le statu quo ou l'estimation pré-expérimentale du
parameétre (ou de la fonction du ou des parametres). On la note généralement Hj;.

La notion d’hypothese nulle est vraiment centrale dans les tests d’hypothése. La partie « nulle » de l'expression
« hypothése nulle » fait référence au fait que les hypotheéses nulles sont des déclarations d'absence de différence,
ou autrement dit, d'égalité. Par exemple, dans le contexte du remplissage des pots, I'usage standard serait d'écrire

5.1.2.2 Hy : p=139.8

ce qui signifie qu'il n'y a pas de différence entre p et la valeur cible de 139,8 g.
Aprés avoir formulé une hypothése nulle, il faut préciser quels types d'écarts par rapport a cette hypothése sont
intéressants.

DEFINITION 5.1.2.3 Hypothése alternative

Une hypothese alternative est un énoncé qui s'oppose a I'hypothése nulle. Il spécifie les formes d'écart
par rapport a I'hypothése nulle qui doivent étre prises en compte. L'hypothése alternative se note
généralement H,. Elle est de la méme forme que I'hypothese nulle correspondante, a I'exception du signe
d'égalité qui est remplacé par # > ou <.
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Souvent, 'hypothese alternative repose sur les soupgons et ou les espoirs de lingénieur.e quant a la situation
réelle, ce qui équivaut a une sorte d'hypothése de recherche qu'on espére démontrer. Par exemple, si on teste
ce qui est censé étre un dispositif permettant d'améliorer la consommation d'essence d'une automobile, on
pourrait émettre I'hnypothése nulle « pas de changement a la consommation d'essence » et 'hypothese alternative
« réduction de la consommation ».

Les définitions 5.1.2.2 et 5.1.2.3 impliquent toutes deux que, dans le cas d'un test portant sur une moyenne

unique, les trois paires possibles d’hypotheses nulle et alternative sont les suivantes :
Hy:p=% Ho:p=7% Hop:p=3

Hoop=df Hozp<df Ha:pd #\g g \mathrm{H}_{\mathrm{a}}: \mu\# & \mathrm{H}_{\mathrm{a}}:
\mu
Dans I'exemple du remplissage des pots, il faut détecter a la fois la possibilité de sous-remplissage (u < 139,8 g)
et la possibilité de surremplissage (1 > 139,8 g). Par conséquent, 'hypothese alternative suivante est appropriée :

5.1.2.3 H, :p #1398

Une fois que les hypotheses nulle et alternative ont été établies, il faut définir soigneusement la maniére dont
les données seront utilisées pour évaluer la plausibilité de I'hypothese nulle. Cela implique de spécifier une
statistique a calculer, une distribution de probabilité appropriée si I'nypothése nulle est vraie, et les types de
valeurs observées qui infirmeront I'hypothése nulle.

DEFINITION 5.1.2.4 Statistique de test

Une statistique de test est la forme particuliere de synthése des données numériques utilisée dans un
test d’'hypothése. La formule de la statistique de test implique généralement le nombre apparaissant dans
I'hypothese nulle.

DEFINITION 5.1.2.5 Distribution nulle
La distribution nulle (ou distribution de référence) d’'une statistique de test est la distribution de
probabilité décrivant la statistique de test, a condition que I'hypothése nulle soit effectivement vraie.

Les valeurs de la statistique de test considérées comme mettant en doute la validité de I'hypothése nulle sont
spécifiées aprés avoir examiné la forme de I'nypotheése alternative. En gros, on identifie les valeurs qui ont plus de
chances de se produire si la réalité correspond a I'hypothese alternative plutdt qu’a I'hnypothese nulle.

La discussion sur le processus de remplissage a oscillé entre I'utilisation de & et sa version normalisée z donnée
par I'équation 5.1.2.1 pour les statistiques de test. L'équation 5.1.2.1 est une forme spécialisée de la statistique de
test générale pour p (avec n grand et o connu):
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5.1.2.4 Z=—

pour le cas actuel, ou, selon I'hypothése, p=139,8 g, avec n=25 et 0 =1,6. Il est plus pratique d’envisager la
statistique de test pour ce type de probléme sous la forme normalisée présentée dans I'équation 5.1.2.4 plutét
que sous la forme barz. En utilisant la forme 5.1.2.4, la distribution de référence sera toujours la méme, a savoir
la distribution normale réduite.

En poursuivant avec I'exemple du remplissage, notons que si au lieu de I'hypothése nulle 5.1.2.2, c'est
I'hypothése alternative 5.1.2.3 qui prévaut, on aura tendance a observer des valeurs de & soit beaucoup plus
grandes, soit beaucoup plus petites que 139,8 g. L'équation 5.1.2.4 permettra alors de transformer les valeurs de
T en des valeurs observées de Z grandes ou petites (c'est-a-dire de grands nombres négatifs dans ce cas) - c'est-a-
dire de grandes valeurs de |z|. De telles valeurs observées rendent I'hypothése nulle peu plausible.

Aprés avoir indiqué comment les données seront utilisées pour juger de la plausibilité de I'hypothese nulle, il
reste a les collecter, a les introduire dans lI'expression de la statistique de test et, en utilisant la valeur calculée et la
distribution de référence, a parvenir a une évaluation quantitative de la plausibilité de Hy. Il existe un terme pour
cela.

DEFINITION 5.1.2.6 Valeur p

Le seuil de signification observé, ou valeur p, d'un test d'hypothése est la probabilité attribuée, par la
distribution de référence, a I'ensemble des valeurs possibles de la statistique du test qui sont au moins
aussi extrémes que celle observée (en termes de mise en doute de I'hypothése nulle).

Les petites valeurs p infirment H; Plus le seuil de signification observé est faible, plus la
preuve de la validité de I'nypothése nulle est forte. Dans

le cadre de I'opération de remplissage, la valeur observée
de la statistique de test étant z = -2,5,
le seuil de signification observé associé vaut
$(-2.5)+ (1 - ®{25)) =.01
ce qui constitue une preuve assez forte contre la possibilité que la moyenne du processus soit conforme a
I'objectif.
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MODELE DE SYNTHESE DE TESTS D'HYPOTHESE EN CINQ ETAPES

Il est utile de définir un modeéle étape par étape pour organiser les comptes rendus des tests d'hypothese. Celui
qui sera utilisé dans ce manuel comprend les cing étapes suivantes :
Etape 1 Enoncer 'hypothése nulle.
Etape 2 Enoncer I'hypothése alternative.
Etape 3 Enoncer les critéres du test, c'est-a-dire, donner la formule de la statistique de test
(en introduisant uniquement une valeur supposée de I'hypothése nulle, mais aucune information
sur I'échantillon) et la distribution de référence. Ensuite, indiquer, en termes généraux, les valeurs
observées de la statistique de test
qui constitueront la preuve contre I'nypothése nulle.
Etape 4 Montrer les calculs basés sur I'échantillon.
Etape 5 Signaler le seuil de signification observé et, dans la mesure du possible, expliquer ce qu'il
signifie pour le probleme d'ingénierie.

Exemple 5.1.3.1 Test d’hypothése concernant le niveau moyen de remplissage

Le modéle de test d’hypothése en cing étapes peut étre utilisé pour résumer la discussion précédente sur le processus
de remplissage.
1. Hy:p=1398g.
2. H,:p#1398¢g.
3. La statistique de test est la suivante :
T —130.8

0

v
La distribution de référence est la distribution normale réduite, et de grandes valeurs observées |z|
constitueront une preuve contre Hp.
4. l'échantillon donne

7=

139.0 — 139.8
L6 a

o/ 100

z —2.5
5. Le seuil de signification observé est :
P|une variable normale réduite < —2,5]
+ P|une variable normale réduite = 2,5|
= P[|une variable normale réduite| > 2,5]
= 0,01
Il s'agit d'un appui raisonnablement faible en faveur de I'nypothése nulle. Par conséquent, il s'agit d'un appui
raisonnablement solide que le niveau de remplissage moyen n'est pas conforme a la cible.
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5.1.4 Tests d’hypothése pour moyennes généeralement
applicables (n = grand)
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La méthode de test d’hypothése utilisée pour mener la discussion jusqu'ici est facile a expliquer et a comprendre,
mais son utilisation pratique est limitée en raison de la présence du paramétre o dans la statistique 5.1.2.4.
Comme indiqué au chapitre 5.1.1, il existe peu de contextes d'ingénierie dans lesquels il est nécessaire de faire des
déductions concernant p tout en connaissant la valeur de o correspondante. Heureusement, en raison du méme
fait de la théorie des probabilités qui a permis de produire une formule d'intervalle de confiance pour p sans ¢
dans le cas d'un grand échantillon, il est également possible de réaliser des tests d’hypothese pour p sans avoir a
fournir o dans le cas d'un grand échantillon.

Pour les observations qui peuvent étre décrites comme essentiellement équivalentes a des sélections aléatoires
avec remplacement dans une population unique avec une moyenne p et une variance o2, si n est grand,

T —
Z =

.]|,.,=

A

W'

est approximativement normale réduite. Cela signifie que pour un grand n, pour tester
Hy:p=+#

dans la plupart des cas, il suffira d'appliquer la logique déja présentée mais avec la statistique

EXPRESSION 5.1.4.1 Statistique de test pour (it (n = grand)
z=2"%

8
AT

a la place de la statistique 5.1.2.4.

Exemple 5.1.4.1. Test d’hypothése et défaillance de disque dur (suite)

Prenons le cas d'une défaillance du code de clignotement A d'un disque dur. Les couples de rupture ajustés en usine
sur la connexion de lindicateur d'interrupteur a l'arbre du moteur pas a pas étaient en moyenne de 33,5 po oz, et
on soupg¢onnait que la défaillance du code de clignotement A était associée a un couple de rupture réduit. Rappelons
gu'un échantillon de n = 26 disques durs défectueux présentait des couples de rupture (indiqués a la figure 5.1.2.2) de &
=11,5poozets=5,1po oz

Si on souhaite déterminer dans quelle mesure les données infirment la possibilité que les disques présentant une
défaillance du code de clignotement A ont un couple de rupture moyen égal a la valeur moyenne définie en usine de
33,5 po oz. Le modéle de test d’hypothése en cing étapes peut étre utilisé.

1.Hy: p=33,5.

2. H,:p<335.
(Ici, 'hypothése alternative est directionnelle et se résume a une hypothése de recherche basée sur les soupgons
de I'ingénieur.e concernant la relation entre la défaillance du disque et le couple de rupture.)

3.La statistique de test est la suivante :
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A

: — 33.5

S

B

7 =

5 n

La distribution de référence est normale réduite, et de petites valeurs de z observées constitueront une preuve
contre la validité de Hj. (Les moyennes inférieures a 33,5 tendent a produire des valeurs & petites - c'est-a-dire,
des grandes valeurs de z négatives.)

4. l'échantillon donne

=

11,5 — 33,5
5,1
26

= —22,0

[=-1

5. Le seuil de signification observé est :
P [une variable normale standard < -22,01 =0
L'échantillon fournit des preuves irréfutables que les disques défectueux ont un couple de rupture moyen
inférieur au niveau défini en usine.

Il est important de ne pas faire un saut logique trop important et de ne pas conclure a tort que c'est la la
solution compléte au véritable probléeme d'ingénierie. Les disques durs renvoyés pour une défaillance du code
de clignotement A ont un couple de rupture inférieur aux normes, mais en l'absence de preuve du contraire, il
est possible qu'ils ne soient pas différents, a cet égard, des disques durs non défaillants actuellement utilisés.
Et méme si la réduction du couple de rupture est en cause, une solution réelle nécessite I'identification et la
prévention du mécanisme physique qui en est a l'origine. Nous ne disons pas que le test d’hypothése manque
d'importance; nous vous rappelons seulement qu'il ne s'agit que de I'un des nombreux outils utilisés pour
effectuer le travail d'ingénieur.e.
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5.1.5 Test d’hypothese et décision statistique
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La logique a laquelle fait référence ce chapitre s'applique parfois a un contexte de prise de décision, ou I'on
fait appel a des données pour orienter le choix entre deux options concurrentes. Dans de tels cas, un cadre
décisionnel explicite accompagne généralement l'analyse statistique formelle, ce qui entraine le recours a une
terminologie et a des schémas de pensée supplémentaires.

Dans certains contextes décisionnels, on peut envisager que les deux avenues sont liées a I'hypothése nulle
et a I'hypothése alternative. Par exemple, dans le scénario du remplissage de pots, Hy: p=139,8 g pourrait
correspondre a la décision « ne pas toucher a la procédure », et H, : p # 139,8 pourrait correspondre a la décision
« ajuster la procédure ». Dans ce genre de contexte, il y a deux types d'erreurs distincts qui peuvent se produire.

DEFINITION 5.1.5.1 Erreur de type 1
Lorsqu'on recoure a un test d’hypothése dans le cadre d'une prise de décision, le fait de se prononcer
en faveur de H, alors que la réalité correspond plutét a Hy; constitue une erreur de type 1.

DEFINITION 5.1.5.2 Erreur de type 2
Lorsqu'on utilise un test d’hypothése dans le cadre d'une prise de décision, le fait de se prononcer en
faveur de Hj alors que la réalité correspond plutét a H,, constitue une erreur de type 2.

Le contenu de ces deux définitions est représenté dans le tableau 2 x 2 illustré a la figure 5.1.5.1. Dans I'exemple
du remplissage de pots, I'ajustement d'une procédure correcte constituerait une erreur de type 1. En revanche,
une erreur de type 2 consisterait a ne pas ajuster une procédure hors cible.

H, H,
Ho Erreur
La réalité ' de type [
correspond &: {
H Erreur de
* | typell

Figure 5.1.5.1. Les quatre possibilités
dans un probléme de décision

On utilise les tests d’hypothése pour parvenir a une décision en choisissant une valeur critique, et si le seuil
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de signification observé se révele inférieur a la valeur critique (rendant ainsi 'nypothese nulle peu plausible),
on tranche en faveur de H,. Autrement, on applique l'option correspondant a Hy. La valeur critique relative au
seuil de signification observé représente finalement la probabilité initiale qu'on se prononce en faveur de H,,
probabilité calculée sous réserve de la véracité de Hy. Ce concept fait I'objet d'une terminologie spécifique.

DEFINITION 5.1.5.3 Seuil de signification

Lorsqu'un test d’hypothése est utilisé dans un contexte décisionnel, la valeur critique qui sépare les
seuils de signification élevés pour lesquels Hy sera validée des seuils de signification inférieurs pour
lesquels Hj, se verra rejetée en faveur de H,, se nomme probabilité d'erreur de type 1, ou seuil de
signification. On utilise généralement le symbole x pour désigner la probabilité d’erreur de type 1.

En pratique, o est généralement un petit nombre (comme 0,1, 0,05 ou méme 0,01), ce qui permet d'introduire
une certaine inertie en faveur de HO dans le processus de prise de décision. (Une telle pratique garantit la faible
fréquence des erreurs de type 1. Mais, parallelement, il en résulte une asymétrie dans le traitement de Hy et de
H, qui s'avere parfois injustifiée.)

La définition 5.1.5.2 et la figure 5.1.5.1 établissent clairement que les erreurs de type 1 ne constituent pas la
seule possibilité peu souhaitable. Il faut également prendre en considération la possibilité d'erreurs de type 2.

DEFINITION 5.1.5.4 Erreur de type 2

Lorsque des tests d’hypothése sont utilisés dans un contexte décisionnel, la probabilité - calculée en
supposant qu'une valeur particuliere du paramétre décrite par H,, est valide - que le seuil de signification
observé se révele supérieur a a (cest-a-dire que Hy ne soit pas rejetée) se nomme probabilité d’erreur de
type 2. On utilise généralement le symbole 3
pour représenter la probabilité d'erreur de type 2. Il existe un concept appelé « puissance statistique »,
qui correspond a ji.

Dans la plupart des méthodes d'essai étudiées dans cet ouvrage, le calcul de B excéde la portée de l'introduction
limitée aux probabilités fournie a la partie 4. Mais la tache peut étre effectuée pour la situation simple ou I'on
connait o évoquée lors de l'introduction du théme des tests d’hypothése. De plus, quelques calculs de ce type vous
procureront une certaine intuition représentative de ce qui prévaut généralement, du moins sur le plan qualitatif.

Example 5.1.5.1 (suite)

Considérons a nouveau la procédure de remplissage et le test Hy et H,#. Cette fois, imaginons que, demain, on
recourra a un test d'hypothése avec n = 25
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afin de déterminer s'il faut modifier ou non la procédure. Les probabilités d'erreur de type 2, calculées en présumant
que p =139,5 et p=139,2 pour les tests utilisant a = 0,05 et a = 0,2, seront comparées.

On se penche d'abord sur a = 0,05. La décision sera prise en faveur de Hj sila valeur p est supérieure a 0,05. En d'autres
termes, la décision est favorable a I'nypotheése nulle si la valeur observée de Z donnée dans I'équation correspond a

|z] <1,96
ce qui revient a dire
139,8-1,96(0,32)<\bar{x}<139,8+1,96(0,32)
Autrement dit, on veut déterminer si :

5.1.5.1<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
fe8f117cedd54f9dd050c132cca373d1.png » alt= »139,2<\bar{x}<140,4" title= »139,2<\bar{x}

Si u décrite parH, (avec Hj : u # 139.8) représente la véritable moyenne de la procédure,# n'est pas
approximativement normale avec une moyenne de 139,8 et un écart-type de 0,32, mais plutdt approximativement
normale avec une moyenne de p et un écart-type de 0,32. Ainsi, pour une telle valeur de p, linégalité 5.1.5.1 et la
définition 5.1.5.4 démontrent que le [ correspondant représente la probabilité que la distribution normale
correspondante attribue a la possibilité que 139,2 < & <140,4. Ceci est illustré dans la figure 5.1.5.2 pour les deux
moyennes p = 139,5 et p = 139,2.

=043 s La dismibution approximative de
\ ¥ sl p = 1395 a une moyenne de
1395 et un écart-type de 0,32

| 1 1 |
139,2 1395 139,8 140.4

/ B =050
—

La dismibution approximative de
¥ 51 g =1392 a une moyenne de
13927 et un écart-type de 0,32

| 1 |2 |
1307 1395 (39% 140.4

Figure 5.1.5.2 Distributions de probabilités approximatives de \bar{x} pour
deux valeurs différentes de y décrites par H_a et les B correspondants,
lorsque a = 0,05

Pour calculer les cotes z correspondant a & = 139,2 et & = 140,4 avec des moyennes de 139,5 et de 139,2 et un écart-type
de 0,32, il suffit de consulter une table de distribution normale standard, ce qui a été fait pour fournir les deux B de la
figure 5.1.5.2.

Le raisonnement paralléle pour la situation avec a = 0,2 se fait comme suit : la décision sera prise en faveur de Hj, sila
valeur p est supérieure a 0,2. En d'autres termes, la décision sera favorable a Hy si |z| < 1,28, soit si :

139,4 <& <140,2

Si y décrite par H, représente la véritable moyenne de la procédure, & est approximativement normale avec une
moyenne Y et un écart type de 0,32. Ainsi, le B correspondant représente la probabilité que cette distribution normale
attribue a la possibilité que 139,4 < & < 140,2. La figure 5.1.5.3 l'illustre pour les deux moyennes p =139,5 et p=139,2,
avec les probabilités d'erreur de type 2 correspondantes 3 = 0,61 et B = 0,27.
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La distmbution approximative de
= T sl p=139.5 aune moyenne de
1393 et un écart-type de 0,32

//_'H = (.61

L 1 i
1304 139,5 13498 1402

f=027
,_/‘/f-— Lz dismibution approximative de
T 31 p=13972 a une moyemne de
1392 et un écart-type de 0,32
L1 [ |
1392 1394 1398 40,2

Figure 5.1.5.3. Figure 2 Distributions de probabilités approximatives de \bar{x}
pour deux valeurs différentes de u décrites par H_a et les B correspondants,
lorsque a = 0,05

Les calculs représentés par les deux figures sont résumés dans le tableau5.1.5.1. On peut remarquer deux
caractéristiques dans ce tableau. Premiérement, les valeurs de B pour a = 0,05 sont plus élevées que celles pour a=0,2.
Si I'on ne veut courir qu'un risque de 5 % de décider (a tort) d'ajuster une procédure qui atteint sa cible, le prix a payer est
d’avoir une plus grande probabilité de ne pas reconnaitre que la procédure est hors cible. Deuxiémement, les valeurs de
B pour p = 139,2 sont plus petites que les valeurs B pour p = 139,5. Plus la procédure de remplissage s'éloigne de la cible,
plus il est probable qu'on détecte cet écart par rapport a la cible.

Probabilités d'erreur de type IT
(f,n=125

13
39,2 1395

005 0,50 083

0,2 027 06l

Tableau 5.1.5.1 Valeurs de 8

Le récit présenté dans le tableau 5.1.5.1 s'applique de maniére qualitative a toutes les utilisations de tests

d’hypothése dans des contextes de prise de décision. Plus Hj s'éloigne de la vérité, plus le B correspondant
diminue. En outre, de petits a entrainent de grands 3, et vice-versa.

Il'y a un autre élément de ce panorama qui joue un réle

Effet de la taille de I'échantillon sur gs important dans la détermination des probabilités

d’erreur : la taille de I'échantillon. Pour un a donné, si la

taille  d'un échantillon peut é&tre augmentée,

les B correspondants peuvent étre réduits. Reprenons les calculs de I'exemple précédent, en supposant cette fois

que n =100 au lieu de 25. Le tableau 5.1.5.2 illustre les probabilités d'erreur de type 2 censées en résulter; en
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comparant avec le tableau 5.1.5.1, on voit I'effet de la taille de I'échantillon dans I'exemple de la procédure de
remplissage.

Probabalités d'arrewr de type II

(E), n=100

i
1302 1395

0.05 004 0,53

02 001 028

Tableau 5.1.5.2 Valeurs de

Pour mieux comprendre la logique communément
Analogie entre appliquée aux tests d'hypothése dans le cadre d'un
un test d'hypothése et proces§us de prise de ‘ décis-.ioh, on peut faire ur‘1e
un procés criminel arTaIlee avec un pI‘roces criminel. Dans un proces
criminel, deux hypothéses s'opposent :
Hy : la personne accusée est innocente
H, :la personne accusée est coupable

Des preuves, dont le role se rapproche de celui des données utilisées dans les tests, sont recueillies et utilisées
pour trancher entre les deux hypothéses. Deux types d'erreurs éventuelles surviennent lors d'un procés criminel :
la possibilité de condamner une personne innocente (erreur de type 1) et la possibilité d’'acquitter une personne
coupable (erreur de type 2). Un procés criminel constitue une situation ou les deux types d'erreur ont
des conséquences résolument différentes et ou les deux hypothéses subissent un traitement asymétrique. La
présomption a priori est favorable a Hy, I'innocence de la personne accusée. Afin de maintenir un faible risque
de fausse condamnation (c'est-a-dire un a faible), des preuves accablantes s'averent nécessaires pour obtenir
une condamnation, a l'instar de l'utilisation d'un a faible dans les tests, qui nécessite des valeurs extrémes de la
statistique de test pour infirmer Hj. L'une des conséquences de cette procédure dans les proces criminels, c'est
qu'il existe une probabilité substantielle qu'un individu coupable soit acquitté, au méme titre que les faibles a
produisent des [3 élevés dans les contextes de test d'hypothése.

Ce paralléle entre les tests d’hypothése et les procés criminels peut se révéler utile, a condition de ne pas en
abuser. Il ne s'applique pas a toutes les utilisations des tests d’hypothése, et rares sont les scénarios d'ingénierie
suffisamment simples pour se réduire a un simple choix entre Hy et H,. Les applications judicieuses des tests
d’hypothése ne constituent souvent que des étapes de « I'évaluation de la preuve » dans le cadre d'une tache aux
nombreuses facettes, fondée sur des données, nécessaire a la résolution d'un probléme d'ingénierie. De plus,
méme lorsqu’un probleme réel peut se réduire a la simple question de choisir entre Hy et H,,, cela ne veut pas dire
que la logique dicte forcément qu'il faut choisir un a petit. Dans certains contextes en ingénierie, les conséquences
d'une erreur de type 2 sur le plan pratique font en sorte qu'une prise de décision rationnelle doit trouver un
équilibre entre un petit a et un petit 3, deux possibilités qui s'opposent 'une a l'autre.
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5.1.6 Signification statistique, estimation et importance
pratique
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QUELQUES COMMENTAIRES CONCERNANT LES TESTS D'HYPOTHESE ET
L'ESTIMATION

L'estimation d'un lintervalle de confiance et le test d'hypothése sont les deux formes d'inférence statistique
formelle les plus couramment utilisées. A la lumiére de leur présentation, il convient de faire quelques
observations comparatives sur leur utilité pratique et, ce faisant, de faire état d'une orientation en matiére
d'estimation dont il sera question dans la majeure partie du traitement de l'inférence formelle dans le reste de cet
ouvrage.
La plupart du temps, on se demande « Quelle est la valeur du paramétre? » plutét que « Le parameétre équivaut-
il @ une valeur hypothétique? » Pour répondre a la premiére question, c'est a I'estimation de lintervalle de
confiance et non aux tests d’hypothése qu'il faudra recourir. Un intervalle de confiance pour la moyenne du
couple de rupture de 9,9 a 13,1 po oz indique quelles valeurs de p semblent plausibles. Un infime seuil de
signification observé dans le test de Hy : p = 33,5 indique seulement que les données s'opposent manifestement
a la possibilité que p = 33,5, mais il ne donne pas d'indice sur la valeur probable de p.
Le fait que les tests d'hypothése ne donnent aucune
Signification statistique et indicaAtion utile SLIJI’ les valeu.rs plau§iblgs des paramétres
importance pratique peut étre ocFuIte par une |nterpretat.|on maladroite du
langage semi-standard. Par exemple, il est courant dans
certains domaines d'appeler les valeurs p inférieures a
0,05 « statistiqguement significatives » et celles inférieures a 0,01 « hautement significatives ». Le piege dans ce type
d'utilisation est que «significatif » peut &tre compris, a tort, comme synonyme de «grande conséquence
pratique » et que la valeur p peut étre interprétée, a tort, comme une mesure de |'écart entre un paramétre et la
valeur énoncée dans I'hypothése nulle. L'une des raisons pour lesquelles cette interprétation est faussée, c'est que
le seuil de signification observé dans un test dépend non seulement de I'écart entre Hy, et la réalité, mais aussi

de la taille de I'échantillon. Avec un échantillon de taille suffisante, tout écart par rapport a HO peut étre considéré
comme « hautement significatif », qu'il ait une importance pratique ou non.

Exemple 5.1.6.1 Signification statistique et importance pratique dans le cadre d'un essai réalisé par un organisme de

réglementation

L'article de presse de la figure 5.1.6.1 illustre parfaitement les points précédents. Le fabricant du Pass Master a effectué
suffisamment de tests physiques de consommation d'essence (avec un n suffisamment élevé) pour produire une
valeur p inférieure a 0,05 afin de tester I'hypothese nulle de I'absence d'amélioration du kilométrage. Autrement dit, il a
obtenu un résultat « statistiquement significatif ».

Cependant, I'amélioration du kilométrage réel rapportée reste «faible mais réelle », puisqu'elle s'éléeve a environ
0,8 mpg. Le fait que cette amélioration revéte une importance pratique ou non reste une question nettement distincte du
résultat du test d'hypothése. Si on dispose d'un intervalle de confiance pour la moyenne d'amélioration du kilométrage,
on se trouve en meilleure posture pour juger de l'importance pratique
que si on n'a qu'une valeur p inférieure a 0,05.
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WASHINGTON (AP} — Un gadget qun eteint la chmatisation d'un vehicule lorsque
calui-c1 accelera ast devenn le premier produrt visant a redwire la consommation de
carburant a recevolr l'aval du gowvernement.

Le dispozitif, commercializs sous le nom de « Pass Master », peut apporter un
« avantage modeste mais réel en matiere d'économie de carburant », a déclaré mereradi
l'Agzence pour la protection de l'environnement.

Les automobailistes powrraient bénéficier d'uns réduction de carburant allant jusqu'a
4 % lorsguiils wtilisent la climatization sur les vehiculss équipes du dispositif, a déclare
l'agence. Cela se tradu:t par une amelioration de 0,8 males par gallon pour um vehicule
gu consomme normalement 20 miles par gallon lorsque le climatissur est en marche.

L'agence précise que le chiffre de 4 % ast un maximum et qu'il pent &tre inférienr
selon les habitudes da conduite de ['automobiliste, du type de vehicule et du type de
climatization

MWéanmoins, la Pass Master, qui sa vend 3 moins de 15 %, est le pramisr des 40
produits 3 passer les tests de 'EPA 3 déemontrer une amelioration « statistiquement
significative » de la consommation de carburant.

Figure 5.1.6.1 Article du Lafayette Journal and Courier, page D-3, 28 aodt 1980.
Copyright 1980 de I'’Associated Press. Réimprimé avec 'autorisation de ['Associated Press
dans l'ouvrage de Stephen B. Vardeman et J. Marcus Jobe, Basic Engineering Data
Collection and Analysis (figure 6.8 du chapitre 6).

Exemple 5.1.6.2 (suite)

Pour illustrer I'effet de la taille de I'échantillon sur le seuil de signification observé, reprenons I'exemple du couple de
rupture et examinons deux échantillons hypothétiques, 'un de n =25 et l'autre de n =100, mais tous deux donnant &
=32,5poozets=5,1po oz.

Pour les essais Hp : p = 33,5 avec H, : p<33,5, le premier échantillon hypothétique donne :

L 32,&;33,5 — 098
+'Z8
avec un seuil de signification observé associé de
$(-098) =016
Le deuxiéme échantillon hypothétique donne
- 32.5; 33.5 — 106
+/T00

avec une valeur p correspondante de
$(—1,96) =0,02
La taille du deuxieme échantillon étant plus importante, celui-ci démontre plus clairement que la moyenne du couple
de démarrage est inférieure a 33,5 po oz. Mais la meilleure supposition en fonction des données concernant la différence
entre p et 33,5 est & dans les deux cas. Or, c'est précisément 'ampleur de la différence entre p et 33,5 po oz qui revét une
importance primordiale en ingénierie.

En outre, il importe de savoir qu'en plus de sa fonction principale, qui consiste a fournir un intervalle de valeurs
plausibles pour un parametre, l'intervalle de confiance apporte également des informations relatives au test
d'hypothése. Par exemple, un intervalle de confiance a 95 % pour un parameétre contient toutes les valeurs du
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parameétre pour lesquelles les tests d’hypothese effectués a l'aide des données disponibles produiraient des
valeurs p supérieures a 5 %. (Les valeurs non couvertes par l'intervalle auraient des valeurs p associées inférieures
a5%.)

Exemple 6.1.6.3 (suite)

Au chapitre 5.1.1, il a été démontré que lintervalle de confiance unilatéral a 90 % pour la moyenne du couple de
rupture des disques durs défectueux est de (-«, 12,8). Cela signifie que pour toute valeur # supérieure a 12,8 po 0z, un
test d'hypothése de Hy : py = # avec H,, : py < # produirait une valeur p inférieure a 0,1. Ainsi, il apparait clairement que le
seuil de signification observé correspondant a I'hypothése nulle Hy : p = 33,5 est inférieur a 0,1. (En fait, comme il a été vu
plus haut dans ce chapitre, la valeur p est de 0 a la deuxieme décimale.) En termes plus simples, l'intervalle (-, 12,8) est
encore loin de contenir 33,5 po oz, ce qui rend une telle valeur de u peu plausible.

La réflexion menée ici pourrait bien soulever la question suivante : « Dans la pratique, a quoi les tests d'hypothése
peuvent-ils servir? » Voici quelques réponses pertinentes a cette question :

1. D'une certaine maniere, les valeurs p peuvent servir a évaluer dans quelle mesure les données
disponibles sont peu probantes. Un seuil de signification élevé signifie qu'il faut obtenir plus d'informations
pour parvenir a un jugement décisif.

2. Parfois, la loi impose l'utilisation de tests d’hypothése dans le cadre d'une démonstration de conformité
ou d'efficacité. (C'était le cas dans I'exemple 5.1.6.2, ou la commercialisation du Pass Master exigeait une
démonstration légale de la réduction de la consommation d'essence.)

3. Dans certains cas, l'utilisation de tests d’hypothéses dans un cadre de prise de décision se révele
nécessaire et pertinente. (L'échantillonnage pour acceptation en est un exemple : a partir dinformations
tirées d'un échantillon d'articles provenant d'un lot volumineux, on doit décider si on réceptionne le lot ou
non.)

4. A titre de preuves supplémentaire et de compléments aux rapports ou aux résultats de publications
scientifiques.

Ainsi, lorsque les tests d’hypothéses sont correctement interprétés et utilisés, ils trouvent leur place dans la
pratique de I'ingénierie. Par conséquent, bien que le reste de cet ouvrage mette l'accent sur 'estimation plutét que
sur les tests d’hypothése, on ne peut négliger les méthodes utilisées dans le cadre des tests d’hypothése.
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5.2.0 Inférence sur les moyennes a partir d’un et de
deux échantillons - Introduction
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La partie 5 a présenté les concepts de base de I'estimation de l'intervalle de confiance et des tests d’hypothése. II
existe des milliers de méthodes propres a ces deux outils. Cet ouvrage ne peut en aborder qu'une petite partie,
soit celles qui sont les mieux connues et les plus utiles en ingénierie. Les sections suivantes examinent les plus
élémentaires d’entre elles, dont certaines qui s'appliquent aux études a un ou deux échantillons, en commenc¢ant
dans la présente section par les méthodes d'inférence formelle pour les moyennes.

Les inférences pour une moyenne unique, basées non pas sur les grands échantillons de la partie 5 mais
sur de petits échantillons, sont traitées dans un premier temps. Au cours de ce processus, il est indispensable
d'introduire les distributions t (ou distributions de Student). On présentera ensuite des méthodes d'inférence
formelle pour les données appariées. La section se termine par I'étude des méthodes de comparaison de deux
moyennes tirées d'échantillons indépendants, avec n = grand et n = petit.
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5.2.1Inférence pour une moyenne unique sur un petit
echantillon
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La principale limitation pratique a l'utilisation des méthodes évoquées dans les deux chapitres précédents, c'est
que n doit étre grand. Cette restriction résulte du fait que, si ce n'est pas le cas, il estimpossible de conclure que
la variable

T —

5.2.1.1

o |
)

!

est approximativement normale réduite. Donc, si on utilise machinalement la formule de l'intervalle de confiance
pour un grand n

5.2.1.2 Ftz—
Vv

sur un petit échantillon, il s'avérera impossible d'évaluer le niveau de confiance réel. Autrement dit, pour un
petit n, l'utilisation de z=1,96 dans I'équation 5.2.1.2 ne génere généralement pas d'intervalles de confiance a
95 %. Sans condition supplémentaire, il n'y a ni moyen de savoir quelle confiance est associée a z = 1,96 ni moyen
de savoir comment choisir z de fagon a obtenir un niveau de confiance de 95 %.

[l'y a un cas particulier et important pour lequel un raisonnement paralléle a celui de la partie 5 permet d'obtenir
des méthodes d'inférence pour la moyenne d'un petit échantillon : lorsqu'on peut modéliser les observations
en tant que variables aléatoires normales iid. Le cas des observations normales est pratique car, méme si la
variable 5.2.1.1 n'est pas normale réduite, sa distribution est connue et illustrée sous forme de tableau. Il s'agit de
la distribution t de Student.

DEFINITION 5.2.1.1 La distribution t de Student
La distribution t (de Student) avec un parametre de degrés de liberté v est une distribution de
probabilité continue ayant une densité de probabilité

EXPRESSION 5.2.1.3
f(t)=\frac{\Gamma\left(\frac{v+1}{ 2}\right)}{\Gamma\left(\frac{v}{
20\right) \sqrt{\pi vii\left(1+\frac{t"2H{v}\right){-(v+1) / 2}alttitlef(t)=\frac{\Gamma\left(\frac{v+1}{
21\right)}{\Gamma\left(\frac{v}{ 2}\right) \sqrt{\pi vii\left(1 +\frac{t*2{v}\right){-(v+1) / 2}title
pour tout t.

Si une variable aléatoire présente une densité de probabilité donnée par I'équation 5.2.1.3, ON dit
gu'elle suit une distribution t. .

Le terme « Student » employé dans la définition 5.2.1.1 est en fait le nom de plume du premier statisticien a avoir
découvert I'équation 5.2.1.3. Cette expression présente un caractére plutdt impressionnant. Le présent ouvrage
ne prévoit aucun calcul direct a l'aide de cette formule. Toutefois, il s'avére utile de I'avoir a disposition pour
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esquisser quelques densités de probabilité t, afin de se faire une idée de leur forme. La figure 5.2.1.1 illustre les
densités t pour les degrés de liberté v =1, 2, 5, et 11, ainsi que la densité normale réduite.

& A Distribution normals
standard
vy =11

v="5

v o=

v =]

[
o
Lt

3

Figure 5.2.1.1 Densités de probabilité t pourv =1, 2, 5et 11,
et densité normale réduite

Le message véhiculé par la figure 5.2.1.1 est que les

Distributions t et distribution densités de probabilité t ont la forme d'une cloche et sont

normale réduite symétriques par rapport a t=0. Elles présentent un

aspect plus plat que la densité normale réduite, mais s'en

rapprochent de plus en plus a mesure que v augmente.
En fait, dans la plupart des cas, pour des = supérieurs a environ 30, la distribution t avec v degrés de liberté et la
distribution normale standard sont impossibles a distinguer.

Généralement, pour calculer une probabilité associée a une distribution t, on n'utilise pas I'expression 5.2.1.3,
car il n'existe pas d'antidérivée simple pour f(t}. On utilise plutdt des tables (ou des logiciels statistiques) pour
évaluer les quantiles communs de la distribution t et ainsi obtenir des limites approximatives sur les types de
probabilités nécessaires pour les tests d’hypotheése. La table A1.3 de I'annexe 1 des tables statistiques représente
un tableau typique de quantiles t. Les colonnes représentent les probabilités cumulatives et les lignes, les valeurs
du paramétre des degrés de liberté, v. Le corps de la table énumeére les quantiles correspondants. A noter que la
derniere ligne du tableau est une ligne « v = » (c.-a-d. distribution normale réduite).

Exemple 5.2.1.1 Utilisation des tables de quantiles de distribution t

Soit T une variable aléatoire ayant une distribution t avec = 5 degrés de liberté. Trouvons d'abord le quantile 0,95 de la
distribution de T, puis voyons ce que le tableau A1.3 révele sur P [T <-1,9] et ensuite sur P [|T | > 2,3].
Tout d'abord, si 'on examine la ligne v =5 du tableau A1.3 sous la probabilité cumulative 0,95, on trouve 2,015 dans le
corps du tableau. Autrement dit, £)(0,95) = 2,015 ou (de maniére équivalente) P [T < 2,015] = 0,95.
On notera alors que par symétrie,
P[T<-1,9]=P[T>1,9]=1-P[T \leq 1,9]alttitleP[T<-1,9]=P[T>1,9]=1-P[T \leq 1,9]title
En regardant la ligne v = 5 du tableau A1.3, on constate que 1,9 se situe entre les quantiles 0,90 et 0,95 de la distribution
ts. Autrement dit,
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
€1890f6402fcf9259a7b0f0f04a0da1d.png » alt= »0,90 < P[T \leq 1,9] \leq 0,95" title= »0,90
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Finalement :
<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
aa11f0559ae54bcdeb34f81f860c2315.png » alt= »0,05 < P[T<-1,9]<0,10" title= »0,05 < P[T<-1,9]

Ensuite, en regardant la ligne v =5 du tableau A1.3, on constate que 2,3 se situe entre les quantiles 0,95 et 0,975 de la
distribution 5. Autrement dit,

<img src= »https://ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/4171/2024/03/
29569022f5ed215f07016795b932ebde.png » alt= »0,95 < P[T \leq 2,3]<0,975" title= »0,95 < P[T \leq 2,3]
donc

0,05<P[|T|>2,3]1<0,10
Les trois calculs de cet exemple apparaissent a la figure 5.2.1.2.

/—- Distribution £,
PIT<2015]=0,95 ~

% o
: : ! : \“—E:D]S

0(0.95)
/~— Distribution f,
0,05 < P[T<-1.9] < 0,10

4| 1

:t\l 9

| | 1 lIJ e
| il I.’j )‘\
1476 = (0.9, 2,015 = (3 0,95)

005 < PIT = 23] < 010 B f/"‘DiitEi.b'Ll.[iﬂ]l i,

- 1 LT

| |
-2 -1 i | j K-
2,015 = 0(0,95) ”j 2,571 = (0,975}

Figure 5.2.1.2 Les trois calculs de probabilité t 5 de I'exemple 5.2.1.1.

La relation entre les expressions 5.2.1.3 et 5.2.1.1 qui permet de développer des méthodes d'inférence a petit n
pour les observations normales se résume au fait que si un modéle normal iid convient,

5.2.1.4 T=—;

NG
suit une distribution t avec v =n - 1 degrés de liberté. (Ce résultat cohérent avec le principe de base utilisé dans
les deux chapitres précédents : pour un grand n, v est grand, donc la distribution %, devient approximativement
normale réduite; et pour un grand n, la variable 5.2.1.4 a déja été traitée comme étant approximativement
normale réduite.)
Puisque la variable 5.2.1.4 peut, dans des circonstances favorables, étre traitée comme une variable aléatoire
altt_{n-1}alttitlet_{n-1}title, il est possible de reprendre exactement ce qui a été fait a la partie 5 pour trouver
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des méthodes permettant d'établir des intervalles de confiance et d'effectuer des tests d'hypothése. Autrement
dit, si on peut considérer qu'un mécanisme de génération de données équivaut fondamentalement a tirer
des observations indépendantes d'une distribution normale unique, un intervalle de confiance bilatéral
pour g comporte des des bornes

EXPRESSION 5.2.1.5 Bornes de distribution normale de confiance pour p

&
Ftt—
n

ou t est choisie de sorte que la distribution £, attribue une probabilité correspondant au niveau de confiance
souhaité a l'intervalle compris entre -t et t. De méme, 'hypothése nulle
Hy :p=#
peut étre testée a l'aide de la statistique

EXPRESSION 5.2.1.6 Statistique de test de la distribution normale pour p
y .

-
.
5l

et d'une distribution ,,_; de référence.

Sur le plan opérationnel, la seule différence entre les méthodes d'inférence exposées ici et les méthodes a
grand échantillon des deux chapitres précédents est qu'au lieu d'utiliser les quantiles et les probabilités de
la distribution normale réduite, on utilise ceux de la distribution t,,_1. Sur le plan conceptuel, les propriétés de
confiance et de signification nominales ne sont pertinentes en pratique que sous la condition supplémentaire
d’'une distribution sous-jacente raisonnablement normale. Avant d'utiliser les expressions 5.2.1.5 et 5.2.1.6, il est
recommandé d’examiner la pertinence du modeéle de distribution normale.

Exemple 5.2.1.2 Bornes de confiance pour la moyenne de la durée de vie d'un ressort sur un petit échantillon

Une partie d'un ensemble de données de W. Armstrong (figurant dans Analysis of Survival Data, de Cox and Oakes)
fournit le nombre de cycles jusqu’a la rupture de 10 ressorts du méme type sous une contrainte de 950 N/mm?. Ces
observations relatives a la durée de vie des ressorts se retrouvent dans le tableau 5.2.1.1 en unités de 1 000 cycles.
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Crycles de défaillances de dix
Tes30Tts S0US Une conframte
de 930 N/mm?* (107 cycles)

Durée de vie du ressort

225,171, 198, 189, 189
135, 162, 135, 117, 162

Tableau 5.2.1.1. Dans ce scénario, on pourrait se demander : « Quelle est la durée de vie moyenne d'un ressort soumis a
une contrainte de 950 N/ym2? » Comme il n'y a que de n = 10 observations, la méthode pour les grands échantillons vue
au module 5.1 ne s'applique pas. Seule la méthode indiquée par I'expression 5.2.1.5 peut potentiellement étre utilisée, et
pour qu'elle convienne, les durées de vie doivent étre distribuées normalement.

Faute de disposer d'expérience pertinente en ingénierie des matériaux, il apparait difficile de spéculer a priori sur la
justesse d'un modéle de durée de vie normale dans ce contexte. Néanmoins, il reste possible d'examiner les données
du tableau 5.2.1.1 pour vérifier si elles présentent un écart important par rapport a la distribution normale. La
figure 5.2.1.3 illustre un tracé normal des données, qui suggere que les données semblent étre normalement distribuées.

-

1 | | 1 1 1 -
120 140 1 (B41] 00 220

Cuantile de durge de vie (10° cycles)

Quantile norimal standard

Figure 5.2.1.3 Tracé normal de la durée de vie d'un ressort

Pour les 10 durées de vie, & = 168,3(x 103 cycles) et s = 33,1(x103 cycles). Ainsi, pour estimer la durée de vie moyenne
du ressort, ces valeurs peuvent étre utilisées dans I'expression 5.2.1.5, avec une valeur de t convenablement choisie. En
utilisant, par exemple, un niveau de confiance de 90 % et un intervalle bilatéral, t correspond au quantile 0,95 de la
distribution t avecw degrés de liberté. Autrement dit, on utilise la distribution ty et on choisit t > 0 de sorte que

P[—t < une variable aléatoire tg < t] = 0,90

En consultant le tableau A1.3, le choix t=1,833 s'impose. Ainsi, lintervalle de confiance bilatéral de 90 %
pour p comporte les bornes

168,3 + 1,833 3?’_1
4 10
soit
168.3 = 19.2
c.-a-d

149,1 = 10° cycles et 187,5 x 10° cycles
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VERIFICATION DES TRACES NORMAUX

Comme lillustre I'exemple 5.2.1.2, produire un tracé normal des données pour vérifier sommairement la
plausibilité d'une distribution normale sous-jacente constitue une pratique valable, utilisée a maintes reprises
dans ce manuel. Cependant, il faut éviter de s'attendre a plus que la méthode ne le justifie. Il vaut assurément
mieux l'utiliser plutdt que de présumer, sans preuve, qu'une distribution est normale, ce qui pourrait ne pas
étre le cas. Mais il faut aussi reconnaitre que lorsqu'elle est utilisée sur de petits échantillons, la méthode
fournit rarement des indications décisives quant a la pertinence d'un modéle normal. Les petits échantillons issus
de distributions normales ne présenteront souvent que des tracés normaux d'apparence légérement linéaire.
Parallélement, les petits échantillons provenant de distributions assez anormales peuvent souvent présenter des
courbes normales relativement linéaires. En somme, en raison de la variabilité de I'échantillonnage, les petits
échantillons ne fournissent pas beaucoup d'informations sur la forme de la distribution sous-jacente. Tout ce
que l'on peut attendre d’'un tracé normal préliminaire sur un petit échantillon, tel que celui de I'exemple 5.2.1.2,
C'est un avertissement en cas d'écart flagrant par rapport a la normalité -une distribution sous-jacente beaucoup
plus lourde dans les queues qu'une distribution normale (c'est-a-dire produisant plus de valeurs extrémes qu'une
forme normale ne le ferait).

TESTS D'HYPOTHESES POUR ¢ SUR PETITS ECHANTILLONS

L'exemple 5.2.1.2 montre comment utiliser la formule de l'intervalle de confiance 5.2.1.5, mais pas comment faire
un test d’hypothese (équation 5.2.1.6). Puisque la méthode sur petit échantillon s'apparente exactement a la
méthode sur grand échantillon du module 5.1 (en utilisant la distribution t plutét que la distribution normale
réduite), et que la source d'ou proviennent les données n'indique aucune valeur de p qui pourrait d'emblée
constituer I'hypothése nulle, I'utilisation de la méthode correspondant a I'expression 5.2.1.6 ne sera pas illustrée a
ce stade.
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5.2.2 COMPARAISONS DE DEUX MOYENNES SUR UN GRAND ECHANTILLON (BASEES SUR DES ECHANTILLONS a1
INDEPENDANTS)

Tournons-nous maintenant vers les méthodes pouvant étre utilisées pour comparer deux moyennes tirées
de deux échantillons distincts «sans lien de parenté », en commencant par les méthodes pour les grands
échantillons.

Exemple 5.2.2.1 Comparaison des propriétés d’empilement de morceaux moulés et concassés d'un solide

Une entreprise voulait trouver une géométrie fonctionnelle pour les pieces moulées d’'un solide. Une des comparaisons
effectuées portait sur le poids de piéces versées dans un contenant donné, en s'attardant sur la différence entre les pieces
moulées selon une certaine géométrie et es pieces irréguliéres obtenues par concassage. Une série de 24 tentatives de
remplissage de morceaux moulés et concassés du solide a permis d'obtenir les données (en grammes) présentées a la
figure 5.2.2.1 sous de diagrammes a tiges et a feuilles juxtaposés.

On remarque que, bien que la figure présente le méme nombre de masses de piéces moulées que de masses de pieces
concassés, les deux types d'échantillons sont nettement différents. Cette situation ne se compare en rien a celles de
différence appariée traitées dans un autre chapitre, ce qui suggere d'utiliser une autre méthode d'inférence statistique.

Mounlage Concassage

79111

45,36,12(12

08,8979 7.1,61,57,51 |12
23,1500(13
80,70,6563,62|13
22,0114

16 (13

16 | 5,8, 9.6
17 (13,2,0,24.3,
17 | 6,6,9.8
18 ({02,09.33.3
18 | 55,635,717

19 {00, 1,0

2

(o=
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e
—
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s
]

48
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Figure 5.2.2.1 Diagrammes a tige et a feuille juxtaposés des masses
d’empilement pour les piéces moulées et les piéces concassées.

Dans des situations comme celle de I'exemple 5.2.2.1, il est utile de noter les parameétres et les statistiques par

des indices - par exemple, en prenant f#1 et jiz pour représenter les moyennes distributionnelles sous-jacentes

correspondant aux premiére et deuxieme conditions et #; et &z pour représenter les moyennes de |'échantillon

correspondantes. Or, si les deux mécanismes de génération de données correspondent essentiellement et

conceptuellement a un échantillonnage avec remplacement a partir de deux distributions, la partie 4 indique
315
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que &; a une moyenne /i1 et une variance o7 /n;, et que¥z a une moyenne &; et une variance a3 /n;. La
différence entre les moyennes des échantillons #; - ¥z est une statistique naturelle a utiliser pour comparer [t
et 2. Toujours selon la partie 4, s'il parait raisonnable de percevoir les deux échantillons comme étant choisis
séparément ou indépendants, cette variable aléatoire a I'espérance mathématique :

E (%) — I3) = p1 — po

&

et la variance
2 2
, 7] T3
Var(®#, —&:2) = — + —
T Tia
Si, en outre,n et 1z sont grands (de sorte que #; et &z sont toutes deux approximativement normales), ¥ - &z

est approximativement normale. Ainsi,

EXPRESSION 5.2.2.1

suit une distribution de probabilité approximativement normale.

Comme la variable 5.2.2.1 est approximativement normale réduite, on peut obtenir un intervalle de confiance et
a des méthodes de test d’'hypothése pour H1 — fiz en utilisant une logique exactement paralléle a celle des parties
« 0 connu » du module 5.1. Mais dans la pratique, il s'avere beaucoup plus utile de commencer par une expression
sans @1 ni @z. Heureusement, si 11 et fiz sont grands, non seulement la variable 5.2.2.1 est approximativement
normale réduite, mais il en va de méme pour

EXPRESSION 5.2.2.2

Ainsi, la logique standard du module 5.1 démontre que l'intervalle de confiance bilatéral de la différence des
moyennes f41 - {4z, basé sur deux grands échantillons indépendants, a les bornes suivantes :
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EXPRESSION 5.2.2.3 Bornes de confiance pour fi1 - fiz (n = grand)

ou z est choisie de sorte que la probabilité que la distribution normale standard attribue a l'intervalle entre -z
et z correspond a la confiance souhaitée. Et la logique exposée au module 5.2 démontre que, dans les mémes
conditions,
Hy :py — p2 = #
peut étre testée a l'aide de la statistique

EXPRESSION 5.2.2.4 Statistique de test pour /1 — 4z (n = grand)
Iy — &y — F#

Z =
2z 2

o I

n] L

et d'une distribution normale réduite de référence.

Exemple 5.2.2.2 suite.

Dans le probléme du moulage, on s'attendait a priori a ce que les piéces concassées s'empilent mieux que les pieces
moulées (qui, autrement, conviennent mieux). Mesurons la signification statistique de la différence entre les poids moyens
et établissons un intervalle de confiance unilatéral a 95 % pour cette différence (ce qui revient a affirmer que le
de la différence de poids moyen du concassé moins le poids moyen du moulé équivaut au moins a un certain nombre).

La taille des échantillons (fi1 = fiz = 24) se situe a la limite de ce que I'on peut qualifier de grand. Il aurait été préférable
d’avoir quelques observations de plus pour chaque type, mais faute de quoi, on utilisera la méthode des
expressions 5.2.2.3 et 5.2.2.4, tout en faisant preuve de réserve a I'égard des résultats si ces derniers conduisaient a une
décision « serrée » au sens de I'ingénierie ou des affaires.

En étiquetant arbitrairement la condition 1 « concassé » et la condition 2 « moulé » et en calculant a partir des données
de la figure 5.2.2.2 que alt\bar{x}_1alttitle\bar{x}_1title = 179,55 g, &1 = 8,34 g, ¥z 132,97 get &2 =9,31 g, le modéle de
test d'hypothese en cing étapes conduit au récapitulatif suivant :

1.Hy : gty — iz =10
2. Ha t 1 = p2 = Ugn gitje= m\mathrm{H}_{\mathrm{a}}: \mu_1-mu_2>0" class= »latex mathjax »>
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(L'hypotheése de recherche retenue ici est que la moyenne du concassé surpasse la moyenne du moulg,
de sorte que la différence, prise dans cet ordre, est positive.)

3.La statistique de test est la suivante :
¥y — &g — 0

7z =

I 5
[ g
.‘il A

1}; B

La distribution de référence est normale réduite, et de grandes valeurs |z| observées constitueront une preuve

|l\.=l-C-

3

2

contre Hj et en faveur de H,;.
4. Les échantillons donnent

= 18.3

L 179.55 — 13297 -0

{8340 (o3
"|,-' 24 24
5. Le seuil de signification observé correspond a P[une variable normale réduite > 18,31 =0. Les données
indiquent de maniére irréfutable que p1M2 0" title= »\mu_2> 0" class= »latex mathjax »>: le poids moyen
d'empilement des pieces concassées surpasse celui des pieces moulées.

En ce qui a trait a lintervalle de confiance unilatéral pour fi1 - jiz, il convient de noter que seule la borne inférieure
donnée dans I'équation 5.2.2.3 sera utilisée. Par conséquent, z = 1,645 conviendra. Autrement dit, avec une confiance de
95 %, on peut conclure que la différence entre les moyennes (concassé moins moulé) surpasse
25 07 o [(8342  (9.31)2
(179,55 — 132,97) — 1.{}45‘\; YRRy

Autrement dit, elle surpasse :
46,58 — 4,20 = 42,38 ¢
Formulé autrement, l'intervalle de confiance unilatéral a 95 % pour ft1 — fiz correspond a
(42,38, oc)

Les étudiant.e.s éprouvent parfois un certain malaise face au choix arbitraire qu'implique I'étiquetage des deux
conditions dans une étude a deux échantillons. En réalité, les deux options peuvent étre utilisés. Pour autant qu'on
respecte ce choix tout au long du raisonnement, il n'affectera aucunement les conclusions tirées dans le monde
réel. Dans I'exemple 5.5.2.2, si la condition « moulé » est désignée par le numéro 1 et la condition « concassé » par
le numéro 2, l'intervalle de confiance la moyenne « moulé » moins la moyenne « concassé » est la suivante :
(—oc, —42,38)

Concrétement, cet intervalle a exactement le méme sens que celui de 'exemple.

Rappelons que les présentes méthodes s'appliquent lorsque des mesures uniques sont réalisées sur chaque
élément de deux échantillons différents. Ceci contraste avec les questions relatives aux données appariées (ou il
y a des observations a deux variables sur un seul échantillon); nous reviendrons a ce cas plus tard.
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5.2.3. Comparaisons de deux moyennes sur un petit
échantillon (basée sur des échantillons indépendants
suivant une distribution normale)
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Les derniéres méthodes d'inférence présentées dans cette section correspondent a la différence entre deux
moyennes dans les cas ou au moins l'une des deux tailles d'échantillon 11 et 1z est petite. Toute la discussion se
limitera a des cas ou les observations sont normales. En fait, les méthodes les plus directes sont réservées aux cas
ou, en plus, les deux écarts-types sous-jacents sont comparables. Nous commencerons celles-la.

VERIFICATION GRAPHIQUE DE LA PLAUSIBILITE DU MODELE

Un moyen de vérifie sommairement la plausibilité des suppositions du modeéle « distributions normales, méme
variance » consiste a effectuer un tracé normal de deux échantillons sur le méme ensemble d’axes, en vérifiant
non seulement la linéarité approximative, mais aussi I'égalité approximative de la pente.

Exemple 5.2.3.1 (suite)

Les données de W. Armstrong sur la durée de vie des ressorts (figurant dans I'ouvrage de Cox et Oakes) concernent
non seulement la longévité des ressorts sous une contrainte de 950 yj;2 Mais aussi sous une contrainte de 900 4345, .
Le tableau 5.2.3.1 reprend les données de 950 s34 2 précédentes ety ajoute celles pour la contrainte de 900 g4, 2.

Durées de vie du ressert sous deux contraintes
différentes (107 cycles)

Contramte de 930 N/nom® Contramte de 800 N/nom®

225,171, 198, 189, 189 216, 162, 153, 216, 225
135, 162, 135,117, 162 216, 306, 225, 243, 189

Tableau 5.2.3.1

La figure 5.2.3.1 montre des tracés normaux pour les deux échantillons sur un seul ensemble d'axes. Compte tenu
du type de variation de la linéarité et de la pente que présentent les tracés normaux pour des échantillons de cette
taille (n = 10) issus d’'une distribution normale unique, la figure 5.2.3.1 ne constitue nullement une preuve solide contre la
pertinence d'un modéle de « variances égales, distributions normales » pour la durée de vie des ressorts.
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Figure 5.2.3.1 Tracés normaux de la durée de vie des ressorts sous
deux contraintes différentes

VARIANCE PONDEREE D'UN ECHANTILLON

Si on suppose que @1 =z, la valeur commune se nomme g, et il apparait logique que &1 et 52 se rapprochent
tous deux de o. Cela suggere qu'il faudrait les combiner pour obtenir une estimation unique de la variation réelle.
Il s'avére que la convention mathématique impose une méthode particuliéere de combinaison ou de pondération
des s individuels afin d'obtenir une estimation unique de o.

DEFINITION Variance pondérée d'un échantillon gp*

EXPRESSION 5.2.3.1

Si deux échantillons numériques de tailles respectives i1 et fiz produisent des variances d’échantillon
respectives sf et Sg, la variance pondérée de I'échantillon, ,gpz est la moyenne pondérée de sf et sg ou les
coefficients de pondération correspondent aux tailles d'échantillon moins 1. Autrement dit,

, Am—1)sf+(n2—1)s3 (i —1)s]+(n2—1)s]
P T Dt (-1 ny +mng — 2
L'écart type pondéré de I'échantillon & est égal a la racine carrée de ,gpz .

sp est une sorte de moyenne de 51 et de 52 qui se trouve forcément entre 51 et 52. Sa forme exacte est davantage
dictée par souci de convention mathématique que par une intuition logique.
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Exemple 5.2.3.2 (suite)

Dans le cas de la durée de vie des ressorts, en choisissant arbitrairement de désigner 900 41432 la condition 1 et 950
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mm? la condition 2, on obtient s 1=429\cdot 10A3 cycles et &z cycles. En regroupant les deux variances de
I'échantillon par I'équation 5.2.3.1, on obtient :
2 - (10 — 1)(42,9)* + (10 — 1)(33,1)*
(10 — 1) 4 (10— 1)
Puis, en prenant la racine carrée, on trouve :

sp = /1 468 = 38,3 (10° cycles )

1, 463{1{)3 cycles :]2

Selon I'argument conduisant aux méthodes d'inférence a grand échantillon pour j41 - Hz, la quantité
T —xg — (g — pg)
z‘ =

| 2 !
)

| H_' 4+ a_f
1|' iy Ty

a été brievement examinée. Lorsque @1 = o2 = g, cette variable peut étre réécrite comme suit :

7 T — T2 — (1 — pa)
5.2.3.3 - T 1

TN T

On peut exploiter le fait que la variable 5.2.3.3 est normale réduite pour produire des méthodes d'estimation des
intervalles de confiance et de tests d’hypothese. Or, leur utilisation nécessiterait le paramétre o. Par conséquent,
plutdt que de commencer par 'expression 5.2.3.3, il est courant de remplacer o dans I'expression (5.2.3.3) par §p
et de commencer par la quantité

T (21 — Ta2) — (11 — 2)
5.2.3.4 - T T
sp 1I|,"|l : 4 —

g

La variable 5.2.3.4 a été construite expressément pour que, selon les suppositions du modeéle actuel, elle suive une
distribution de probabilité connue et représentée dans un tableau : la distribution t avec v = (i1 - 1) + (2 - 1) = 1y
+nz degrés de liberté. (On peut remarquer que les 71 degrés de liberté associés au premier échantillon s'ajoutent
aux ng degrés de liberté associés au second pour produire iz degrés de liberté au total.) Ainsi, toujours au
moyen du type de raisonnement développé dans les modules 5.1 et 5.2, on peut obtenir des méthodes d'inférence
pour alt\mu_1-alttitle\mu_1-titleftz. Autrement dit, un intervalle de confiance bilatéral pour la différence f 4z
, basé sur des échantillons indépendants provenant de distributions normales de méme variance, aura pour
bornes

EXPRESSION 5.2.3.5 Bornes confiance pour {41tz suivant des distributions normales avec @y = a




324 C. BASSIM ET BRYAN LEE

{1 1
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dans laquelle on choisit t de sorte que la probabilité que la distributionts, +n,—2 attribue a l'intervalle entre -t et
t correspond a la confiance souhaitée. Dans les mémes conditions, I'hypothése
Hy :py — p2 = #
peut étre testée a l'aide de la statistique

EXPRESSION 5.2.3.6 Statistique de test pourji1tiiz suivant des distributions normales avec 71 =

oz
I — & — #
e e Bl
1 1
Ep ;—FE

et d'une distribution ts, +n,—2 de référence.

Exemple 5.2.3.3 (suite)

Reprenons le cas de la durée de vie des ressorts pour illustrer l'inférence pour deux moyennes avec des petits
échantillons. Tout d'abord, testons I'hypothése d'une moyenne de durée de vie égale, avec 'hypothése alternative que la
contrainte plus faible conduit a une durée de vie plus longue. Ensuite, établissons un intervalle de confiance bilatéral a
95 % pour la différence entre les moyennes de durée de vie.

En continuant a désigner la contrainte de gm2 condition 1 et la contrainte de gm® condition 2, a partir du
tableau 5.3.3.1, on obtient ¥y et ¥z et &pr =38,3 (comme nous lavons vu précédemment). Ainsi, le modéle de test

d’hypothése en cinq étapes donne ceci :
1.Hy t g — iz =10
2. Ha i — 2 = 0.9, title= s\mathrm{H}_{\mathrm{a}}: \mu_1-\mu_2>0 . » class= »latex mathjax »>
(Par raisonnement physique, on s'attend a ce que la condition 1 produise des durées de vie plus longues.)
3.La statistique de test est la suivante :
O ek T ]
N
La distribution de référence estt, avec 10+ 10 - 2 = 18 degrés de liberté, et un grand t observé constituera une
preuve contre Hy.
4.Les échantillons donnent
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