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Le présent manuel a été congu pour appuyer I'étude de concepts et de compétences mathématiques clés par les
futur.e.s professionnel.le.s de la santé publique et au travail. Plus précisément, il contient du matériel adapté de
différentes ressources existantes en mathématiques de niveau collégial et universitaire. Ce manuel sera principalement
utilisé dans le cadre du cours POH103 « Data Management » a I'Université Ryerson, mais peut étre utilisé ou adapté
dans d’'autres contextes.

La matiere est destinée a des étudiant.e.s en santé publique et au travail de la premiére année du premier cycle aux
différents bagages de connaissances en mathématiques. La matiére vise a préparer les étudiant.e.s pour des cours
quantitatifs plus avancés en biostatistique, en épidémiologie et en évaluation des risques, notamment.
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CHAPITRE 1: REVISION D’ ALGEBRE
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r.1. Introduction a l’algébre

Introduction

Révision des termes algébriques de base :

Terme algébrique Description Exemple
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Polynéme : expression algébrique contenant un
ou plusieurs termes.

Exemples: 7x, 5ax - 9b,

\

a 2
6x2—5x+c, 7a°+ 8b + ab -

11 existe des noms spéciaux pour les

polyndmes qui possédent un, deux ou trois
Unterme  termes:

peut étre
une N . e .
EIE Monéme : expression algébrique qui ne
TG ’ contient qu'un seul terme.
Phrase variable
mathématique O:*lolguit
contenant des g’un
Sgrrgérlg:’ des nombre et 9 La métho
Expression algébrique Terme d'une Exemples : 9x , 4xy”, FC
P q (lettres) et des ; .
P variable. (développemer
opérations = \
?f 1t_hn1et:ques termes f
ote )’ K sont
v séparés ¥
par un ) a,
signe plus 0,8mn” ab
ou un ¢
signe
moins).

* Bindme : expression algébrique qui contient
deux termes.

Exemples : ax>+ bx + ¢,
= 4qp2 +3q+5

Combinaison de termes
Termes semblables : termes qui ont les mémes

4 | 11. Introduction a l'algebre



variables et exposants (qui ne different que par
leurs coefficients).

Exemples :
Termes semblables et
e non semblables
Ty et -9y Termes semblables
6a2, -32a> et -d? Termes semblables
O,szy et —48x2y Termes semblables
\fra
2,23 ot w23 Termes semblables
-8y et 78x Termes non semblables
6m® et -9m? Termes non semblables
-9utw? et -9wu® Termes non semblables

Combinaison de termes semblables : ajouter ou
soustraire leurs coefficients et conserver les
mémes variables et exposants.

Remarque : Les termes non semblables ne
peuvent pas étre combinés.

Suppression dCS

parentheses

Si le signe précédant les parentheéses est
positif (+), ne changez pas le signe des
termes a l'intérieur des parenthéses,
supprimez simplement les parentheses.

Exemple: (x-5)=x-5

Si le signe précédant les parentheéses est
négatif (<), supprimez les parentheses et le
signe négatif (devant les parentheses), et
changez le signe de chaque terme a
l'intérieur des parentheses.

1.1. Introduction a l'algébre | 5
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Exemple: - (x-7)=-x+7

Supprimer les parenthéses :

. Suppressio
Expression
algébrique n des‘ Exemples
parenthéses
(ax +b) ax+b (5x +2)=5x
(ax - b) ax-b (gy_—f) =4l
\
f
r
a
-(Cx+7)=
- (ax +b) —ax -b C
\
f
r
-7
c
-(0,5b -
- (ax - b) -ax +b 2,4)=-0,5b +

Multiplication et division
d’expressions algebriques

Multiplication d'un mondme et d'un
polynome :

e  Utiliser la distributivité : a (b + c) = ab
+ac

e Multiplier les coefficients et
additionner les exposants avec la
méme base. Appliquer a™a" =

m+n
a



. Diviser le polyndme en plusieurs
parties.

. Diviser un monéme par un
monome. Appliquer

\ frac{a"~mHa

“nl=a™~{m-n}

La méthode
FOIL
(développement) :
une maniere simple
de trouver le produit
de deux binOmes
(deux termes).

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc
+bd

Exemp
F O 1 les
L

1.1. Introduction a l'algébre | 7



F - First premier terme
terms x premier terme
(premiers (@a+b)(c+
termes) d)

terme extérieur
X terme extérieur
(@+b)(c+d)

terme intérieur
X terme intérieur
(a+b)(c+d)
intérieurs)

L - Last .
dernier terme x
terms .
dernier terme

i T

La méthode
FOIL Exemple
(développement)

(@+b)(c+d) (x+5)(x+4)=x:x+
=ac+tad+bc+ x-4+5x+5-4=x>+
bd 9x + 20

8 | 1.1. Introduction a l'algébre



=10x"2-12x+15x-18 a a =a
Combiner les
=10x"2+2x-18 termes
semblables.

2) (3r - t)(5r+t™2)=3r \cdot 5r+3r \cdot t"~2-t \cdot 5r-t \cdot t"2

=15r"2+3rt™2-5rt-t"3

=18r"2+-5rt-t"3

Méthode FOIL (développement)

n+m
a"am=a

Combiner les termes semblables.

3) (xy™2+y)(2x " 2y+x)=xy "2 \cdot 2x2y+xy"2 \cdot x+y \cdot 2x"2y+yx
=2X7 3y 32y 242X N2y 24Xy

=2x"3y " 3+3x 72y " 2+xy

Méthode FOIL
(développement)

n+m
a"am=a

Combiner les termes
semblables.

4 (a-\frac)(a-\frac)=a"2-\fraca-\fraca+(-\frac)(-\frac)

=a"2-\fraca+\frac

Méthode FOIL (développement)

Combiner les termes
semblables.

Exercices pratiques

1. Identifier les termes de chaque polynome :
2. Combiner les termes semblables :
3. Simplifier :

1.1. Introduction a l'algébre | 9



1.2. Equations

Equations

Equation : phrase mathématique contenant deux expressions et séparée par un signe d'égalité (les deux cotés de
I'équation ont la méme valeur).

Exemples : 4+3=17, 9x -4=05, 2y -

Pour résoudre une équation, nous trouvons une valeur particuliére pour la variable de I'¢quation qui rend I'équation
vraie (coté gauche = coté droit).

Exemple: Pourl'équation x+4=5

seul x =1 peut étre vrai, puisque 1+ 4 =5 (coté gauche = coté droit).

Solution d'une équation : valeur de la variable dans 'équation qui rend I'équation vraie.

Exemple: Pourléquationx+4 =5, x=1estlasolution.

Indiquez si chacun des nombres donnés est une solution a l'équation donnée.
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Resolution d’¢quations

Regles de base pour la résolution d’équations a une étape :

* Ajouter, soustraire, multiplier ou diviser la méme quantité des deux cotés d’'une équation pour obtenir une
équation valide.
* Remarque : Toujours faire la méme chose des deux cotés de I'équation (équilibre).

Propriétés pour la résolution d’équations :

Propriétés Egalité Exemples
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Propriété d’addition d’'une égalité

Propriété de soustraction d'une égalité

Propriété de multiplication d'une égalité

Propriété de division d'une égalité

A+C=B+C

A-C=B-C

A-C=B-C

\frac{AKC
E}frac{B} (C#0)

Résoudrex-6=3

X-

\bcancel+\bcancel{\bf6}=3

+\bf6
Résoudre y+5=-8

y+\bcancel-

\bcancel{\bf5}=-8-\bf5

Résoudre}frac{m}:

\bcancel{\bf9}
\cdot
\frac{m}{\bcancel}
=2 \cdot \bf9

Résoudre 3n = -15

\frac{\bcanc
eln}{\bcancel{
\bf3}}=\frac{-
15 \bf3}

xR
I
©

y=-13

n=-5

Résoudre les équations suivantes.
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Equation a plusieurs étapes : une ¢quation dont la résolution nécessite plus
d’une étape.

Procédure pour résoudre les équations a plusieurs étapes :

Effacer les fractions ou les décimales si nécessaire. Simplifier et supprimer les parentheses si nécessaire. Combiner
les termes semblables de chaque cdété de I'équation. Rassembler les termes variables d'un cété de I'équation et les
constantes de l'autre coté. Isoler la variable (pour obtenir la variable seule d'un coté de I'équation). Vérifier la solution a
l'aide de I'équation originale.

Etapes Exemples
Résoudre \bf\frac(y+10)=3y-\fracy Eliminer les dénominateurs si I'équation comporte des fractions.

\bcancel\ cdot

\frac{\bcancel5}(y+10)={\bf5}(3y)-{\bf\ Multiplier chaque terme par 5. Supprimer les parentheses.
bcancel5}(\frac{\bcancel5}y)

y+10=15y-9y Combiner les termes semblables. y+10=6y Rassembler les termes variables d'un
y-
" 7 y+\bcancel- {\bf6y}=\bcancel{6y}-10-\bcance
coteé et les constantes de l'autre. \ peancel{\bf10}=6y-\bf10 y=6y-\bf10 {\bf6y}
y=\frac{
Soustraire 10 des deux cdtés. Soustraire 6y des deux cotés. Isoler la variable. -5y=-10 -104-5} y=2

\frac(2+10)=3 \cdot 2-\frac
Diviser les deux cOtés par 5. Vérifier la solution a l'aide de I'équation originale. \cdot 2
\bcancel\ frac{\bcancel5}(2+10)=5 \cdot 3
\cdot 2-\bcancel \cdot \frac{\bcancel5}
\cdot 2
chaque terme par 5. Coté gauche = coté droit (bonne réponse)

(2+10)=30-18 12=12 Remplacer y par 2. Multiplier

Equations avec décimales : multiplier chaque terme des deux cotés de I'équation par un multiple de 10 (10, 100,
1000, etc.) pour supprimer les décimales (en vous basant sur le nombre ayant le plus grand nombre de décimales dans

I'équation).
Etapes Exemples
Résoudre \bf0,34x - 0,12 = -4,26x Multiplier chaque terme par 100 pour supprimer les décimales.
{\bf100}(0,34x) - {\bf100}(0,12) = {\bf100}(-4,26x) Le plus grand nombre de décimales est deux. Rassembler
les termes variables dun co6té de l'équation et les constantes de lautre coté.  34x-12 = -426x
34x +426x =12 460x =12 Ajouter 12 de chaque coOté. Ajouter 426x de chaque coté. Isoler la variable.
x \approx
0,026
Exemple 1.2.3
Résoudre 0,4y + 0,08 = 0,016 Le plus grand nombre de décimales est trois.
1000(0,4y) +1000(0,08) = 1000(0,016) Multiplier chaque terme par 1 000.
400y + 80 =16 Combiner les termes semblables.
400y = -64 Diviser les deux cotés par 400.
y=-0,6
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Equations avec fractions :

Etapes Exemples

14 | 1.2. Equations



\bf\

Résoudre ﬁga(\zc{t}+\frac=—\frac{t}—\f
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Multiplier
chaque terme
par le plus
petit
dénominateur
commun.

{\bf12} \cdot \frac{t}+{\bf12} \cdot
\frac={\bf12}(-\frac{t})-{\bf12} \cdot \frac

10t=-13

Problémes verbaux

Identification des mots-clés :

* Lorsquon essaie de trouver I'opération correcte
verbal, il est important de préter attention aux 1

indices sur la marche a suivre.

» Lidentification des mots-clés et 'extraction des
moyens efficaces pour résoudre les problemes

Mots-clés ou indices dans les problémes verbaux :

Addition (+) Soustraction (-)  Multiplication (x
ajouter soustraire multiplier
somme (de) différence produit

plus enlever multiplié par
total (de) moins double
ensemble moins (de) deux fois
augmenté de réduit de trois fois

gain (de) perte (de) de

combiné (montant) restant combien (au tot
en tout économies combien
supérieur a retirer

complet retrancher

ensemble inférieur (a)

plus (que) combien de plus

supplémentaire

combien de temps

16 | 1.2. Equations



Etapes de la résolution des problémes verbaux :

- Organiser les faits présentés dans le probleme (crée
permet de rendre le probléme plus clair).

- Repérer la quantité inconnue (x = inconnue).

- Convertir des mots en symboles mathématiques e
équation a partir de « mots-clés » ou d'« indices ».

- Estimer puis résoudre 'équation.

- Valider et indiquer la réponse. (Replacer la solutic
confirmer qu'elle est logique.)

Organiser les faits (faire un tableau) :

Déterminer l'inconnue : Combien darger

Convertir des mots en symboles mathém.

1.2. Equations | 17



(trouver les mots-clés) :

Exemples supplémentaires :

Organiser les faits :

Soit x = litres de carburant nécessaires p

Le réservoir dessence de 60 litres de la v

18 | 1.2. Equations



La voiture de Robert consomme en moye
Vancouver se trouve a environ 390 km de K

30 L > 27,3 L. Par conséquent, oui, Robert

Exercices pratiques

1. Résoudre les équations suivantes :
2. Ecrire une expression pour chacun des élément

1.2. Equations | 19



\
1.3. Systemes de mesure

Systémes de mesure

Systéme métrique (SI - systéme international d’'unités) : Le systéme de mesure le plus utilisé dans le monde. Il repose
sur les unités de base que sont le metre, le kilogramme, la seconde, etc.
Unités communes du systéme international :

Quantité Unité Symbole de I'unité
Longueur metre m
Masse (ou poids) gramme g
Volume litre L
Durée seconde ]
Température degré (Celsius) °C

Préfixes métriques (préfixes du systéme international) : Les préfixes du systéme international sont fondés sur les
multiples de 10.
Tableau de conversion métrique :

Préfixe Symbole (abréviation) Puissance de 10 Valeur Exemples
méga- M 10° 1000 000 1Mm =1000 000 m
kilo- k 103 1000 1km =1000 m
hecto- h 10 100 1hm =100 m
déca- da 10! 10 1dam =10 m
métre/gramme/litre 1
déci- d 107" 0,1 1m =10 dm
centi- c 107 0,01 1m =100 cm
milli- m 10 0,001 1m =1000 mm
micro u 1078 0,000 001 1m=1000 000 ym

Préfixes métriques pour la longueur, le poids et le volume :
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Longueur Poids (g - Volume de

Préfixe i liquide (L
(m - métre) gramme) - litre)
, Mm M ML
méga (M) (mégametre) (mégagramme) (mégalitre)
. km kg kL
kilo (k) (kilométre)  (kilogramme)  (kilolitre)
hm h hL
hecto (h) (hectometre) (hectogramme) (hectolitre)
) dam dag daL
deca (da) (décamétre) (décagramme) (décalitre)
métre/
gramme,/ m (métre) g (gramme) L (litre)
litre
- dm d dL
déci (d) (décimétre)  (décigramme)  (décilitre)
. cm cg cL
centi (c) (centimetre) (centigramme) (centilitre)
milli m) ™™ me i
(millimétre) ~ (milligramme)  (millilitre)
. um Hg uL
micro () (micromeétre) (microgramme) (microlitre)

Etapes de la conversion métrique :
* Déterminer le nombre de bonds de virgule qu'il faut faire.
326 mm = (?) m

* Repérer les mm (millimétres) et les m (metres) dans le tableau de conversion.

4,675hg=(?) g
. Repérer les hg (hectogrammes ) et les g (grammes) sur le tableau de conversion.

Cette méthode permet de convertir une unité dans une autre.

. Ecrire le terme d’origine sous forme de fraction (sur 1).
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N
fra fra
o o
\;) ou }\ ;).

Ecrire la formule de conversion sous forme de fraction

Placer l'unité recherchée ou inconnue sur le dessus.
N

fra fra

ot <l

\D) gy W

Multiplier le terme dorigine par } . (Annuler les mémes unités).

1200 =(?) kg

12009 =
\ frac{1200 g}

\ frac{
1

kgH(1000
}

Ecrire le terme dlorigine (le coté gauche) sous forme de fraction :

Ecrire la formule de conversion sous forme de fraction. 1kg = 1000 g:
« kg » est l'unité recherchée.

1200 g = \ frac{1200 \\bcancel{g}}

Multiplier : \cdot \ frac{l kg}H{(1000 Les unités « g » sannulent.
\bcancel{g})}

30 cm = (?) mm

. Ecrire le terme dlorigine (le c6té gauche) sous forme de fraction :

alt30 cm = \ frac{30 cm} alttitleCréé par QuickLaTeX.comtitle
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\ frac{(1
0

Ecrire la formule de conversion sous forme de fraction. 1 cm =10 mm :
mm)Hlem}

Addition et soustraction de mesures du systéme international :

Combiner aprés conversion dans la méme unité.

La relation entre mL, g et cm?

Quel est le rapport entre mL, g et cm3?

Un cube occupe 1 cm® despace (lcm x1cm x1cm = lcmg).
Un cube contient 1 mL d’eau et a une masse de 1 gramme a 4°C.
tem®=1mL=1 g
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Convertir les unités suivantes.

Une piscine mesure 10 m x 8 m x 2 m. Combien de kilolitres d'eau peut-elle contenir?
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Exercices pratiques

1.Convertissez les mesures suivantes.

3. Combinez les unités suivantes.

2. Complétez les équations suivantes.
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1.4. Rapports, taux et pourcentages

Rapports et taux

Rapport : relation entre deux nombres, exprimée sous forme de quotient avec la méme unité au dénominateur et au
numérateur. Il existe trois facons d’écrire un rapport.
Exemple : Ecrire le rapport entre 5 cents et 9 cents.

 Simplifier un rapport :

Taux : rapport entre deux quantités d'unités différentes.

Exemple : enseignants a étudiants; argent a temps; distance a temps, etc.
\frac{\bcancelkm

H\bcancelmin}=\fra

Exemple : 80 kilometres pour 320 minutes : )
c{lkmH{4min}

Taux unitaire : taux dans lequel le nombre au dénominateur est 1.

\

frac

{\$

15
Exemple : 15 dollars par heure 1}3{ =15 $ par heure

e Voici quelques taux unitaires :

\frac

{a}{b}=\
frac{cH
Proportion : équation dont les deux cotés présentent un rapport (ou un taux) ( d)
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Exemple : Transformons la phrase suivante en proportion.

3 imprimantes correspondent a 18 ordinateurs, tandis que 2 imprimantes correspondent a 12

ordinateurs.
\frac{3\;imprimantes}{18\;ordina
teurs}=\frac{2\;imprimantes{12\ ;o
rdinateurs}

Résolution d’'une proportion :

\frac

{al{b}=\
frac{cq
e Multiplication croisée : multiplier le long de deux diagonales. d}

o Trouver la valeur de l'inconnue.

4 litres de lait cotitent 4,38 S, combien cofitent 2 litres ?
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Tom mesure 1,75 meétre et son ombre mesure 1,09 metre. Lombre d’'un batiment mesure 10 metres de long au méme

moment. Quelle est la hauteur du batiment?
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Si 15 mL de médicament doivent étre mélangés a 180 mL d’eau, combien de millilitres de médicament doivent étre

mélangés a 230 mL d'eau?
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Pourcentage

Pourcentage (%) : une partie pour cent.

Conversion entre pourcentages, décimales et fractions :

Conversion Etapes Exemples

Déplacer la virgule de deux positions vers

CETTEETRGE = DEghlE la gauche, puis supprimer le symbole %.

31% = 31,%=0,31

Déplacer la virgule de deux positions vers

Décimale = Pourcentage la droite, puis ajouter le symbole %.

0,317=0, 317=31,7%

0, i 3 —

Pourcentage = Fraction ) Enlgver le %, diviser par 100, puis 15 9% = \frac=\fra
simplifier. c

\

Diviser, déplacer la virgule de deux
Fraction = Pourcentage positions vers la droite, puis ajouter le

symbole %. =1+4=0,25=25%

o m = h

_ _ frac=\fra
Convertir la décimale en pourcentage, 0,35=35% = c \ \

Décimale = Fraction : . ;
puis convertir le pourcentage en fraction. % = pour cent

11 existe deux méthodes pour résoudre les problémes de pourcentage :

e Méthode des proportions en pourcentage
e Traduction (traduire les mots en symboles mathématiques).

Méthode des proportions en pourcentage :

. - frac{nombre\;« est
frac{Partie{Tout}=\f \ ;
A raé{Pour E:{ent} N ou sHnombre\;« de

»}=\frac{\ %}

Etapes Exemples
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8 pour cent de quel nombre est 4?

fr
ft
. Déterminer la partie, le tout et le
pourcentage. Pourcenta — py 4 ()
ge
o Etablir l'équation de la proportion. \fr\afcrac{x}=
. Trouver la valeur de 'inconnue (x). x=\frac{(4)(100)}=50

f

Partie

\frac{Partie{To
ut}=\frac{\ %}

x =50

Méthode de traduction : traduire les mots en symboles mathématiques.

* Quel ____ x=:lemot «quel » correspond a la quantité inconnue x.
e est____ =:leverbe «est» correspond au signe d'égalité.
e de____ x:lemot«de » correspond au signe de multiplication.

* % :toujours transformer le pourcentage en nombre décimal.

1) Quel est 15 % de 80?
x = 0,15+ 80 x =(0,15)(80) = 12
2) Quel pourcentage de 90 est 45?

\f

ra
x % * 90 =45 x%=C =0,5=50%

3) 12 est 8 % de quel nombre?

\ fra
~ c{0.0

12=0,08*x X78} =150

Pourcentage d’augmentation ou de diminution :

Application Formule
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Pourcentage d'augmentation

Pourcentage de réduction

La production d’'un bien est passée de 1500 unités le mois dernier a 1650 ce mois-ci. Trouvez le
pourcentage d’augmentation.

NN
b b
o A
NN
S 8

La production a été réduite de } 33 a} 29. Quel est le pourcentage de réduction?

Exercices pratiques

1. Exprimez les données suivantes sous forme de rapport ou de taux simplifié.
2. Un train a parcouru 459 km en 6 heures. Quel est le taux unitaire?

3. Exprimez la phrase suivante a l'aide d'une proportion : 24 heures correspondent a 1940 kilometres et 12 heures a
985 kilometres.
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4. 4 litres de jus de fruit cotitent 7,38 S. Combien cotitent 2 litres?

5. Sarah gagne 4 500 $ en 30 jours. Combien gagne-t-elle en 120 jours?

6. Un produit a vu sa production passer de 2 800 unités lannée derniére a 3 920 unités cette année. Trouvez le
pourcentage d’augmentation.

7. Le tableau ci-dessous présente des données sur le chomage des étudiants en santé publique de l'Université
métropolitaine de Toronto durant 'été, mais certaines données sont manquantes :

Année 2015 2016

Etudiants au chémage

Nombre total détudiants
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1.5. Exposants et notation scientifique

Exposants

Retour sur les exposants : " ou base®™os

Notation exponentielle

Exemples

Base Exposant
a"-a-a-a-a..a

Lire « a exposantn » ou«aalan ».

2t=2.2.2.2 =16

Lire « 2 exposant 4 ».

Propriétés des exposants :

Noms

Regles

Exemples

Regle du produit

Reégle du quotient

Régle de la puissance

Exposant négatif a ™"

Exposant zéro a®

Exposant un al

Exposant fractionnaire

a”™m\;a" n=a"{m+n}

\frac{a”"mHa"n}
=a"™{m-n}

a”™m\;a" n=a"{m+n}

~

(@”m \cdot
b7n)~p=a™{mp}\;b~{np}
(\fracfa”m}{b""n
})”p=\frac{a™{mp}}

{b™{np}}

a™{-n}=\frac{a
~n
\frac{a”™{-n}}=
a’™n

a™0=1

a"l=a

a™\frac{m}{n}=\s
qrt[n}{a”m}

273\;272=2"{3 + 2}=2"5=32

\frac{y ~4Hy~2}=y~{4~
2=y "2
(x"3)"2=x"{3\cdot2}=x"6
(t™3 \cdot s™4)"2=t™{3 \cdot 2}\;s"{4
\cdot 2}=t"™6\;s"8
(\frac{q™2Kp~4})"~3=\fra
cfq 2\cdot3}}{p 4\
cdot3}}=\frac{q"6}{p"}

47{-2})=\frac{4~2}=\fr
ac

\frac{d~{-2}}=4"2=16
1570=1

T™N1=7 g 1S

15\ frac=\sqrt[3}{
15°2}
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* Régle du produit : lorsqu'on multiplie deux puissances ayant la méme base, on garde la base et on additionne les
exposants.

* Reégle du quotient : lorsqu'on divise deux puissances ayant la méme base, on garde la base et on soustrait les
exposants.

\fracfa™2H{a"~2}=a"™{2-2}=a
~0=1

0

Cette regle peut également démontrer pourquoi a~ =1 (exposant zéro ao) :

* Reégle de la puissance : lorsquon éléve une expression a une puissance, on multiplie chaque exposant a l'intérieur
des parenthéses par la puissance a I'extérieur des parentheses.

» Exposant négatif : un exposant négatif est la réciproque du nombre a exposant positif.

» Exposant fractionnaire : un exposant fractionnaire est une facon différente d'écrire une expression contenant un
radical (ou racine). Pour connaitre la puissance, on fait porter a la base 'exposant m, puis on trouve la racine
n-ieme du nombre.

Simplifiez (ne laissez pas d’exposants négatifs dans la réponse).
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Simplifier.
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Soita=2,b=1¢c=-1

Notation scientifique

La notation scientifique est un moyen particulier d'exprimer de maniere concise les tres grands et les trés petits
nombres.
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Exemple: 300 000 000 =3 x 108 m/sec La vitesse de la lumiere.

Notation scientifique : produit d'un nombre compris entre 1 et 10 et d'une puissance de 10.

Notation scientifique Exemple
1<N<10 67504,3 = 6,75043 x 10*
N x10+n
n - nombre entier Forme standard Notation scientifique

Ecrire un nombre en notation scientifique :

Etapes Exemples
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Déplacer la virgule apres le premier chiffre non nul.

Exercices pratiques

1. Calculez :

2. Simplifiez (ne laissez aucun
exposant négatif dans la réponse) :

3. Ecrivez en notation scientifique :
4. Ecrivez en forme standard :
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1.6. Reponses aux exercices pratiques

Réponses aux exercices pratiques du chapitre I

a

b. " y4 , 9a

2.a. -x +19y
b. 6a% - 31b

¢ 9m?+64n

3.a.10a” +13
b. -19x + 39y
c. 17ab - 28xy
d. 40y*- 11y- 63
e. 21r° + 28rt°- 6rt —8t°

\
f
7
a
c
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2.a.3758 +y
b.175 -y
c.45-w

\

1.a. 0,439 m
b. 0,0000483 kL
c. 7,23 kg
d. 520 mm
3.a.4 000 mm
b. 63 006 g

4.a.38¢

b.5 000 cm®

c. 18 000 cm®

d. 0,039375 kL
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\ frac{7\;pe
rsonnesy30
\;billets}

\ frac{8
\;kRmH{37
& \;min}

2.76,5km/h

S \ frac=\frac
4.3698S
5.18 000 S
6.40 %
7.a. 28 %
b. 308
¢.1200
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3. a.4,56 x 10’

b.5,23 x107°

4.a.3 578
b. 0,000043
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CHAPITRE 2 : EQUATIONS LINEAIRES ET
REPRESENTATIONS GRAPHIQUES
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/ . . y / . . 7.
2.1. Representation graphlque d’une equation lineaire

Représentation graphique d’une équation linéaire
P graphiq q

Les équations dont les graphiques sont des lignes droites sont appelées équations linéaires. Voici quelques exemples

d'équations linéaires :

2x-3y=6 , 3x=4y-7 , y=2x-5 , 2y=3 , et x-2=0.

Une droite est entierement déterminée par deux points. Par conséquent, pour représenter graphiquement une
équation linéaire, nous devons trouver les coordonnées de ces deux points. Pour ce faire, nous choisissons une valeur
arbitraire pour x ou y, puis nous résolvons I'équation pour l'autre variable.

Représentation graphique de la droite : y = 3x + 2

Solution

Nous devons trouver les coordonnées d'au moins deux points.

Nous choisissons arbitrairement x = -1, x =0, et x = 1.

Six = -1, alorsy = 3(-1) + 2 ou -1. Par conséquent, (-1, -1) est un point sur cette droite.

Six =0, alors y = 3(0) + 2 ouy = 2, d'ot le point (0, 2).

Six =1, alors y = 5, et nous obtenons le point (1, 5). Les résultats sont résumés ci-dessous et la ligne est représentée sous forme de

graphique.
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Siy =2, alors 2x + 2 =4, ce qui donne x =1 et le point (1, 2). Le tableau ci-dessous indique les points, et la droite est représentée

sous forme de graphique.
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Les points ou une ligne croise 'axe des coordonnées sont appelés points d’interception. Lorsqu'on représente une ligne
sous forme de graphique, on commence généralement par les points d'intersection, car ils sont faciles a trouver. Pour
trouver l'abscisse a l'origine, on met y = 0, et pour trouver I'ordonnée a l'origine, on met x = 0.

Les résultats sont présentés dans le tableau ci-dessous.
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Droites horizontales et verticales

Lorsque l'équation d’'une droite n'a qu'une seule variable, le graphique résultant est une droite horizontale ou verticale.

Le graphique de la droite x = a (a étant une constante) est une droite verticale qui passe par le point (a , 0). Tout point de cette
droite a pour coordonnée x a, quelle que soit la coordonnée y.

Le graphique de la droite y = b (b étant une constante) est une droite horizontale qui passe par le point (0, b). Tout point de cette
droite a pour coordonnée y b , quelle que soit la coordonnée x.

Remarque : La plupart des étudiants pensent que les coordonnées des points doivent toujours étre des nombres entiers.
Ce n'est pas vrai et, en réalité, ce n'est pas toujours possible. Ne vous inquiétez pas si vos points comprennent des
fractions ou des décimales.

Exercices pratiques

1. Le point (2, 3) est-il situé sur la droite 5x — 2y = 4?
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2. Pour la droite 3x - y = 12, complétez les coordonnées suivantes :
3. Représentez sous forme de graphique y = 4x - 3.
4. Représentez sous forme de graphique 2x + 4 = 0.

5. Représentez graphiquement la droite donnée par les équations paramétriques x =1+ 2tety=3 +t.

6. Représentez graphiquement les trois équations suivantes sur le méme ensemble d'axes des coordonnées:y=x+1;y=2x +1;y
=-x+1

2.1. Représentation graphique d'une équation linéaire | 51



2.2. Pente d’'une droite

Pente d’une droite

Dans cette section, vous apprendrez a :

Trouver la pente d’'une droite si deux points sont donnés.
Tracer le graphique de la droite si un point et la pente sont donnés.
Trouver la pente de la droite qui sécrit sous la forme y = mx + b.

L

Trouver la pente de la droite qui sécrit sous la forme Ax+ By = c.

Dans la derniére section, nous avons appris a représenter graphiquement une droite a partir de deux points. Il est
également possible de dessiner graphiquement une droite en connaissant un point et la « pente » de cette droite. La
pente d'une droite est un nombre précis qui exprime son inclinaison.

Vous vous souvenez peut-étre davoir vu, dans un cours de mathématiques précédent, que la pente est
« linclinaison de la droite » ou « la variation verticale par rapport a la variation horizontale » et quelle est souvent
exprimée des fagons suivantes :

Nous vous en donnons ici une définition plus précise.

Définition :

Si ( x1, y1) et ( x2, y2) sont deux points différents sur une droite, alors la pente de la droite est

Pente = m = LU

T3—11

La variation verticale (-4) et la variation horizontale (6) sont toutes deux indiquées dans la figure ci-dessus.

Lorsque deux points sont donnés, il importe peu de savoir quel point est désigné par (x1, y1) et quel point est désigné par (x2, y2).
La valeur de la pente sera la méme. Par exemple, si nous choisissons (x1, y2) = (4, -1) et (x2, y2) = (-2, 3), nous obtiendrons la méme
valeur pour la pente que celle obtenue précédemment. Les étapes a effectuer sont les suivantes :

Létudiant doit également comprendre le point suivant : si une droite monte de gauche a droite, elle a une pente positive; si elle

descend de gauche a droite, elle a une pente négative.
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Alternativement, puisque représente le méme nombre, la droite peut étre tracée en commencant au point (1,

2) et en choisissant une variation verticale de 3 unités suivie d'une variation horizontale de 4 unités. Ainsi, a

partir du point (1, 2), nous montons de 3 unités, et nous nous déplacons a gauche de 4 unités, atteignant le point
(-3, 5) qui est également sur la méme droite. Voir la figure ci-dessous.

Prenons les pentes et les ordonnées a l'origine des droites suivantes.

Ce n'est pas une coincidence : lorsque l'équation d'une droite est résolue pour y, le
coefficient du terme x correspond a la pente et la constante correspond a Uordonnée
a lorigine.

En d'autres mots, dans la droite y = mx + b, m est la pente et b est lordonnée a
lorigine.
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Déterminer la pente et l'ordonnée a lorigine de la droite 2x + 3y = 6.

Solution

Nous trouvons la valeur de y.

2r+ 3y =6

3y=—2r4+6

y=—2/3c +2

La pente = le coefficient du terme x = - 2/3

Lordonnée a l'origine = le terme constant = 2.
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. Trouvez la pente de la droite qui traverse les coordonnées suivantes.

2. Déterminez la pente a partir de I'équation de la droite :

3. Représentez graphiquement la droite qui passe par le point donné et qui a la
pente donnée.
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2.3. Equation d'une droite

Détermination de 'équation d'une droite

Dans cette section, vous apprendrez a :

1. Trouver I'équation d'une droite si un point et la pente sont donnés.
2. Trouver I'équation d'une droite si deux points sont donnés.

Jusqu'ici, nous avons trouvé des informations a partir de 'équation d'une droite. Nous avons notamment trouvé des
points sur la droite, la pente et les points d'intersection. Nous allons a présent faire le contraire : nous allons trouver
'équation de la droite a partir de deux de ses points, ou a partir d’'un point et de la pente.

L'équation d’'une droite peut étre écrite sous deux formes : la forme canonique ou la forme standard.

Forme canonique: y=mx+b

Une droite est entierement déterminée par deux points, ou par un point et une pente. Il est donc possible de trouver
I'équation d'une droite si I'une de ces deux situations est donnée.

La forme standard d'une droite : Ax + By = C

La forme standard est une autre maniere utile de noter U'équation d’une droite.

Soit L une droite de pente m contenant le point (x1, y1). Si (x, y) est n'importe quel autre point de la
droite L, alors par la définition de la pente, nous obtenons :

Le dernier résultat est appelé la forme point-pente de U'équation. En simplifiant cette formule, on

obtient 'équation de la droite sous la forme standard Ax + By = C.
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Trouver la forme standard de la droite qui passe par les points (1, -2) et (4, 0).
Solution
Voici la forme point-pente de l'équation :

En multipliant les deux cotés par 3, on obtient :

Nous devrions toujours étre en mesure de convertir une forme d’équation en une autre.
En d'autres termes, si nous avons une droite exprimée sous forme canonique, nous
devrions pouvoir Uexprimer sous la forme standard, et vice versa.

Ecrire Uéquation y = -2/3x + 3 sous la forme standard.

Solution

En multipliant les deux cotés de l'équation par 3, on obtient :

Pour finir, nous allons voir une méthode trés rapide et facile pour écrire
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l'équation d’une droite sous la forme standard. Mais nous devons d’'abord
apprendre a trouver la pente d'une droite sous la forme standard par
l'inspection.

En recherchant la valeur de y, nous pouvons facilement montrer que la
pente de la droite Ax + By = C est —A/B. Il est important de vérifier ce

résultat.

Maintenant que nous savons comment trouver la pente d'une
droite sous la forme standard par Uinspection, il est tres facile de
trouver léquation.
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Exercices pratiques

1. Inscrivez l'équation de la droite pour chacun des cas
sutvants. Utilisez la forme y = mx + b.

2. Inscrivez l'équation de la droite pour chacun des cas
suivants. Utilisez la forme Ax + By = C.
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2.4. Mises en situation

Mises en situation

Maintenant que nous avons appris a déterminer I'équation d'une droite, nous pouvons appliquer ce principe a des
situations de la vie réelle.

Dans le probléeme ci-dessus, 0,50 S par kilométre est un coiit variable, tandis que le montant forfaitaire de 5 $ est un coiit fixe. Si
nous examinons maintenant notre équation y = 0,50x + 5, nous constatons que le cotit variable correspond a la pente et le cotit
fixe, a ordonnée a lorigine.

Le coiit variable de fabrication d'un produit est de 10 S et le cotit fixe est de 2 500 S. Si x représente le nombre d'articles
fabriqués et y le cotit total, écrivez la fonction du cotit.

Solution
Le cotit variable correspond a la pente et le cotit fixe correspond a l'ordonnée a lorigine. Donc, m =10 et y = 2 500.

Léquation du cott est y = 10x + 2 500.

La fabrication de 25 articles cotite 750 S et celle de 50 articles cotite 1 000 S. En supposant qu'une relation linéaire existe,
trouvez l'équation de cotit et utilisez cette fonction pour prévoir le cotit de 100 articles.

Solution

Soit x = le nombre d'articles fabriqués, et y = le cotit.

Résoudre ce probleme revient a trouver l'équation d'une droite qui passe par les points (25, 750) et (50, 1 000).
Léquation partielle est donc y = 10x + b.

En intégrant U'un des points a l'équation, nous obtenons b = 500.

Léquation du cotit est donc y = 10x + 500.

Pour trouver le cotit de 100 articles, nous remplacons x par 100 dans l'équation y = 10x + 500.

Le cotit =y =10(100) + 500 =1 500.
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Examinons ['’énoncé.

La encore, résoudre ce probleme revient a trouver l'équation d'une droite qui passe par les points (0, 32) et (100, 212).

Comme il sagit d’'une relation linéaire, nous recherchons une équation y = mx + b, ou dans ce cas F = mC+ b, ou x ou C
représente la température en degrés Celsius, et y ou F représente la température en degrés Fahrenheit.

Léquation est
En utilisant le point (0, 32), nous obtenons :

Pour convertir 30 degrés Celsius en degrés Fahrenheit, nous remplacons C = 30 par l'équation suivante :

La population du Canada était de 18 millions d’habitants en 1970 et de 26 millions en 1986. En supposant que la
croissance de la population est linéaire, et que x représente lannée et y la population, écrivez la fonction qui
explique la relation entre le temps et la population. Utilisez cette équation pour prédire la population du Canada
en 2010.

Solution

Le probleme peut étre facilité en utilisant 1970 comme année de base, c'est-a-dire en choisissant lannée 1970
comme année zéro. Cela signifie que U'année 1986 correspondra a 'année 16, et lannée 2010 a l'année 40.

Examinons maintenant les informations dont nous disposons.

Résoudre ce probléme revient a trouver l'équation d'une droite qui passe par les points (0, 18) et (16, 26).

L'équation est
En utilisant le point (0, 18), nous obtenons :
Pour trouver la population en 2010, nous supposons que x =40 dans 'équation :

La population du Canada en 2010 est donc estimée a 38 millions d’habitants.

2.4. Mises en situation | 61




. . . 14 .
Mises en situation supplementalres

Dans cette section, vous apprendrez a :

1. Résoudre un systeme linéaire a deux variables.
2. Trouver le point d’équilibre entre une équation d'offre et une équation de demande.
3. Trouver le seuil de rentabilité lorsque les fonctions de revenu et de couit sont données.

Dans cette section, nous résoudrons des problemes qui impliquent l'intersection de deux droites. Par conséquent,
avant d’aller plus loin, nous allons d’‘abord apprendre a trouver cette intersection.

Trouver lintersection de la droite y = 3x — 1 et de la droite y = —x + 7.
Solution

Nous représentons les deux droites sur les mémes axes, comme indiqué ci-dessous, et arrivons a la
solution (2, 5).

Trouver graphiquement l'intersection de deux droites n'est pas toujours facile ou
pratique; c'est pourquoi nous allons maintenant apprendre a résoudre ces
problemes de maniere algébrique.

Au point d'intersection de deux droites, les valeurs x et y des deux droites sont
identiques. Pour trouver l'intersection, il faut donc que les valeurs x ou les
valeurs y soient égales.

Si nous devions résoudre I'exemple ci-dessus de maniere algébrique, il serait
plus facile de laisser les valeurs de y égales. Puisque y = 3x — 1 pour la premiere
droite, et y = —x + 7 pour la deuxieme droite, en laissant les valeurs de y égales,
nous obtenons :
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En remplacant x = 2 dans 'une des deux équations, nous obtenons y = 5, d'ou la
solution (2, 5).

La méthode d’élimination (ou méthode de réduction) est une méthode

algébrique couramment utilisée pour résoudre les systemes d'équations. Elle

vise a éliminer 'une des deux variables en additionnant les cotés gauche et droit
des équations. Une fois qu'une variable est éliminée, nous obtenons une
équation a variable unique dont il est possible de trouver la valeur. Enfin, en
remplagant la valeur de la variable trouvée dans I'une des équations initiales,
nous pouvons trouver la valeur de l'autre variable. La méthode est démontrée
dans I'exemple ci-dessous.

Résoudre le systeme d’équations x + 2y = 3 et 2x + 3y = 4 par la méthode
d’élimination.
Solution

Sinous additionnons les deux équations, aucune des variables nest
éliminée. Or, la variable x peut étre éliminée en multipliant la premiére
équation par -2 et en laissant la deuxieéme équation inchangée.

En utilisant y = 2 dans x + 2y = 3, nous obtenons :

La solution est donc (-1, 2).
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Résoudre le systeme d’équations 3x — 4y =5 et 4x — 5y = 6.

Solution

Cette fois, nous multiplions la premiere équation par -4 et la

seconde par 3 avant de les additionner. (Le choix des nombres
n'est pas unique.)

En utilisant y = -2 dans I'une des équations, nous obtenons x =
-1, d'ou la solution (-1, -2).
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Loffre, la demande et le prix d’équilibre du marche

Dans une économie de marché, la courbe d'offre correspond au nombre d'articles qui
peuvent étre mis a disposition a différents prix, et la courbe de demande est le
nombre d'articles que le consommateur achétera a différents prix. Lorsque le prix
d’un produit augmente, la demande diminue et l'offre augmente. En revanche,
lorsque le prix diminue, la demande augmente et U'offre diminue. Le prix d’équilibre
est atteint lorsque la demande est égale a U'offre.

Seuil de rentabilicé

Dans une entreprise, le profit est généré par la vente de produits. Si une
entreprise vend un nombre x d’articles a un prix P, la recette R est égale a P
fois x, c’est-a-dire R = P - x. Les cotits de production sont la somme des cotits
variables et des colits fixes et s‘écrivent souvent C = mx + b, ol x est le
nombre d'articles fabriqués.

Une entreprise réalise un bénéfice si les recettes sont supérieures aux
cotits, et elle enregistre une perte si les cotits sont supérieurs aux recettes. Le
point du graphique ou les recettes sont égales aux cotits sappelle le seuil de
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rentabilité.

Exercices pratiques

1. Le cotit variable de fabrication d'un article est de 20 S et la
production de 20 articles cotite au total 750 S. Si x représente le
nombre d'articles fabriqués et y le coit, écrivez la fonction du cotit.

2. Une personne qui pése 150 kilos a 60 kilos de muscles, et une
personne qui pése 180 Rilos a 72 kilos de muscles. Si x représente la
masse corporelle et y la masse musculaire, écrivez une équation
décrivant leur relation. Utilisez cette relation pour déterminer la
masse musculaire d'une personne qui pese 170 kilos.

3. Une maison moyenne dans la région du Grand Toronto cotitait
335907 S en 2005 et 787 300 S en 2018. En supposant une relation
linéaire, prévoyez le prix d'une maison similaire en 2025.

4. En 2010, on a signalé 11 386 cas de gonorrhée confirmés en
laboratoire au Canada. En 2015, ce nombre est passé a 19 845. En
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supposant une relation linéaire, a combien de cas de gonorrhée
peut-on s'attendre en 2030?

5. La courbe d'offre d'un produit est y = 2 000x + 13 000, et la courbe
de demande esty = -1 000x + 28 000, ou x représente le prix ety le

nombre darticles. A quel prix Uoffre sera-t-elle égale a la demande et

combien d’articles seront produits a ce prix?

6. Une entreprise qui produit des jouets a des cofits fixes de 10 725 S
et des cotits variables de 20 cents par jouet. Trouvez le seuil de
rentabilité si les jouets se vendent a 1,50 $ l'unité.
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2.5. Reponses aux exercices pratiques

Réponses aux exercices pratiques du chapitre 2

1. Oui

2. a(2-6)(6,6)

3.
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1.

2. livres
3. ~1030358$

4. 45222

5. S, articles

6. (8 250, 12 375)

2.5. Réponses aux exercices pratiques | 71



72 | 2.5. Réponses aux exercices pratiques



CHAPITRE 3 : INTRODUCTION AUX FONCTIONS
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3.1. Introduction aux fonctions

Qulest-ce qu'une fonction?

Le monde qui nous entoure est rempli de relations entre différentes variables qui changent. Lorsque nous observons
ces relations, il est normal de se demander : « Si je connais une variable, puis-je déterminer l'autre? ». Cela établit I'idée
d'une variable d’entrée, ou variable indépendante, et d'une variable de sortie correspondante, ou variable dépendante.
De la découle la notion de relation fonctionnelle dans laquelle la valeur de sortie peut étre déterminée a partir de la
valeur d'entrée.

Parfois, il existe des relations entre certaines variables, comme la taille et I'dge, par exemple. En effet, pour une
personne donnée a un age donné, il est assez facile de déterminer sa taille, mais si nous inversions cette relation et que
nous essayions de déterminer I'dge d'une personne a partir de sa taille, cela serait plus difficile, car la plupart des gens
conservent la méme taille pendant de nombreuses années.

Fonction : reégle de relation entre une variable d’'entrée (indépendante), et une variable de sortie
(dépendante), dans laquelle chaque valeur d’entrée détermine une seule valeur de sortie. Nous disons que
«la sortie (variable dépendante) est une fonction de I'entrée (variable indépendante) ».

Dans Uexemple de la taille et de U'age ci-dessus, la taille est-elle une fonction de l'dge? Ldge est-il une fonction de la taille?

Ici, il serait exact de dire que la taille est une fonction de ldge, puisque chaque dge détermine de maniére unique une taille. Par

exemple, le jour de mon 18 anniversaire, javais une taille de précisément 69 pouces.

Cependant, l'age n'est pas une fonction de la taille, car une taille (variable d’entrée, ou indépendante) peut correspondre a plus
d'un dge (variable de sortie, ou dépendante). Par exemple, pour une taille de 70 pouces (variable indépendante), il y a plus d'un
age possible (variable dépendante) puisque je mesurais 70 pouces a l'dge de 20 et de 21 ans.

Dans un café, le menu se compose de différents choix et de leur prix. Le prix est-il une fonction du choix? Le choix est-il une
fonction du prix?

Nous pourrions dire que le prix est une fonction du choix, puisque chaque choix (variable indépendante) a un prix qui lui
correspond (variable dépendante). Nous ne pouvons pas dire que le choix est une fonction du prix, puisque deux choix peuvent
avoir le méme prix.
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Dans de nombreux cours, le pourcentage global que vous obtenez correspond a une note décimale. La note décimale est-elle une
fonction du pourcentage? Le pourcentage est-il une fonction de la note décimale?

Tout pourcentage obtenu est associé a une note décimale. Nous pouvons donc dire que la note décimale est une fonction du
pourcentage. Autrement dit, si vous entrez un pourcentage, vous obtiendrez une valeur décimale. Le pourcentage peut ou non
étre une fonction de la note décimale, selon le systeme de notation du personne enseignant. Dans certains systémes de notation,

il existe une gamme de pourcentages correspondant a la méme note décimale.

Notation fonctionnelle

Pour simplifier I'écriture des expressions et des équations impliquant des fonctions, on utilise souvent une notation
simplifiée. Nous utilisons également des variables descriptives pour nous aider a nous souvenir de la signification des
quantités dans le probleme.

Plutot que d'écrire « la taille (hauteur) est une fonction de 'age », nous pourrions utiliser la variable descriptive h pour
représenter la taille et la variable descriptive a pour représenter 'age.

«la taille est une fonction de I'dge » Si nous nommons la fonction f, nous écrivons
«hestfdea» ou plus simplement

h = f(a). Nous pourrions aussi nommer la fonction h et écrire
ha) qui se lit « h de a ».

Rappelez-vous que nous pouvons utiliser n'importe quelle variable pour nommer la fonction; la notation h(a) nous
indique que h dépend de a. La valeur « a » doit étre introduite dans la fonction « h » pour obtenir un résultat. Attention :
Les parenthéses indiquent que I'age est introduit dans la fonction (il ne faut pas confondre ces parenthéses avec la
multiplication!).

Notation fonctionnelle : la notation « sortie = flentrée) » définit une fonction nommée f. On pourrait lire
«la sortie est f de 'entrée ».

Introduisez la notation fonctionnelle pour représenter une fonction qui prend en entrée le nom d’un mois et donne en sortie le

nombre de jours de ce mois.
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Le nombre de jours dans un mois est une fonction du nom du mois, donc si nous nommons la fonction f, nous pourrions écrire
« jours = f(mois) » ou j = f(m). Si nous nommons simplement la fonction d, nous pourrions écrire j(m).

Par exemple, j(mars) = 31, puisque le mois de mars compte 31 jours. La notation j(m) nous rappelle que le nombre de jours, j (la
sortie) dépend du nom du mois, m (lentrée).

Une fonction N = f(y) indique le nombre de policiers, N, dans une ville au cours de lannée y. Que nous apprend f(2005) = 300?

Lorsque nous lisons f(2005) = 300, nous voyons que la valeur dentrée de la fonction est 2005, soit lannée (y). La valeur de sortie
est 300, soit le nombre de policiers (N), une quantité. Rappelez-vous que N = f{(y). Cela signifie donc qu'en 2005, il y avait
300 policiers dans la ville.

Fonctions représentées sous forme de tableaux

Les fonctions peuvent étre représentées de différentes manieres : des mots (comme dans les derniers exemples), des
tableaux de valeurs, des graphiques ou des formules. Dans le cas d’'un tableau, on nous présente une liste de valeurs
dentrée et de sortie.

Dans certains cas, ces valeurs représentent tout ce que nous savons sur la relation, alors que dans d’autres cas, le
tableau fournit simplement certaines valeurs d’une relation plus complete.

Tableau 3.1.1: Ce tableau représente en entrée le numéro du mois (janvier = 1, février = 2, etc.) et en sortie le nombre
de jours de ce mois. Cela désigne tout ce que nous savons sur les mois et les jours pour une année donnée (qui n'est pas
une année bissextile).

(entrée) numéro du mois, m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
(sortie) nombre de jours du mois, j 31 28 31 30 31 30 31 31 30 31 30 31

Tableau 3.1.2 : Le tableau ci-dessous définit une fonction Q = g(n). Rappelez-vous que cette notation nous indique que
g est le nom de la fonction qui prend 'entrée n et donne la sortie Q.

Tableau 3.1.3 : Ce tableau représente I'age des enfants en années et leur taille correspondante. Il ne s'agit 1a que d’une
partie des données disponibles sur la taille et I'dge des enfants.
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(entrée) a, age en années 5 ® 6 7 8 9 10

(sortie) h, taille (hauteur) en pouces 40 42 44 47 50 52 54

Lequel de ces tableaux définit une fonction (le cas échéant)?

Le premier et le deuxiéme tableau définissent des fonctions. Dans les deux cas, chaque entrée correspond a exactement une seule
sortie. Le troisiéme tableau ne définit pas une fonction puisque la valeur d’entrée de 5 correspond a deux valeurs de sortie
différentes.

Résolution et évaluation de fonctions

Lorsque nous travaillons avec des fonctions, nous faisons généralement deux choses: évaluer et résoudre. Nous
faisons I'évaluation d'une fonction lorsque nous connaissons une valeur d’entrée et que nous utilisons la fonction pour
déterminer la valeur de sortie correspondante. Elle produira toujours un seul résultat, puisque chaque entrée d'une
fonction correspond a exactement une seule sortie.

Nous faisons la résolution d'équations impliquant une fonction lorsque nous connaissons une valeur de sortie et que
nous utilisons la fonction pour déterminer les valeurs d'entrée qui produiraient cette valeur de sortie. La résolution
d'une fonction peut produire plus d'une solution, puisque des entrées différentes peuvent produire la méme sortie.

En utilisant le tableau présenté, ou Q = g(n)

a) Fvaluez g(3).

Evaluer g(3) (lire « g de 3 ») signifie que nous devons déterminer la valeur de sortie, Q, de la fonction g en fonction de la valeur

d’entrée n = 3. En regardant le tableau, nous voyons que la valeur de sortie correspondant a n = 3 est Q = 7, ce qui nous permet
de conclure que g(3) = 7.

b) Résolvez g(n) = 6.

Résoudre g(n) = 6 signifie que nous devons déterminer quelles valeurs d’entrée, n, produisent une valeur de sortie de 6. En
regardant le tableau, nous voyons qu’il y a deux solutions : n=2etn =4.
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Lorsque nous entrons 2 dans la fonction g, notre résultat est Q = 6.

Lorsque nous entrons 4 dans la fonction g, notre résultat est aussi Q = 6.

Fonctions représentées sous forme de graphiques

Souvent, le graphique d'une relation peut étre utilisé pour définir une fonction. Par convention, les graphiques sont
généralement créés avec la valeur d’entrée (variable indépendante) le long de l'axe horizontal, et la valeur de sortie
(variable dépendante) le long de l'axe vertical.

Le graphique le plus courant présente y sur 'axe vertical et x sur I'axe horizontal, et nous disons que y est une fonction
de x, ou y = f(x) lorsque la fonction s’appelle f.

- -

L3}

Lequel de ces graphiques définit une fonction y = f(x)?
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Si U'on examine les trois graphiques ci-dessus, les deux premiers définissent une fonction y = f(x), puisque chaque valeur d’entrée
sur Uaxe horizontal correspond exactement a une seule valeur de sortie, déterminée par la valeur y du graphique. Le troisieme
graphique ne définit pas une fonction y = f(x) puisque certaines valeurs d’entrée, telles que x = 2, correspondent a plus d'une
valeur de sortie.

Test de la droite verticale : Le test de la droite verticale est un moyen pratique de déterminer si un
graphique définit la valeur de sortie (verticale) comme une fonction de la valeur d’entrée (horizontale).
Imaginez que vous tracez des lignes verticales a travers le graphique. Si une ligne verticale traverse le
graphique plus d'une fois, celui-ci ne définit pas une seule sortie verticale pour chaque entrée horizontale.

Lévaluation d'une fonction a l'aide d’'un graphique consiste a prendre I'entrée donnée et a utiliser le graphique pour
trouver la sortie correspondante, alors que la résolution d'une fonction a l'aide d'un graphique consiste a prendre la
sortie donnée et a utiliser le graphique pour trouver l'entrée correspondante.

A laide du graphique ci-dessous :
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a) Evaluez f(2).
b) Résolvez f(x) = 4.

Solution
a) Pour évaluer f(2), nous trouvons Uentrée de x = 2 sur Uaxe horizontal. En se déplagant vers le haut du graphique, on obtient le
point (2, 1), ce qui donne la sortie y = 1. Donc, f(2) = 1.

b) Pour résoudre f(x) = 4, nous trouvons la valeur 4 sur Uaxe vertical, car si f(x) = 4, 4 est la sortie. En se déplacant
horizontalement sur le graphique, on obtient deux points avec une sortie de 4 : (-1, 4) et (3, 4). Ce sont donc les deux solutions de
f(x) =4 :x=-10ux = 3. Cela signifie que f(-1) = 4 et f(3) = 4, ou lorsque Uentrée est -1 ou 3, la sortie est 4.

Fonctions repréesentées sous forme de formules

Lorsque cela est possible, il est trés pratique de définir les relations a I'aide de formules. S'il est possible d’exprimer la
sortie sous la forme d'une formule impliquant la quantité de I'entrée, nous pouvons alors définir une fonction.

Exprimez la relation 2n + 6p = 12 sous la forme d’'une fonction p = f(n) si possible.

Pour exprimer la relation sous cette forme, nous devons étre en mesure d'écrire la relation ou p est une fonction de n, ce qui
signifie lécrire sous la forme p = [quelque chose impliquant n].

Soustrayez 2n des deux cotés.

Divisez les deux cotés par 6 et simplifiez U'écriture.

Apres avoir réécrit la formule p =, nous pouvons exprimer p comme une fonction :
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Il est important de noter que ce ne sont pas toutes les relations qui peuvent étre exprimées sous la forme d'une
formule.

La caractéristique la plus importante d'une équation écrite sous forme de fonction est que la valeur de sortie peut étre
déterminée directement a partir de la valeur d'entrée au moyen d'évaluations; aucune autre résolution n'est nécessaire.
Cela permet a la relation d’agir comme une boite magique qui prend une valeur d’entrée, la traite, et renvoie une valeur
de sortie. La technologie moderne et les ordinateurs s’appuient sur ces relations fonctionnelles, car 'évaluation de la
fonction peut étre programmeée dans les machines, alors que la résolution est beaucoup plus complexe.

Comme pour les tableaux et les graphiques, il est courant dévaluer et de résoudre des fonctions impliquant des
formules. Lévaluation consiste a remplacer la variable d’entrée de la formule par la valeur fournie, puis a faire le calcul.
Pour la résolution, il faut remplacer la variable de sortie de la formule par la valeur fournie, puis trouver la ou les valeurs
d'entrée qui produiraient cette valeur de sortie.

A laide de la fonction k(t) =t + 2 :
a) Fvaluez k(2).
b) Résolvez k(t) = 1.

Solution

a) Pour évaluer k(2), nous introduisons la valeur d'entrée 2 dans la formule chaque fois que nous voyons la variable d’entrée t,
puis nous simplifions Uécriture.

k(2)=2%+2
k(2)=8+2
Donc, k(2) = 10.

b) Pour résoudre k(t) = 1, nous définissons la formule pour k(t) =1, et nous résolvons la valeur d’entrée qui produira cette valeur
de sortie.

k(t) =1 Remplacez la formule d'origine. k(t) = +2

3+2=1 Soustrayez 2 de chaque coté.

Enlevez la racine cubique de chaque coté.

Lorsque vous résolvez une équation a laide de formules, vous pouvez vérifier votre réponse en utilisant votre solution dans
l'équation originale pour voir si votre réponse calculée est exacte.

Par exemple, nous voulons savoir si k(t) = 1 est vrai lorsque t = -1.

k(-1) = (-1)° + 2

A laide de la fonction h(p) = pz +2p:
a) Fvaluez h(4).
b) Résolvez h(p) = 3.
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Solution

Pour évaluer h(4), nous remplacons la valeur 4 par la variable d'entrée p dans la fonction donnée.

a) h(4) = (4)° +2(4)

b) h(p) =3 Remplacez la fonction originale h(p) = p2 +2p.

pz +2p=3 Comme il s'agit d'une fonction quadratique, nous pouvons réarranger l'équation pour obtenir 0.
p2 +2p-3=0 Soustrayez 3 de chaque coté.

pz +2p-3=0 Cette équation peut étre factorisée, ce que nous faisons.

(p+3)(p-19=0

Par le théoréme du facteur zéro, puisque (p + 3)(p — 1) = 0, soit (p + 3) = 0, soit (p — 1) = 0 (ou les deux équations sont égales

a 0). Nous résolvons donc les deux équations pour p, en trouvant p = -3 dans la premieére équation et p =1 dans la
seconde.

Cela nous donne la solution : h(p) = 3 lorsque p =1ou p =-3.

Exercices pratiques

1. Votre solde est-il une fonction de votre numéro de compte bancaire? (Si vous entrez un numéro de compte bancaire, est-il
logique que le résultat soit votre solde?)

2. Votre numéro de compte bancaire est-il une fonction de votre solde? (Si vous entrez un solde, est-il logique que le résultat soit
votre numéro de compte bancaire?)

3. Si chaque pourcentage obtenu se traduisait par une note en lettres, sagirait-il d'une fonction?
4. En utilisant la fonction de lexemple 3.1.7, évaluez g(4).

5. En utilisant le graphique de U'exemple 3.1.9, résolvezf(x) = 1.

6. A l'aide de la fonction

a. Evaluez g(5).

b. Résolvez g(m) = 2.
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3.2. Domaine et ¢tendue

. 14
Domaine et étendue

L'un des principaux objectifs des mathématiques est de modéliser le monde réel a l'aide de fonctions mathématiques. A
cet effet, il est important de garder a I'esprit les limites des modeles que nous créons.
Ce tableau montre la relation entre la circonférence et la hauteur d'un arbre au cours de sa croissance.

Circonférence (c) 1,7 2,5 5,5 8,2 13,7
Hauteur (h) 24,5 31 452 54,6 921

Bien qu'il existe un lien étroit entre les deux, il serait certainement insensé de parler d'un arbre d'une circonférence
de -3 pieds ou d'une hauteur de 3 000 pieds. Lorsque nous définissons les limites des valeurs d’entrée et de sortie d'une
fonction, nous déterminons le domaine et 'étendue de cette fonction.

Domaine : 'ensemble des valeurs d'entrée possibles d'une fonction.

Etendue : l'ensemble des valeurs de sortie possibles d'une fonction.

A laide du tableau ci-dessus, déterminez un domaine et une étendue raisonnables.

Nous pourrions combiner les données fournies avec nos propres expériences et notre raisonnement pour estimer le domaine et
l'étendue de la fonction h = f(c). Pour le domaine, les valeurs possibles de la circonférence (entrée), c, il n'est pas logique d'avoir
des valeurs négatives, donc ¢ > 0. Nous pourrions supposer une valeur maximale raisonnable, et estimer que la circonférence
maximale est d'environ 119 pieds. Nous pourrions donc dire quun domaine raisonnable serait 0 < c < 119 pieds.

De méme, pour l'étendue, il nest pas logique que la hauteur soit négative, et la hauteur maximale d'un arbre pourrait étre de
379 pieds, de sorte qu'une étendue raisonnable pourrait étre 0 < h < 379 pieds.

Lors de lenvoi d’une lettre par le service postal des Etats-Unis, le prix dépend du poids de la lettre, comme le montre le tableau

ci-dessous. Déterminez le domaine et 'étendue.
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Supposons que nous notons le poids avec w et le prix avec p, et que nous créons une fonction appelée P, ot le prix, p, est une
fonction du poids, w. Donc p = P(w).

Puisque les poids acceptés sont de 3,5 onces ou moins, et que les poids négatifs ne sont pas logiques ici, le domaine serait
0 <w < 3,5. Techniquement, le 0 pourrait étre inclus dans le domaine, mais logiquement, cela signifierait que nous nenvoyons
rien, donc nous pouvons l'ignorer.

Puisque les prix possibles font partie d'un ensemble limité de valeurs, nous ne pouvons définir étendue de cette fonction quen
énumérant les valeurs possibles. Létendue est donc p = 0,44 S, 0,61 S, 0,78 S ou 0,95 S.

Notation

Dans les exemples précédents, nous avons utilisé des inégalités pour décrire le domaine et 'étendue des fonctions. Clest
I'une des facons de décrire les intervalles des valeurs d'entrée et de sortie, mais ce n'est pas la seule.

Lutilisation d'inégalités, telles que 0 <c <163, 0 <w < 3,5 et 0 < h < 379, implique que nous nous intéressons a toutes
les valeurs comprises entre les valeurs inférieures et les supérieures, y compris les valeurs supérieures dans ces
exemples.

Cependant, il arrive que nous nous intéressions a une liste précise de nombres, comme l'étendue de prix pour
lenvoi de lettres, p=0,44 S, 0,615, 0,78 $ ou 0,95S. Ces nombres représentent un ensemble de valeurs précises :
{0,44; 0,61; 0,78; 0,95}.

Le fait de représenter des valeurs sous la forme d’'un ensemble, ou de donner des instructions sur la maniére dont un
ensemble est construit, nous amene a utiliser un autre type de notation pour décrire le domaine et 'étendue. Supposons
que nous voulons décrire les valeurs d'une variable x qui sont supérieures ou égales a 10, mais inférieures a 30. Dans les
inégalités, nous écririons 10 < x < 30.

Lorsque nous décrivons des domaines et des étendues, nous étendons parfois cette notation a la compréhension, qui
ressemblerait a ce qui suit : {x | 10 < x < 30}. Les accolades {} se lisent comme « 'ensemble de », et la barre verticale |
se lit comme « tel que », de sorte que nous lirions {x | 10 < x < 30} comme « I'ensemble des valeurs x telles que 10 est
inférieur ou égal a x, et x est inférieur a 30 ».

Lorsque 'on décrit des étendues en compréhension, on peut écrire quelque chose comme {f(x) | O < f(x) < 100}, ou si la
sortie a sa propre variable, on peut l'utiliser. Ainsi, pour notre exemple ci-dessus de la hauteur d’arbre, nous pourrions
écrire pour l'é¢tendue : {h | 0 <h < 379}. Dans la notation en compréhension, si une étendue ou un domaine n'est pas
limité, nous pourrions écrire {t | t est un nombre réel}, ou {t | t € R}, c'est-a-dire « l'ensemble des valeurs t telles que t est
un élément de 'ensemble des nombres réels ».

Une variante simplifiée de la notation en compréhension est la notation en intervalle, ou les intervalles de valeurs
sont désignés par les valeurs de départ et d’arrivée. Des parentheses courbes sont utilisées pour « strictement inférieur
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a», et des crochets pour « inférieur ou égal a ». Linfini n'étant pas un nombre, nous ne pouvons pas l'inclure dans
lintervalle, c'est pourquoi nous utilisons toujours des parentheses courbes avec ® et -. Le tableau ci-dessous vous
aidera a comprendre comment les inégalités correspondent a la notation en compréhension et a la notation en

intervalle :

Inégalités Notation en compréhension Notation en intervalle
5<h<10 {h|5<h <10} (5,10]
5<h<10 {h|5<h<10} [5,10)
5<h<10 {h|5<h<10} (5, 10)

h <10 {h|h <10} (-, 10)

h=10 {n|h =10} [10, )

Tous les nombres réels {h|he R} (-0, )

Pour combiner deux intervalles en utilisant des inégalités ou la notation en compréhension, nous pouvons utiliser le
mot « ou ». Dans la notation en intervalle, nous utilisons le symbole d'union U pour combiner deux intervalles non
connectes.

Décrivez les intervalles de valeurs représentés sur le graphique linéaire ci-dessous en utilisant la notation en compréhension et
en intervalle.

Pour décrire les valeurs, x, qui se trouvent dans les intervalles indiqués ci-dessus, nous dirions : « x est un nombre réel supérieur
ou égal a 1, et inférieur ou égal a 3, ou un nombre réel supérieur a 5 ».

Avec une inégalité, on écrirait : 1< x <3 oux>5

Avec une notation en compréhension : {x | 1< x < 3 ou x > 5}

Avec une notation en intervalle : [1, 3] U (5, )

N'oubliez pas, lorsque vous écrivez ou lisez une notation en intervalle, l'utilisation d'un crochet [ signifie que la valeur
de départ est incluse dans I'ensemble, et l'utilisation d’'une parenthese ( que la valeur de départ n'est pas incluse dans
I'ensemble.
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Domaine et étendue a partir de graphiques

Nous pouvons également parler de domaine et d’étendue en nous basant sur des graphiques. Etant donné que le
domaine fait référence a I'ensemble des valeurs d'entrée possibles, le domaine d’'un graphique est constitué de toutes les
valeurs d'entrée représentées sur le graphique. Rappelez-vous que les valeurs d’entrée sont presque toujours indiquées
sur l'axe horizontal du graphique. De méme, puisque I'étendue est I'ensemble des valeurs de sortie possibles, I'étendue
d’un graphique peut étre déterminée a partir des valeurs possibles le long de l'axe vertical du graphique.

Attention : Si le graphique se poursuit au-dela du cadre, le domaine et 'étendue peuvent étre plus grands que les
valeurs que nous pouvons voir.

Déterminez le domaine et U'étendue du graphique ci-dessous.

Production de pétrole brut en Alaska
(milliers de barils par an)

T

600 |

400

Données de 'U.S.
200 Energy Information Administration
| |
o + i 1 |
1975 1980 1985 1990 1995 2000 2005

Dans le graphique ci-dessus, la quantité de Uentrée sur Uaxe horizontal semble étre « année », que nous pourrions noter avec la
variable y. La sortie est « milliers de barils de pétrole par jour », que nous pourrions noter avec la variable b. Le graphique se
poursuivrait probablement a gauche et a droite au-dela de ce qui est montré, mais selon la partie du graphique que nous voyons,
nous pouvons déterminer que le domaine est 1975 <y < 2008, et que '‘étendue est environ 180 < b < 2010.

Avec une notation en intervalle, le domaine serait [1975, 2008] et l'étendue serait environ [180, 2010]. Pour l'étendue, nous
devons estimer les valeurs de sortie les plus petites et les plus grandes, car elles ne se situent pas exactement sur les lignes de la
grille.

N'oubliez pas que, comme dans l'exemple précédent, x et y ne sont pas toujours les variables d'entrée et de sortie.
Lutilisation de variables descriptives est un outil important pour se souvenir du contexte du probleme.
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Domaine et ¢tendue a partir de formules

La plupart des formules de base peuvent étre évaluées a partir d'une valeur d'entrée. Les deux restrictions les plus
courantes sont les suivantes :

* Laracine carrée d'un nombre négatif ne donne pas un nombre réel.
* On ne peut pas diviser une donnée par zéro.

Trouvez le domaine de chaque fonction :

a)

b)

Solution

a) Comme on ne peut pas calculer la racine carrée d'un nombre négatif, il ne faut pas que l'intérieur de la
racine carrée soit négatif.

Donc, x +4 > 0 lorsque x > -4.

Le domaine de f(x) est [-4, ).
b) On ne peut pas diviser une donnée par zéro; il faut donc que le dénominateur soit différent de zéro.

Puisque 6 - 3x = 0 lorsque x = 2, nous devons exclure 2 du domaine.

Le domaine de g(x) est (-, 2) U (2, ®).

Fonctions définies par parties

Certaines fonctions ne peuvent étre décrites par une seule formule.

Fonction définie par parties : une fonction définie par parties est une fonction dans laquelle la formule
utilisée dépend du domaine dans lequel se trouve la valeur d’entrée. Nous notons ce concept comme suit :
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formule 1 si le domaine utilise la formule 1
flx) = ¢ formule 2 si le domaine utilise la formule 2

formule 3 si le domaine utilise la formule 3

Un musée demande 5 S par personne pour une visite guidée avec un groupe de 1 a 9 personnes, ou propose un forfait de 50 S

pour un groupe de 10 personnes ou plus. Etablissez une fonction reliant le nombre de personnes, n, au coit, C.

Pour établir cette fonction, deux formules différentes sont nécessaires. C = 5n fonctionnerait pour des valeurs de n inférieures a
10, et C = 50 fonctionnerait pour des valeurs de n égales ou supérieures a 10. Nous noterions donc ceci :

<img src= »https: //ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/3867/2023 /12 /quicklatex.com~
d280a20818f22fb33062b9e6f9a8ee46_13-1.png » class= »ql-img-inline-formula quicklatex-auto-format »
alt= »C(n)=\\begin{cases} 5n\ quad si \ quad O<n

Une société de téléphonie mobile utilise la fonction ci-dessous pour déterminer le cotit en dollars, C, pour le transfert de g
gigaoctets de données.

<img src= »https: //ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/3867/2023/12/
quicklatex.com-82lecac39d6102dd2218d064c8c4aa36_13-1.png » class= »ql-img-inline-formula quicklatex-auto-format »
alt= »C{g}=\begin{cases} 25\ quad si \ quad 0< g

Trouvez le cotit d'utilisation de 1,5 gigaoctet de données et le cotit d'utilisation de 4 gigaoctets de données.

Pour déterminer le cout d'utilisation de 1,5 gigaoctet de données, C(1,5), nous devons d’abord déterminer dans quelle partie du
domaine se situe notre entrée. Comme 1,5 est inférieur a 2, nous utilisons la premiére formule, ce qui donne C(1,5) = 25 S.

Pour trouver le cotit d'utilisation de 4 gigaoctets de données, C(4), nous constatons que notre entrée de 4 est supérieure a 2, donc
nous utiliserons la deuxiéme formule : C(4) = 25 +10(4 - 2) =45 S.

Tracez le graphique de la fonction <img src= »https: //ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/3867/2023/12/
quicklatex.com-e1312123eff43d5b268f885ce3e069f0_13-1.png » class= »ql-img-inline-formula quicklatex-auto-format »

alt= »f(x)=\begin{cases} 0\ quad si \ quad x\ leI\ \ x-1\quad si \quad 14\ \ \end{cases} » title= »Créé par QuickLaTeX.com »
height= »79" width= »256" style= »vertical-align: -35px; »>

Nous pouvons tracer le graphique de chaque fonction, puis limiter le graphique au domaine indiqué. Aux extrémités du domaine,
nous dessinons des cercles ouverts pour indiquer que Uextrémité n'est pas incluse en raison d’'une inégalité « strictement
inférieure a », et un cercle fermé pour indiquer que Uextrémité est incluse en raison d'une inégalité « inférieure ou égale a ». La
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premiere et la derniere partie sont des fonctions constantes, ott la valeur de sortie est la méme pour toutes les valeurs d'entrée.
La partie centrale peut étre considérée comme une droite et peut étre représentée graphiquement si on évalue la fonction pour
quelques entrées et qu'on relie les points par une ligne.

Maintenant que nous disposons de chaque piéce individuellement, nous les combinons sur le méme graphique. Lorsque la

premiere et la deuxiéme partie se rejoignent a x = 1, nous pouvons imaginer que le point fermé remplit le point ouvert. Comme il
n'y a pas de rupture dans le graphique, il n'est pas nécessaire de montrer le point.
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Exercices pratiques

1. En 1960, une petite ville comptait 100 personnes. Depuis, la population a augmenté pour atteindre 1400 personnes
lors du recensement de 2010. Choisissez des variables descriptives pour vos valeurs d’entrée et de sortie et utilisez la
notation en intervalle pour écrire le domaine et 'étendue.

2. En tenant compte de l'intervalle suivant, écrivez sa signification en mots, avec une notation en compréhension et
avec une notation en intervalle.

()

=
h.._.
o

3. En tenant compte du graphique ci-dessous, écrivez le domaine et I'étendue avec une notation en intervalle.

= Augmentation de la population mondiale
2100
s
E 90
s /f"’\‘\
: 80 N s W“_.
2 70 o
: 7
§ 60
A,
3 B U
5 40
"
Tt 30
@
£
S 20
=4

10

1] t t + + +

1950 1960 1970 1980 1990 2000
Source : U.S. Bureau of Census, base de données internationale (via GeoHive)

4. Dans un collége aux Etats-Unis, pendant I'année scolaire 2009-2010, les frais de scolarité pour les résidents de I'Etat
étaient de 89,50 $ par crédit pour les 10 premiers crédits, de 33 S par crédit pour les crédits 11 a18, et de 73 $ par
crédit pour les crédits supérieurs a 18. Ecrivez une fonction définie par parties pour le total des frais de scolarité, T,
en 2009-2010 en fonction du nombre de crédits, c¢. Pensez a un domaine et a une étendue raisonnables.

5. Examinez le graphique ci-dessous et indiquez les éléments suivants avec a la fois une notation en compréhension
et une notation en intervalle.
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3.3. Derivée et comportement des représentations

graphiques

Dérivée et comportement des représentations graphiques

Puisque les fonctions représentent la maniére dont une variable de sortie varie en fonction d'une variable d’entrée, il est
naturel de s'interroger sur la vitesse a laquelle les valeurs de la fonction changent.
Par exemple, la fonction C(t) ci-dessous donne le colit moyen, en dollars, d'un gallon d’'essence t années apres 2000.

C(t) 1,47 1,69 1,94 2,30 2,51 2,64 3,01 2,14

Si nous nous intéressons a I'évolution du prix de 'essence entre 2002 et 2009, nous pouvons calculer que le cotit du
gallon est passé de 1,47 $ a 2,14 S, soit une augmentation de 0,67 S. Bien que cela soit intéressant, il serait peut-étre plus
utile d'examiner I'évolution du prix par année. Vous avez probablement remarqué que le prix n'a pas varié¢ de la méme
maniere chaque année. Nous devrions donc trouver le taux de variation moyen sur une période donnée.

Le prix du gaz a augmenté de 0,67S de 2002 a 2009, sur une période de 7ans, soit une moyenne de
$0.67

T years =z ().096 § par année. En moyenne, le prix du gaz a donc augmenté d’environ 9,6 sous par année.

Dérivée (ou taux de variation) : décrit la facon dont la valeur de sortie change par rapport a la valeur
d’entrée. Les unités d’'un taux de variation sont des « unités de sortie par unités d'entrée ».

Voici d’autres exemples de dérivées :

* Une population de rats augmente de 40 rats par semaine.

* Une barista gagne 9 S de I'heure (dollars par heure).

* Un agriculteur plante 60 000 oignons par acre.

» Une voiture peut consommer 8,71 L d’essence par 100 km.

* Une population de baleines grises diminue de 8 baleines par an.

* Lasomme d’'argent sur votre compte a 'université diminue de 4 000 $ par trimestre.

Taux de variation moyen : le taux de variation moyen entre deux valeurs d’entrée est la variation totale
des valeurs de la fonction (valeurs de sortie) divisée par la variation des valeurs d'entrée.
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Taux de variation moyen O delentrde — Dz — 39 —x1

En utilisant la fonction du cotit du gaz présentée plus haut, trouvez le taux de variation moyen entre 2007 et 2009.

D'apreés le tableau, le coiit du gaz était de 2,64 S en 2007. En 2009, le cofit était de 2,14 S.

Lentrée (le nombre d'années) a varié de 2 unités. La sortie a varié de 2,14 $ - 2,64 $ = -0,50 S. Le taux de variation moyen est

donc S par année.

Remarquez que dans le dernier exemple, la variation de la sortie est négative puisque la valeur de sortie de la fonction
a diminué. Par conséquent, le taux de variation moyen est négatif.

A laide de la fonction g(t) représentée ici, trouvez le taux de variation moyen sur l'intervalle [0, 3].

At =0, le graphique montre g(0) = 1.

At = 3, le graphique montre g(3) = 4.

La sortie a varié de 3 et Uentrée a varié de 3, ce qui donne un taux de variation moyen de :
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Lors d’'un voyage en voiture, apres avoir récupéré votre ami qui habite a 16 km, vous décidez de noter la distance qui vous sépare

de votre domicile au fil du temps. Trouvez votre vitesse moyenne sur les 6 premiéres heures.

Ici, votre vitesse moyenne correspond au taux de variation moyen.

Vous avez parcouru 538 km en 6 heures, soit une vitesse moyenne de :

km par heure.

Nous pouvons effectuer le calcul du taux de variation moyen de maniere plus formelle en utilisant la notation
fonctionnelle.

Taux de variation moyen a 'aide de la notation fonctionnelle : pour une fonction f(x), le taux de variation
moyen sur I'intervalle [a, b] est le suivant :

Taux de variation moyen = Changemen mlrj::?mm = i bi:i -

Calculez le taux de variation moyen de sur lintervalle [2, 4].

Nous pouvons commencer par calculer les valeurs de la fonction a chaque extrémité de lintervalle :

Calculez maintenant le taux de variation moyen :

Taux de variation moyen =

La force magnétique F entre deux aimants, mesurée en Newtons, est liée a la distance entre les aimants d, en centimetres, par la

formule . Trouvez le taux de variation moyen de la force si la distance entre les aimants passe de 2 cm a 6 cm.
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Nous calculons le taux de variation moyen de sur lintervalle [2, 6].

Cela nous indique que la force magnétique diminue, en moyenne, de 1/9 Newtons par centimeétre au cours de cet intervalle.

Comportement graphique des fonctions

Dans le cadre de l'étude de l'évolution des fonctions, il est intéressant d’étudier le comportement graphique des
fonctions.

Fonction croissante/décroissante :

Une fonction est croissante dans un intervalle si ses valeurs augmentent au fur et a mesure que les
valeurs d’entrée augmentent. Plus précisément, une fonction est croissante si f(b) > f(a) pour deux valeurs
d’entrée quelconques a et b dans l'intervalle avec b > a. Le taux de variation moyen d'une fonction croissante
est positif.

Une fonction est décroissante dans un intervalle si ses valeurs diminuent au fur et a mesure que les
valeurs d’entrée augmentent. Plus précisément, une fonction est décroissante si f(b) < f(a) pour deux valeurs
d’entrée quelconques a et b dans l'intervalle avec b > a. Le taux de variation moyen d'une fonction
décroissante est négatif.

Compte tenu de la fonction p(t) représentée ici, sur quels intervalles la fonction semble-t-elle croissante?
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La fonction semble croissante de t=1at= 3, et a partir de t=4.

Avec une notation en intervalle, nous dirions que la fonction semble croissante sur

Uintervalle (1, 3) et sur l'intervalle (4, «).

Remarquez que dans le dernier exemple, nous avons utilisé des intervalles ouverts (intervalles qui n'incluent pas les
extrémités) puisque la fonction n'est ni croissante ni décroissante at =1, 3, ou 4.

Extremums locaux : le point ol une fonction passe d'une fonction croissante a une fonction décroissante
est appelé un maximum local.

Le point ot une fonction passe d'une fonction décroissante a une fonction croissante est appelé un
minimum local.

Ensemble, les maximums et les minimums locaux sont appelés les extremums locaux, ou valeurs
extrémes locales, de la fonction.
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En utilisant la fonction du coiit de Uessence présentée au début du chapitre, trouvez un intervalle sur lequel la fonction semble

décroissante. Estimez les extremums locaux a U'aide du tableau.

Il semble que le cotit de Uessence ait augmenté de t =2 a t = 8, et quil ait diminué de t = 8 a t = 9, de sorte que la fonction semble
étre décroissante sur U'intervalle (8, 9).

Puisque la fonction semble passer de croissante a décroissante a t = 8, il y a un maximum local a t = 8.

Exercices pratiques

1. En utilisant la fonction du cofit du gaz présentée plus haut, trouvez le taux de variation moyen entre 2003 et 2008.
2. Calculez le taux de variation moyen de [ Iil.':l =x—2 \/E sur l'intervalle [1, 9].
3. Calculez le taux de variation moyen de [ (l.':l =z ~+ 2 sur llintervalle [a, a + h].

4. Utilisez le graphique suivant de la fonction f(.r:l = 1% — 6% — 15z + 20 pour estimer les extremums
locaux de la fonction. Déterminez les intervalles sur lesquels la fonction est croissante et décroissante.

40+

20

5. Examinez le graphique ci-dessous et répondez aux questions suivantes.
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3.4. Fonctions quadratiques

Fonctions quadratiques

Dans cette section, nous allons explorer les fonctions quadratiques, un type de fonction polynomiale. Les fonctions
quadratiques modélisent souvent des problémes impliquant des surfaces, ou des revenus et des bénéfices, ce qui donne
lieu a des applications intéressantes.

Une agricultrice souhaite délimiter un espace rectangulaire pour y aménager un nouveau jardin. Elle a acheté 80 pieds de
grillage pour cldturer trois cotés, et placera le quatrieme coté contre la cloture de la cour. Trouvez une formule pour calculer la
surface entourée par la cloture si les cotés de la cloture qui sont perpendiculaires a la cloture existante ont une longueur L.

Dans un scénario de géométrie comme celui-ci, il est souvent utile de faire un dessin. Il peut également étre utile d'introduire
une variable temporaire, W, pour représenter le coté de la cloture paralléle au quatrieme coté ou a la cloture de la cour.

Comme nous savons que nous ne disposons que de 80 pieds de grillage, nous savons que L + W + L = 80, ou plus simplement,
2L + W = 80. Cela nous permet de représenter la largeur, W, en fonctionde L: W =80 - 2L

Nous pouvons maintenant écrire une équation pour la surface entourée par la cléture. Nous savons que la surface d’'un rectangle

correspond a la longueur multipliée par la largeur :
A= LW=L(80 - 2L)
A(L) = 80L - 2.2

Cette formule représente la surface de la cloture en fonction de la longueur variable L.
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Comportement a l’origine : sommet

Nous allons maintenant explorer les caractéristiques des graphiques des fonctions quadratiques. Outre les points
d'intersection, les fonctions quadratiques ont un sommet a I'endroit ou elles changent de direction.
La forme standard des fonctions quadratiques est [ (IJ = ax? + ba + ¢, mais vous les verrez souvent écrites

sous la forme f (IJ =a I:l.' — hj 2 + k. Pour comprendre pourquoi, prenons Fexemple suivant.

Dessinez un graphique pour

Nous pouvons créer un tableau de valeurs, que nous pouvons utiliser pour tracer

plusieurs points et relier ceux-ci par une courbe réguliere.

Remarquez que le point d'inflexion du graphique, ot la fonction passe de décroissante a croissante, se situe au point

(-2, -3). Nous appelons ce point le sommet de la fonction quadratique. Remarquez que g[l‘j = %(l‘ =+ EJE —3
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peut aussi s'écrire {}(T] = %(T — (—E:l]z — 3. En comparant cela a la forme f(T] = ﬁ‘(l" — Jrl'.]2 + k,

vous pouvez voir que le sommet du graphique, (-2, -3), correspond au point (h, k).

Formes des fonctions quadratiques :
La forme standard d'une fonction quadratique est (IJ = ax? + bx + c.
La forme de sommet d'une fonction quadratique est | l:l,':I =a I:l.' — .Irlj 2 + k.

Le sommet de la fonction quadratique est situé en (h, k), ou h et k sont les nombres de la forme du
sommet de la fonction.

Lorsque a > 0, le graphique de la fonction quadratique s'ouvre vers le haut.

Lorsque a < 0, le graphique de la fonction quadratique s'ouvre vers le bas.
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Comportement a l'origine : Points d’intersection
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Formule quadratique : pour une fonction quadratique donnée sous
forme standard f {IJ = ar? + bxr + t*, la formule quadratique

donne les points d'intersection sur I'abscisse a l'origine du graphique

de cette fonction.

3.4. Fonctions quadratiques | 103



104 | 3.4. Fonctions quadratiques



3.4. Fonctions quadratiques | 105



1. Une grille de coordonnées a été superposée a la trajectoire

quadratique d'un ballon de basketball. Trouvez une équation pour la
trajectoire du ballon. Celui-ci réussit-il a entrer dans le panier?
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2. ferivez () = 13 + 72 — 6 sous forme standard,
puis sous forme de sommet.

3. Pour ces deux équations, déterminez si le sommet sera une
valeur maximale ou une valeur minimale.
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4. Réécrivez 'équation suivante sous forme de sommet :
flx) = —3z2 4+ 6z — 12.

5. Une nouvelle entreprise a déterminé que ses profits
quotidiens, P, provenant de la vente de x boites de masques

respiratoires N95 sont donnés par la formule suivante :

P(I:I =S —2.51.'2 + 2251 + 325. Dans ce scénario,

quel serait le profit quotidien maximal de I'entreprise?

6. Une balle est lancée du haut d'un immeuble de 35 métres a
une vitesse de 24,5 metres par seconde. La hauteur de la balle
au-dessus du sol peut étre modélisée par I'équation suivante :

h(t) = —4.9t% 4+ 24.5¢ 4 35,
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3.5. Reponses aux exercices pratiques

Réponses aux exercices pratiques du chapitre 3

1. Domaine : y = années [1960, 2010]; étendue : p = population [100, 1400]

2. a. Valeurs inférieures ou égales a -2, ou valeurs supérieures ou égales a -1, et inférieures a 3
b.{x|x<-2o0r-1<x<3}
c. (-, -2] U [-1, 3)

3. Domaine : y = années [1952, 2002]; étendue : p = population en millions de personnes [40, 88]

4. <img src= »https: //ecampusontario.pressbooks.pub/app/uploads/sites/3867/2023/12/
quicklatex.com-87e97341p2996e0889c8a34873751f95_13-1.png » class= »ql-img-inline-formula quicklatex-auto-format »

alt= »T(c)=\begin{cases} 89,5c \ quad si \ quad c\1e10\ \ 895+33(c-10)\ quad si \ quad 1018\ \ \end{cases} » title= »Créé par
QuickLaTeX.com » height= »79" width= »715" style= »vertical-align: -35px; »>

Les nombres entiers de 0 a (les réponses peuvent varier), par exemple [0,23], constituent un domaine raisonnable. Une étendue
raisonnable serait de 0 S a (les réponses peuvent varier), par exemple [0,1524].

5. a. {x | 2008 < x < 2018}, [2008, 2018]
b. {x | 16,1 < x < 88.4}, [16.1, 88,4]

0,264 S par année
2. Taux de variation moyen =

3.

4. D'apres le graphique, le maximum local semble étre a (-1, 28), et le minimum local, a (5, -80). La fonction est croissante sur (-,
-1) U(5, =) et décroissante sur (-1, 5).

5. a.-0,59 par 100 000
b. 6
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c. 2010, 2014, et 2017

1. La trajectoire passe par lorigine et a pour sommet (-4, 7).

23 sous forme standard; sous forme de sommet.

3. a. Le sommet est une valeur minimum (s'ouvre vers le haut).

b. Le sommet est une valeur maximum (s'ouvre vers le bas).

4.
5.5387,50 $
6. a. metres

b. secondes
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CHAPITRE 4 : FONCTIONS EXPONENTIELLES ET
LOGARITHMIQUES
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4.1. Fonctions exponentielles

Fonctions exponentielles

LInde est le deuxieéme pays le plus peuplé du monde, avec une population denviron 1,14 milliard de personnes en
2008. La population augmente d’environ 1,34 % par année. Nous pourrions nous demander si nous pouvons trouver une
formule pour modéliser la population, P, en fonction du temps, t, dans les années apres 2008, si la population continue
a augmenter a ce rythme.

Dans le cas d'une croissance linéaire, le taux de changement est constant, c'est-a-dire que le résultat augmente
pour chaque augmentation de l'entrée. Par exemple, dans 'équation flil":l = Jx + 4, la pente nous indique que
le résultat augmente de 3 chaque fois que l'entrée augmente de 1. Ce scénario démographique est différent - nous
avons un taux de variation en pourcentage plutdét qu'un nombre constant de personnes comme taux de variation. Pour
comprendre I'importance de cette différence, prenons I'exemple de ces deux entreprises :

Lentreprise A possede 100 magasins et elle prend de I'expansion en ouvrant 50 nouveaux magasins par année.

Lentreprise B possede 100 magasins et prend de I'expansion en augmentant le nombre de ses magasins de 50 %
chaque année.

Ces entreprises devraient connaitre quelques années de croissance :

Année Magasins, entreprise A Magasins, entreprise B
0 100 En commencant avec 100 chacune 100
_ Elles ont toutes 50 magasins de plus au 100 - 506 ce 100
1 0B850 kY cours de la premiere année
P : 100 + 0,50(100) = 150
Le nombre de magasins de I'entreprise A 150 + 50 % de 150
2 150 + 50 =200 augmente de 50 et le nombre de magasins
de l'entreprise B de 75. 150 + 0,50(150) = 225
Le nombre de magasins de I'entreprise A 225 + 50 % de 225
3 200 + 50 =250 augmente de 50 et le nombre de magasins
de 'entreprise B de 112,5. 225 + 0,50(225) = 337,5

Remarquez qu'avec le taux de croissance en pourcentage, la croissance de l'entreprise est de 50 % du total de 'année
en cours, de sorte qu'a mesure que l'entreprise croit, le nombre de magasins ajoutés en un an augmente également.

Pour essayer de simplifier les calculs, on remarque quau bout d’'un an, le nombre de magasins de I'entreprise B était le
suivant :

100 + 0,50(100)  ou l'équivalent par factorisation

100(1 + 0,50) = 150

On peut dire que « le nouveau nombre de magasins correspond aux 100 % initiaux, plus 50 % ».

Apres 2 ans, le nombre de magasins était de :

150 + 0,50(150)  ou 'équivalent par factorisation

150(1 + 0,50) Rappelons maintenant que le nombre de 150 provient de '¢quation 100(1 + 0,50). Remplagons-le :

100(1 + 0,50)(1 + 0,50) = 100(1 + 0,50)? = 225.

Apres 3 ans, le nombre de magasins était de :

4.1. Fonctions exponentielles | 113



225+ 0,50(225)  ou l'équivalent par factorisation
225(1+ 0,50) Maintenant, il faut se rappeler que le nombre 225 vient de I'équation 100(1 + 0,50)2. Remplacons-le :

100(1 + 0,50)%(1 + 0,50) = 100(1 + 0,50)° = 337,5.

A partir de 13, nous pouvons généraliser, en remarquant que pour montrer une augmentation de 50 %, nous
multiplions chaque année par un facteur de (1 + 0,50), de sorte quapres n années, notre équation serait la suivante :
B(n) =100(1 + 0,50)"

Dans cette équation, 100 représente la quantité initiale et 0,50 le taux de croissance en pourcentage. En généralisant

davantage, nous obtenons la forme générale des fonctions exponentielles.

Fonction exponentielle : une fonction de croissance ou de décroissance exponentielle est une fonction
qui augmente ou diminue a un taux de croissance constant. Léquation peut étre écrite sous la forme

suivante :
flz) =all+7)* ou f(z) =ab® cab=1+r
Ou:
a est la valeur initiale ou de départ de la fonction
r est le taux de croissance ou de décroissance en pourcentage, exprimé en décimales

b est le facteur de croissance ou multiplicateur de croissance Les puissances de nombres négatifs ayant

un comportement étrange, nous limitons b aux valeurs positives.

Pour mieux comprendre la différence entre une croissance exponentielle et une croissance linéaire, comparez les
deux tableaux et graphiques ci-dessous, qui illustrent la croissance des entreprises A et B décrites ci-dessus sur une
période plus longue si les schémas de croissance devaient se poursuivre.

Année Entreprise A Entreprise B
2 200 225
4 300 506
6 400 1139
6000+
8 500 2563 5000+
B
4000+
3000+
20001
10001 =
10 600 5767 . - | | |
' 2 4 6 8 10
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Ecrivez une fonction exponentielle pour la population de U'Inde et utilisez-la pour prédire la population en 2020.

Au début du chapitre, nous avons appris que la population de U'Inde sélevait a 1,14 milliard de personnes en 2008 et que le taux
de croissance était de 1,34 %. Avec 2008 comme date de départ (t = 0), notre population initiale sera de 1,14 milliard de

personnes. Le taux de croissance étant de 1,34 %, notre valeur de r est de 0,0134.

En utilisant la formule de base pour la croissance exponentielle , nhous pouvons écrire la formule,

Pour estimer la population en 2020, nous évaluons la fonction a t = 12, puisque 2020 est 12 ans apres 2008.

Ainsi, milliard de personnes en 2020.

Un certificat de placement garanti (CPG) est un type de compte d’épargne proposé par les banques, qui offre généralement un
taux d'intérét plus élevé en échange d'une durée fixe pendant laquelle vous laissez votre argent investi. Si une banque offre un
CPG de 24 mois avec un taux d’intérét annuel de 1,2 % composé mensuellement, a combien sélévera un investissement de
1000 S au cours de ces 24 mois?

Tout d’abord, il faut noter que le taux d’intérét est un taux annuel, mais qu’il est composé mensuellement, ce qui signifie que les
intéréts sont calculés et ajoutés au compte tous les mois.

Pour obtenir le taux d'intérét mensuel, nous divisons le taux annuel de 1,2 % par 12 puisqu’il y a 12 mois dans une année : 1,2 % /
12 = 0,1 %. Chaque mois, nous percevrons un intérét de 0,1 %.

A partir de la, nous pouvons établir une fonction exponentielle, avec notre montant initial de 1 000 $ et un taux de croissance de
r = 0,001, et notre entrée m mesurée en mois.

Apres 24 mois, le solde du compte aura augmenté pour atteindre :

Dans tous les exemples précédents, nous avons assisté a une croissance exponentielle. Les fonctions exponentielles

peuvent également étre utilisées pour modéliser des quantités qui diminuent a un taux constant. La désintégration

radioactive en est un exemple : les isotopes radioactifs de certains atomes se transforment en atomes d’un type
différent, ce qui entraine une diminution du pourcentage de la matiere d'origine au fil du temps.

Le bismuth 210 est un isotope qui se désintégre par radioactivité d’environ 13 % chaque jour, ce qui signifie que 13 % du
bismuth 210 restant se transforme en un autre atome (polonium 210 dans ce cas) chaque jour. Si vous commencez avec 100 mg de
bismuth 210, quelle quantité restera-t-il aprés une semaine?

Dans le cas de la désintégration radioactive, au lieu que la quantité augmente a un taux de pourcentage, elle diminue. Notre
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quantité initiale est a = 100 mg, et notre taux de croissance sera négatif de 13 %, puisque nous sommes en décroissance : r =
-0,13. On obtient ainsi l'équation :

Cela peut également sexpliquer ainsi : si 13 % se désintegrent, il reste 87 %.

Apres une semaine, sept jours, la quantité restante serait de mg de bismuth 210.

T(q) représente le nombre total de contrats de téléphones intelligents Android, en milliers, détenus par une certaine région de
magasins Rogers, mesuré trimestriellement depuis le 1% janvier 2010. Interprétez toutes les parties de Uéquation :

En interprétant cela a partir de la forme exponentielle de base, nous savons que 86 est notre valeur initiale. Cela signifie qu'au
1°" janvier 2010, cette région comptait 86 000 contrats de téléphones intelligents Android. Puisque b =1+ r = 1,64, nous savons
que chaque trimestre, le nombre de contrats de téléphones intelligents augmente de 64 %. T(2) = 231,3056 signifie qu'au cours du
2%trimestre (ou & la fin du 2° trimestre), il y avait environ 231 305 contrats de téléphones intelligents Android.

Trouver les équations de fonctions exponentielles

Dans les exemples précédents, nous avons pu écrire des équations pour les fonctions exponentielles puisque nous
connaissions la quantité initiale et le taux de croissance. Si nous ne connaissons pas le taux de croissance, mais
seulement quelques paires de valeurs dentrée et de sortie, nous pouvons toujours construire une fonction
exponentielle.

En 2002, une entreprise possédait 80 magasins de détail. En 2008, elle en comptait 180. Si Uentreprise connait une croissance
exponentielle, trouvez une formule pour la fonction.

Si nous définissons notre variable d'entrée comme étant t années apres 2002, les renseignements énumérés peuvent étre écrits
sous la forme de deux paires d'entrées-sorties : (0, 80) et (6, 180). Remarquez qu'en choisissant de mesurer notre variable d'entrée
en nombre d'années apres la valeur de la premiére année fournie, nous nous sommes effectivement « donné » la valeur initiale

de la fonction : a = 80. Ce qui nous donne une équation sous la forme f{t) = 80b".

La substitution de notre deuxieme paire d’entrées-sorties nous permet de résoudre b :

Divisez par 80.

Prenez la racine 6 des deux cotés.
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Nous obtenons ainsi l'équation de la population :

Rappelons que, puisque b = 1+ r, nous pouvons interpréter ce résultat comme signifiant que le taux de croissance de la

population est r = 0,1447, et que la population augmente donc d’environ 14,47 % chaque année.

1
- e OF . . . .
Dans cet exemple, vous auriez également pu utiliser f pour évaluer la racine 6 si votre calculatrice n'a pas de bouton

pour la racine n. Nous avons choisi d'utiliser la forme f(x) = ab® de la fonction exponentielle plutot que la forme f(x) = a (1
+1)¥, mais ce choix était totalement arbitraire - I'une ou l'autre forme aurait pu étre utilisée.

Lors de la recherche d'équations, la valeur de b ou de r doit généralement étre arrondie pour pouvoir étre écrite
facilement. Pour préserver la précision, il est important de ne pas arrondir ces valeurs. En regle générale, il faut veiller
a conserver au moins trois chiffres significatifs dans le taux de croissance. Par exemple, si votre valeur de r est de
0,00317643, vous voudrez l'arrondir au maximum a 0,00318.

Graphiques des valeurs exponentielles

Pour avoir une idée du comportement des valeurs exponentielles, commencons par examiner de plus pres la fonction
f(x) = 2. Liste d’une table de valeurs pour cette fonction :

X -3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 1
f(x) = I 7 1 2 4 8

Remarquez que :

Cette fonction est positive pour toutes les valeurs de x.
Lorsque x augmente, la fonction augmente de plus en plus vite (le taux de variation augmente).
Au fur et a mesure que x diminue, les valeurs de la fonction deviennent plus petites et se rapprochent de zéro.

W N =

Clest un exemple de croissance exponentielle.

Examen de la fonction ¢ {IJ = (% J *

X -3 -2 -1 0 1 2 3
1 1 1

Notez que cette fonction est également positive pour toutes les valeurs de x, mais dans ce cas, elle augmente lorsque
x diminue, et diminue vers zéro lorsque x augmente. Cest un exemple de décroissance exponentielle. Vous pouvez
remarquer dans le tableau que cette fonction semble étre la réflexion horizontale du tableau f(x) = 2. C'est effectivement
le cas:

L'examen des graphiques confirme également cette relation :
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Examinez une fonction pour la formule f(x) = ab*. Puisque a, que nous avons appelé la valeur initiale dans la derniére

section, est la valeur de la fonction a une entrée de zéro, a nous donnera le point d’'intersection sur I'ordonnée a l'origine

du graphique. Les graphiques ci-dessus montrent quun graphique exponentiel présente une asymptote horizontale

d'un coté et quil peut augmenter ou diminuer en fonction du facteur de croissance. Une asymptote horizontale est

une ligne horizontale y = b ou le graphique se rapproche de la ligne lorsque les entrées sont importantes. Lasymptote

horizontale nous aidera a déterminer le comportement a long terme et elle est facile a déterminer a partir du graphique.

Le graphique s’agrandit lorsque le taux de croissance est positif, ce qui fait que le facteur de croissance b est supérieur

a 1. S'il est négatif, le facteur de croissance sera inférieur a 1.

Caractéristiques graphiques des fonctions exponentielles :

*  Graphiquement, dans la fonction f(x) = ab*
* aestle point d'intersection sur I'ordonnée a l'origine du graphique
* b détermine le taux de croissance du graphique - lorsque a est positif :

o lafonction augmente sib > 1
o lafonction diminue si0 <b<1

e Le graphique aura une asymptote horizontale a y = 0

e Le graphique sera concave vers le haut si a > 0 et concave vers le bas sia <0
* Le domaine de la fonction est constitué de tous les nombres réels

e Létendue de la fonction est (0, )

Lorsque 'on dessine le graphique d'une fonction exponentielle, il peut étre utile de se rappeler que le graphique passe

par les points (0, a) et (1, ab).
La valeur b déterminera le comportement a long terme de la fonction :
Sib > 1, alors que x—, f(x)—x et que x—-, f(x)—0.
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Si 0 <b<1,alors que x—, f(x)—0 et que x—-c0, f(x)—0.

Dessinez un graphique de

Ce graphique aura un point d’intersection sur lordonnée a lUorigine a (0, 4), et passera par le point (I, ). Puisque b <1, le

graphique sera décroissant vers zéro. Puisque a > 0, le graphique sera concave vers le haut.

Nous pouvons aussi voir la tendance a long terme sur le graphique : alors que x—, f(x)—0 et que x—-20, f(x)—oo.

Pour mieux comprendre l'effet de a et b sur le graphique, examinez les ensembles de graphiques ci-dessous. Le
premier ensemble montre différents graphiques, ot a reste le méme et ou nous ne changeons que la valeur de b.
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B G A G D el 2 3 4 5 6

Remarquez que plus la valeur de b est proche de 1, moins le graphique est abrupt.
Dans l'ensemble suivant de graphiques, a est modifié et notre valeur pour b reste la méme.

v 4(1.2%) 3(1.2%)

Remarquez que le changement de la valeur de a modifie le point d'intersection sur l'ordonnée a l'origine. Puisque a
multiplie le terme b*, a agit comme un facteur d’étirement vertical, et non comme un décalage. Remarquez également
que le comportement a long terme de toutes ces fonctions est le méme parce que le facteur de croissance n'a pas changé
et quaucune de ces valeurs a n’a introduit un renversement vertical.

Faites correspondre chaque équation avec son graphique.
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Le graphique de k(x) est le plus facile a identifier, car il s'agit de la seule équation dont le facteur de croissance est inférieur a 1,

ce qui produit un graphique décroissant. Le graphique de h(x) peut étre identifié comme la seule fonction exponentielle

croissante dont le point d'intersection sur lordonnée a l'origine est situé a (0, 4). Les graphiques de f(x) et g(x) ont tous deux un
point d’intersection sur lordonnée a lUorigine a (0, 2), mais comme g(x) a un facteur de croissance plus important, nous pouvons
lidentifier comme étant le graphique qui augmente le plus rapidement.
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14 A 14
Interets composes

Dans l'exemple du certificat de placement garanti (CPG) présenté plus haut dans la section, nous avons rencontré
les intéréts composés. En regle générale, les comptes bancaires et les autres instruments d'épargne dans lesquels les
revenus sont réinvestis, comme les fonds communs de placement et les comptes de retraite, utilisent les intéréts
composés. Le terme « capitalisation » (intéréts composés) vient du fait que les intéréts sont pergus non pas sur la valeur
initiale, mais sur la valeur accumulée du compte.

Dans l'exemple précédent, les intéréts étaient composés mensuellement. Nous avons donc pris le taux d'intérét
annuel, généralement appelé taux nominal ou taux annuel en pourcentage (TAP), et 'avons divisé par 12, le nombre de
composés dans une année, pour obtenir les intéréts mensuels. Lexposant a ensuite été mesuré en mois.

En généralisant cela, nous pouvons établir une formule générale pour les intéréts composés. Si le TAP est écrit sous
forme décimale comme r et qu'il y a k périodes de calcul de l'intérét composé par année, I'intérét par période de calcul
de l'intérét composé sera r/k. De méme, si nous nous intéressons a la valeur aprés t années, il y aura kt périodes de
calcul de l'intérét composé dans ce laps de temps.

Formule de calcul des intéréts composés :

Les intéréts composés peuvent étre calculés a 'aide de la formule suivante :
; _ Tkt

:1{ﬁ]|' = ﬂ.l[]. + E}

Ou:

e A(t) estla valeur du compte

*  testmesuré en année

* aestle montant initial du compte, souvent appelé « capital »

e restle taux annuel en pourcentage (TAP), également appelé « taux nominal »
* kestle nombre de périodes de calcul de l'intérét composé dans une année

Si vous investissez 3 000 S sur un compte de placements rapportant 3 % d’intéréts composés trimestriellement, quelle sera la

valeur du compte dans 10 ans?

Puisque nous partons de 3 000 S, a = 3 000.

Notre taux d'intéreét est de 3 %, soit r= 0,03.

Puisque nous calculons l'intérét composé trimestriellement, nous le calculons quatre fois par année, donc k = 4.

Nous voulons connaitre la valeur du compte dans 10 ans, nous cherchons donc A(10), la valeur lorsque t = 10.

Le compte vaudra 4 045,05 S dans 10 ans.
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Le régime enregistré d'épargne-études (REEE) est un régime d’épargne pour les études postsecondaires dans lequel les parents
peuvent investir de largent pour payer les frais de scolarité de leurs enfants dans un collége ou une université. Ce compte
fructifie a Uabri de l'impét. Si Lily veut ouvrir un compte REEE pour sa fille, qu'elle souhaite que le compte atteigne 40 000 S sur
18 ans et qu'elle croit que le compte rapportera 6 % d'intéréts composés semestriellement (deux fois par année), combien Lily
devra-t-elle investir dans le compte maintenant?

Comme le compte rapporte 6 %, r = 0,06.
Comme les intéréts sont composés deux fois par année, k = 2.

Dans ce probleme, nous ne savons pas avec quelle quantité nous commencons. Nous allons donc résoudre a, la quantité initiale

nécessaire. Nous savons que nous voulons que le montant final soit de 40 000 S; nous allons donc chercher la valeur de a pour
que A(18) = 40 000.

Lily devra investir 13 801 S pour disposer de 40 000 S dans 18 ans.

Limite du calcul de I'intérét compose

En raison du calcul de lintérét composé tout au long de l'année, l'augmentation réelle au cours d’'une année est
supérieure au taux de pourcentage annuel. Si 1000 $ sont investis a 10 %, le tableau ci-dessous indique la valeur aprés
1année a différentes fréquences de calcul de l'intérét composé :

Fréquence Valeur apres 1 année
Annuellement 1100 $
Semestriellement 1102,50 S
Trimestriellement 1103,81$
Mensuellement 1104718
Quotidiennement 1105,16 S

Le montant gagné s'accroit au fur et a mesure que 'on augmente la fréquence de composition. Remarquez cependant
que l'augmentation du calcul de l'intérét composé annuellement par rapport a semestriellement est plus importante
que celle du calcul de I'intérét composé mensuellement par rapport a quotidiennement. Cela pourrait nous amener a
penser que méme si 'augmentation de la fréquence du calcul de l'intérét composé accroit notre résultat, il y a une limite
supérieure a ce processus.

Pour s’en convaincre, examinons la valeur de 1§ placé a un taux d'intérét de 100 % pendant 1 année.

Fréquence Valeur
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Annuellement 28

Semestriellement 2,258

Trimestriellement 2,441406 $
Mensuellement 2,613035 S
Quotidiennement 2,714567 S
Horaire 2718127 S
Chaque minute 2,718279 S
Chaque seconde 2718282 S

Ces valeurs semblent en effet s'approcher d’'une limite supérieure. Cette valeur est tellement importante qu'elle est
représentée par sa propre lettre, un peu comme 7 représente un nombre.

Nombre d’Euler : e est la lettre utilisée pour représenter la valeur de laquelle (] -+ % :l'i" s'approche a
mesure que k augmente.

e~ 2,718282

Comme e est souvent utilisé comme base d’'une exponentielle, la plupart des calculatrices scientifiques disposent d'un
bouton qui permet de calculer les puissances de e, généralement appelé e*. Certains logiciels définissent plutot une
fonction exp(x), ou exp(x) = e*. Etant donné que e augmente lorsque la période entre les différents calculs de l'intérét
composé est trés courte, e nous permet de définir la croissance continue et une nouvelle fonction doutil, f(x) = e*.

Formule de croissance continue :
La croissance continue peut étre calculée a l'aide de la formule suivante :
f(x) = ae™
Ou:
* aestle montant de départ
* restle taux de croissance continue

Ce type d'équation est couramment utilisé pour décrire des quantités qui changent plus ou moins continuellement,
comme les réactions chimiques, la croissance de grandes populations et la désintégration radioactive.
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Le radon 222 se désintégre a un taux continu de 17,3 % par jour. Quelle quantité de 100 mg de radon 222 se décomposera en
3 jours?

Etant donné que nous disposons d'un taux de décroissance continu, nous utilisons la formule de croissance continue. Comme la
substance se décompose, nous savons que le taux de croissance sera négatif : r = -0,173.

f3) = 100 01736) < 59,512 mg de radon 222 est conservé.

Exercices pratiques

1. Supposons qu'une entreprise ait enregistré 50 accidents du travail en 2012 et que le nombre d’accidents déclarés soit
passé a 175 en 2018. Si le nombre d’accidents augmente de fagon exponentielle, quel est le taux de croissance annuel?

2. Si 'on considére que ces deux équations représentent le solde de deux comptes d'épargne différents, quel compte
croit le plus rapidement et quel compte aura un solde plus élevé au bout de trois ans?

3. Une population de 1 000 personnes diminue de 3 % par année. Trouvez la population dans 30 ans.

4. Refaites I'exemple 4.1.8 avec une période de calcul de l'intérét composé mensuel.

5. La population d'un nid de fourmis est de 225 fourmis, avec un taux de croissance continu de 18 % par semaine.
Quelle est la population du nid apres 8 semaines?

6. On vous dit que votre carte de hockey vieille de 42 ans vaut 1200 $. Si cette carte s'apprécie a un taux de 19 % par
année, avec le calcul de I'intérét composé semestriel, quelle était la valeur initiale de la carte?
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4.2. Fonctions logarithmiques

Fonctions logarithmiques

Une population de 50 mouches est censée doubler chaque semaine, ce qui conduit a une fonction de la forme f(x) =
50(2)%, ot x représente le nombre de semaines écoulées. Quand cette population atteindra-t-elle 500 individus? Essayer
de résoudre ce probléme conduit a :

500 = 50(2) Division des deux cdtés par 50 pour isoler la fonction exponentielle.

10 =2*

Bien que nous ayons établi des modeles exponentiels et que nous les ayons utilisés pour faire des prédictions,
vous avez peut-étre remarqué que la résolution d'équations exponentielles n'a pas encore été mentionnée. La raison
en est simple: aucun des outils algébriques présentés jusqu'a présent n'est suffisant pour résoudre les équations
exponentielles. Nous devons introduire une nouvelle fonction, appeice log, qui
« défait » une fonction exponentielle, comme une racine carrée « défait »
un carré. Les fonctions exponentielles ayant des bases différentes, nous
définirons également des logarithmes correspondants ayant des bases
différentes.

Logarithme : la fonction logarithmique (base b), soit logh(x), « défait » la fonction exponentielle b*.

Lénoncé b? = ¢ est équivalent a 'énoncé logarithmique p(c) = a.

Puisque la fonction logarithmique et la fonction exponentielle s'annulent I'une l'autre (en termes techniques, ce sont
des inverses), il s'ensuit que :

Propriétés logarithmiques : propriétés inverses
logp(h™) = x

blogbx = x

Puisque log est une fonction, il sécrit plus correctement comme logp(c), avec des parentheses pour indiquer
I'évaluation de la fonction, comme nous le ferions avec f(c). Cependant, lorsque I'entrée est une seule variable ou un seul
nombre, il est courant de voir les parentheses supprimées et 'expression écrite sous la forme logpc.
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Ecrivez ces équations exponentielles sous forme d’équations logarithmiques :
5%=25 107 =
est équivalent a loga(8) = 3

est équivalent a logs(25) = 2

est équivalent a logio(

En établissant la relation entre les fonctions exponentielles et logarithmiques, nous pouvons maintenant résoudre les équations
logarithmiques et exponentielles de base en les réécrivant.

Trouvez la solution de log4(x) = 2 pour x.

Si nous réécrivons cette expression en fonction exponentielle, 4° = x, alors x = 16.

La plupart des calculatrices et des ordinateurs n’évaluent que les

logarithmes a deux bases.

Evaluez log(1 000) en utilisant la définition du logarithme décimal.

Pour évaluer log(1 000), nous pouvons dire x = log(1 000), puis le réécrire sous forme exponentielle en utilisant le
logarithme décimal en base 10.
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10=1000

On peut en déduire que 1 000 est le cube de 10, donc x = 3.

Nous pouvons également utiliser la propriété inverse des logs pour écrire log1o(103) =3,

Rappelez-vous que la fonction exponentielle f(x) = 2* produit ce tableau des valeurs :

Etant donné que la fonction logarithmique « défait » la fonction exponentielle, g(x) = loga(x) produit ce tableau des
valeurs :

Dans ce deuxieme tableau, on remarque que :

Plus Uapport est important, plus le résultat augmente.

Lorsque lentrée augmente, le résultat croit plus lentement.

Comme la fonction exponentielle ne produit que des valeurs positives, le logarithme ne peut accepter que des
valeurs positives en entrée, de sorte que le domaine de la fonction logarithme est (0, ).

Comme la fonction exponentielle peut accepter tous les nombres réels en entrée, le logarithme peut produire
n'importe quel nombre réel, de sorte que U'intervalle est tous les nombres réels ou (-, ).

En dessinant le graphique, vous remarquerez que lorsque Uentrée sapproche de zéro par la droite, la sortie de la fonction
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croit trés fortement dans la direction négative, ce qui indique une asymptote verticale a x = 0. Une asymptote verticale
est une ligne verticale x = a ott le graphique tend vers l'infini positif ou négatif lorsque les entrées s'approchent de a.

s . . ’ . +
En représentation symbolique, nous écrivons donc x—0, f(x)—-, et x— oo, f(x)—0.

Lorsque lon dessine un logarithme général de base b, il peut étre utile de se rappeler que le graphique passe par les
points (1, 0) et (b, 1). Pour avoir une idée de linfluence de la base sur la forme du graphique, examinez les graphiques ci-
dessous.

4.2. Fonctions logarithmiques | 129



In(z)

—
log (z)
» T

8 9 10

Remarquez que plus la base est grande, plus la croissance du graphique est lente. Par exemple, le graphique
logarithmique commun, bien qu’il augmente sans limite, le fait tres lentement. Par exemple, pour atteindre un résultat

de 8, l'entrée doit étre de 100 000 000.

Proprictes de logarichme

Pour utiliser les fonctions de logarithme décimal ou naturel afin d’évaluer des expressions comme logz(10), nous devons

établir quelques propriétés supplémentaires.
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Réécrivez log3(25) en utilisant la propriété de Uexposant pour les logarithmes.

Etant donné que 25 = 52

loga(25) = loga(5°) = 2loga5

La deuxieme propriété importante permet de changer la base d’'une expression logarithmique.

Evaluez loga(10) en utilisant la formule de changement de base.

Selon la formule de changement de base, nous pouvons réécrire le logarithme de base 2 comme un
logarithme de n'importe quelle autre base. Comme nos calculatrices peuvent évaluer le logarithme
naturel, nous pourrions choisir d’utiliser le logarithme naturel, qui est le logarithme de base e :

Utilisons nos calculatrices pour évaluer ceci :

Cela nous permet enfin de répondre a notre question initiale — la population de mouches dont nous
avons parlé au début de la section prendra 3,32 semaines pour atteindre 500.
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Evaluez logs(100) en utilisant la formule de changement de base.

Nous pouvons réécrire cette expression en utilisant n'importe quelle autre base. Pour ce faire, nous
pouvons utiliser le logarithme décimal, en base 10 :

Une autre approche de la résolution des équations exponentielles est décrite ci-dessous :

Trouvez la solution de 2* = 10 pour x.

En utilisant cette approche alternative, plutot que de réécrire cette fonction exponentielle sous forme
logarithmique, nous prendrons le logarithme des deux cotés de l'équation. Comme nous souhaitons
souvent évaluer le résultat a une valeur décimale, nous utiliserons généralement le logarithme décimal
ou le logarithme naturel. Pour cet exemple, nous utiliserons le logarithme décimal :

In(2%) = In(10) Utilisez la propriété de lexposant pour les logarithmes.

xIn(2) = In(10) Divisez par In(2).

X = AL
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Remarquez que ce résultat correspond a celui que nous avons obtenu en utilisant la formule de
changement de base.

Précédemment, nous avons prédit la population (en milliards) de U'Inde t années apres 2008 en utilisant
la fonction f(t) = 1,14(1 + 0,0134)t. Si la population continue a suivre cette tendance, quand atteindra-t-elle
2 milliards de personnes?

Nous devons résoudre la valeur de t pour que f(t) =2 :

années

Si ce taux de croissance se maintient, le modele prévoit que la population de U'Inde atteindra 2 milliards
de personnes environ 42 ans apres 2008, soit approximativement en 2050.

Propriétés supplémentaires des logarithmes

Certaines situations ne peuvent pas étre traitées a laide des propriétés déja examinées. Pour cela, nous avons
besoin de quelques propriétés supplémentaires :
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log,(A) + log,(C) =

log,(A) — logy(C)

Grace a ces propriétés, nous pouvons réécrire des expressions impliquant plusieurs logarithmes en un seul
logarithme, ou décomposer une expression impliquant un seul logarithme en expressions impliquant plusieurs
logarithmes.

Ecrivez logs(5) + loga(8) — logs(2) comme logarithme simple.
Avec la propriété de la somme des logarithmes sur les deux premiers termes :
Cela réduit notre expression originale a log3(40) - logs(2).

Puis, avec la propriété de la différence des logarithmes :

Evaluez 2log(5) + log(4) sans calculatrice en réécrivant d'abord sous la forme d’un seul
logarithme.

Pour le premier terme, nous pouvons utiliser la propriété de lexposant des logarithmes pour
écrire :
Lexpression étant réduite a une somme de deux logarithmes, log(25) + log(4), nous pouvons

utiliser la propriété de la somme des logarithmes :

Comme 100 = 10%, nous pouvons évaluer ce logarithme sans calculatrice :
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Réécrivez comme une somme ou une différence de logarithmes.

Tout d'abord, constatant que nous avons un quotient de deux expressions, nous pouvons
utiliser la propriété de différence des logarithmes pour écrire :

Puis, en voyant le produit dans le premier terme, nous utilisons la propriété de la
somme :

Enfin, nous pourrions utiliser la propriété de lexposant sur le premier terme :

Les propriétés du logarithme apparaissent souvent lors de la résolution de problemes
impliquant des logarithmes.

Trouvez la solution de

Afin de réécrire l'équation sous forme exponentielle, nous avons besoin d’'une
seule expression logarithmique du coté gauche de l'équation. En utilisant la
propriéte de différence des logarithmes, nous pouvons réécrire le coté gauche :

La réécriture sous forme exponentielle permet de réduire cette équation a une
équation algébrique :

Solution :
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En vérifiant cette réponse dans l'équation originale, nous pouvons nous assurer
quil n’y a pas de probléeme de domaine et que cette réponse est bonne.

Exercices pratiques

1. Ecrivez l'équation exponentielle 4% =16 sous forme d’équation logarithmique.
2. Evaluez log(1 000 000).

3. Réécrivez l'équation en utilisant la propriété de l'exposant pour les logarithmes : In

4. Trouvez la solution de 5(0,93)* = 10.

5. Sans calculatrice, évaluez le résultat en réécrivant d'abord l'équation comme un
logarithme simple : logz(8) + loga(4).

6. Trouvez la solution de log(x2 -4) =1+ log(x + 2).

7. Supposons que la population de rats dans une ville soit estimée a 1,1 million individus.
Si la taille de la population augmente de facon exponentielle a un taux de 15 % par an,
combien d'années faudra-t-il pour que la population atteigne 5 millions de rats?
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4.3. Modeles exponentiels et logarithmiques

Modeéles exponentiels et logarithmiques

Nous avons étudié quelques applications de base des fonctions exponentielles et logarithmiques, mais dans cette
section, nous approfondirons certaines applications importantes.

Les équations exponentielles plus complexes peuvent souvent étre résolues de plusieurs manieres. Dans I'exemple
suivant, nous allons résoudre le méme probléme de deux manieres, 'une en utilisant les propriétés de fonctions
logarithmiques, 'autre en utilisant les propriétés de fonctions exponentielles.

En 2008, la population du Kenya était d'environ 38,8 millions de personnes et augmentait de 2,64 % par année, tandis que la
population du Soudan était d'environ 41,3 millions de personnes et augmentait de 2,24 % par année. Si ces tendances se
poursuivent, quand la population du Kenya rejoindra-t-elle celle du Soudan?

Nous commencons par écrire une équation pour chaque population en fonction de t, le nombre d'années apres 2008.
Pour savoir quand les populations seront égales, nous pouvons mettre les équations a égalité :

Pour notre premiére approche, nous prenons le logarithme des deux cotés de l'équation :

En utilisant la propriété de la somme des logarithmes, nous pouvons réécrire chaque coté :

Ensuite, en utilisant la propriété de l'exposant, nous pouvons extraire les variables de l'exposant :

Déplacez tous les termes impliquant t d'un coté de I'équation et le reste des termes de lautre coté :

Factorisez le t a gauche :

Divisez pour résoudre t :

Solutionnez le probléme ci-dessus en réécrivant la formule avant de prendre le logarithme.
Commencez par l'équation :

Divisez pour déplacer les termes exponentiels d'un coté de I'équation et les constantes de lautre coté :
Utilisez les régles d’exposants pour regrouper a gauche :

Prenez le logarithme des deux cotés :

Utilisez la propriété de l'exposant a gauche :

La division donne :

Bien que la réponse ne semble pas immédiatement identique a celle produite par la méthode précédente, notez quavec la

propriété de différence des logarithmes, la réponse peut étre réécrite :

Bien que les deux méthodes fonctionnent aussi bien l'une que Uautre, il est souvent plus simple d'utiliser Ualgébre avant
de prendre les logarithmes, plutot que de s'appuyer uniquement sur les propriétés des logarithmes.
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Désintegration radioactive

Dans une section précédente, nous avons traité de la désintégration radioactive — l'idée que les isotopes radioactifs
changent au fil du temps. Lun des termes courants associés a la désintégration radioactive est la demi-vie.

Pour l'équation de base de la croissance/décroissance exponentielle h(t) = ab', nous pouvons trouver la demi-vie en
solutionnant le moment ou il reste la moitié de la quantité originale; en solutionnant , ou plus

simplement . Remarquez que la quantité initiale n'est pas pertinente lors de la résolution de la demi-vie.

Le bismuth 210 est un isotope qui se désintégre d’environ 13 % par jour. Quelle est la demi-vie du bismuth 210?

On ne nous a pas donné de quantité de départ; nous pouvions donc soit inventer une valeur, soit utiliser une
constante inconnue pour représenter la quantité de départ. Pour montrer que la quantité de départ n'influence
pas le résultat, désignons la quantité initiale par la constante a. La désintégration du bismuth 210 peut alors étre
décrite par équation Q(d) = a(O,87)d.

Pour trouver la demi-vie, nous voulons déterminer le moment ou la quantité restante est égale a la moitié de la

quantité originale : . Solution :
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Cela nous indique que la demi-vie du bismuth 210 est d’environ 5 jours.

Le césium 137 a une demi-vie d'environ 30 ans. Si vous commencez avec 200 mg de césium 137, quelle quantité

restera-t-il apres 30 ans? 60 ans? 90 ans?

La demi-vie étant de 30 ans, il ne restera plus que la moitié de la quantité initiale, soit 100 mg, au bout de
30 ans.

Au bout de 60 ans, 30 autres années se seront écoulées, de sorte quau cours de cette période, une autre moitié de

la substance se sera décomposée, laissant 50 mg.

Apres 90 ans, 30 autres années se seront écoulées, de sorte quune autre moitié de la substance se sera

décomposée, laissant 25 mg.

Le carbone 14 est un isotope radioactif présent dans les matiéres organiques et couramment utilisé pour la
datation d'objets historiques. Le carbone 14 a une demi-vie de 5 730 ans. Si l'on trouve un fragment d'os qui
contient 20 % de son carbone 14 d'origine, quel est l'dge de l'os?

Pour déterminer l'age de los, nous devons d’abord trouver une équation pour la désintégration du carbone 14.

Nous pourrions utiliser une formule de désintégration continue ou annuelle, mais nous choisissons la formule de

désintégration continue, car elle est plus courante dans les textes scientifiques. La demi-vie nous indique
quapres 5 730 ans, il ne reste plus que la moitié de la substance d'origine. Résolution du taux :

-0,000121t

Maintenant, nous savons que le taux de désintégration suivra l'équation Q(t) = ae . Pour déterminer l'age

du fragment d’'os qui contient 20 % de la quantité originale, nous résolvons t, de sorte que Q(t) = 0,20a.
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années

Le fragment osseux date donc d’environ 13 300 ans.

Temps de doublement

Pour les quantités de désintégration, nous avons demandé combien de temps il fallait pour que la moitié de la substance
se désintegre. Pour les quantités croissantes, nous pourrions demander combien de temps il faut pour que la quantité
double.

Etant donné l'équation de base de la croissance exponentielle h(t) = ab®, nous pouvons déterminer le temps de
doublement en trouvant le moment ot la quantité originale a doublé; en solutionnant 2a = a(b)”, ou plus simplement 2 =
b*. Remarquez a nouveau que le montant initial west pas pertinent lorsqu’il s'agit de résoudre la question du temps de
doublement.

Si vous investissez de largent a un taux d’intérét composé trimestriellement de 8 %, combien de temps faudra-t-
il pour que votre argent double?

En utilisant l'équation des intéréts composeés, nous pouvons écrire
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Pour trouver le temps de doublement, nous recherchons le temps qui sécoule jusqu'a ce que nous ayons doublé le
montant initial, c’est-a-dire lorsque A(t) = 2P. Remarquez que nous n'avons pas besoin de savoir le montant
investi.

années

Il faudra environ 8,75 ans pour que l'investissement double de valeur.

Lutilisation d’'un nouveau site Web de réseautage social connait une croissance exponentielle, le nombre de
nouveaux membres doublant tous les cing mois. Si le site compte actuellement 120 000 utilisateurs et que cette
tendance se poursuit, combien d’utilisateurs le site comptera-t-il dans 1 an?

Nous pouvons utiliser le temps de doublement pour trouver une fonction qui modélise le nombre d'utilisateurs
du site, puis utiliser cette équation pour répondre a la question. Nous pourrions utiliser un a arbitraire comme
nous lavons fait précédemment pour le montant initial, mais dans ce cas, nous savons que le montant initial est
de 120 000.

Si nous utilisons une équation de croissance continue, nous aurons N(t) = 120e™, mesuré en milliers
dutilisateurs apres t mois. Sur la base du temps de doublement, il y aurait 240 000 utilisateurs apres 5 mois.
Cela nous permet de résoudre le probléme du taux de croissance continue :

Nous avons maintenant une équation, N(t) = 12080'1386t,’ nous pouvons prédire le nombre d'utilisateurs apres

12 mois :

N(12) = 120e2138602) = 633 140 utilisateurs

Au bout de 1 an, le site devrait donc compter environ 633 140 utilisateurs.
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Exercices pratiques

1. Le réservoir A contient 10 litres d'eau, et 35 % de leau s’évapore chaque semaine. Le réservoir B contient 30 litres

deau, et 50 % de leau s'évapore chaque semaine. Dans combien de semaines les réservoirs contiendront-ils la méme
quantité d’eau?

2. En 2020, la population du Canada était d’environ 37 742 154 personnes, avec un taux de croissance annuel de 0,89 %.
La méme année, la population de U'Arabie saoudite était de 34 813 871 personnes, avec un taux de croissance annuel de
1,59 %. Si ces tendances se poursuivent, quand les populations de ces deux pays seront-elles égales?

3. Rappelons que le césium 137 a une demi-vie d’environ 30 ans. Si vous commencez avec 200 mg de césium 137, combien
de temps faudra-t-il pour qu’il n'en reste plus que 1 milligramme?

4. Le plutonium 239, produit d'une explosion nucléaire, a une demi-vie de 24 000 ans. Quel pourcentage de
plutonium 239 resterait-il apres :
5. Si les frais de scolarité dans une université augmentent de 6,6 % chaque année, combien d'années faudra-t-il pour que

ces frais doublent?

6. Supposons qu'une nouvelle souche de grippe soit apparue et que le nombre de cas dans le monde double de maniere
exponentielle tous les sept mois. Quel est le taux de croissance continue (r)?
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4.4. Reponses aux exercices pratiques

Reéponses aux exercices pratiques du chapitre 4

. =232%
. B(t) croit plus rapidement, mais apres 3 ans, A(t) a toujours un solde de compte plus élevé

. 401,0071, ou environ 401 personnes

4.4 048,06 S

5. = 950 fourmis
6. = 0,59 cents

1. loga(16) = 2
2.6
3. -2In(x)

4.

5.5
6.12

7.~10,8, ou pres de 11 ans

1. = 4,1874 semaines
2.~ 11,68 ans
3. 229,3157, ou environ 229 ans
4.a.99,7%
b. 97,2 %
c. 74,9 %

5.10,845, ou environ 11 ans

6.~ 9,9 %.
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S.I. ThéOI’i€ d€S ensembles ct diagrammes dﬁf Venn

Théorie des ensembles

Dans cette section, nous nous familiariserons avec les opérations sur les ensembles et les notations, afin de pouvoir
appliquer ces concepts aux problemes de calcul et de probabilité. Commencons par définir certains termes.

Un ensemble est une collection d'objets dont les membres sont appelés les éléments de 'ensemble. Nous nommons
I'ensemble en utilisant des lettres majuscules et nous entourons ses éléments de parentheéses. Supposons que nous
devions dresser la liste des membres d'un club d’échecs. Nous utilisons la notation suivante pour les ensembles.

Un ensemble qui n'a pas de membres est appelé un ensemble vide. Lensemble vide est désigné par le symbole @.

Deux ensembles sont égaux s'ils ont les mémes éléments.

Un ensemble A est un sous-ensemble d'un ensemble B si tout membre de A est également membre de B.

Supposons que C = {Al, Bob, Chris, David, Ed} et que A = {Bob, David}. Alors A est un sous-ensemble de C, soit .4 =

Chaque ensemble est un sous-ensemble de lui-méme, et 'ensemble vide est un sous-ensemble de chaque ensemble.

Union de deux ensembles

Si A et B sont deux ensembles, I'union de A et de B, soit AUB , est 'ensemble de tous les éléments qui

sont soit dans A, soit dans B, soit dans A et B a la fois.

Intersection de deux ensembles

Si A et B sont deux ensembles, alors l'intersection de A et B, soit ANB , est 'ensemble de tous les

¢éléments qui sont communs aux deux ensembles A et B.

Un ensemble universel, U, est 'ensemble composé de tous les éléments considérés.

Complément d'un ensemble

Soit A un ensemble quelconque, alors le complément de I'ensemble A, écrit A est lensemble constitué
des éléments de I'ensemble universel U qui ne sont pas dans A.
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Ensembles disjoints

Deux ensembles A et B sont appelés « ensembles disjoints » si leur intersection est un ensemble vide.

Autrement dit, supposons que l'ensemble universel U représente les couleurs du spectre, et que P, les
couleurs primaires. Alors représente les couleurs du spectre qui ne sont pas des couleurs primaires.

Diagrammes de Venn

Nous utilisons maintenant les diagrammes de Venn pour illustrer les relations entre les
ensembles. A la fin des années 1800, un logicien anglais nommé John Venn a mis au point une
méthode pour représenter les relations entre les ensembles. Il a représenté ces relations a laide
de diagrammes, aujourd’hui connus sous le nom de diagrammes de Venn. Un diagramme de
Venn représente un ensemble comme lUintérieur d'un cercle. Souvent, deux cercles ou plus sont
entourés d'un rectangle qui représente l'ensemble universel. Il est facile de visualiser
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lintersection ou l'union d'un ensemble. Dans cette section, nous utiliserons principalement les
diagrammes de Venn pour trier diverses populations et compter des objets.

Comme 30 personnes conduisent des voitures a transmission automatique, le cercle A
doit contenir 30 éléments. Cela veut dire que x + 12 = 30, ou x = 18. De méme, puisque

20 personnes conduisent des voitures a transmission manuelle, le cercle B doit contenir
20 éléments, soit y +12 = 20, ce qui donne y = 8.

Maintenant que toutes les informations sont triées, il est facile de lire sur le diagramme
que 18 personnes conduisaient des voitures a transmission automatique uniquement,

12 personnes conduisaient les deux types de voitures et 8 personnes conduisaient des
voitures a transmission manuelle uniquement. Par conséquent, 18 + 12 + 8 = 38 personnes

ont participé a lenquéte.

Solution

Soit J 'ensemble des personnes qui font du jogging, N 'ensemble
des personnes qui nagent et V 'ensemble des personnes qui font du
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vélo. En utilisant les diagrammes de Venn, notre but ultime est
d’attribuer un nombre a chaque région. Nous commencons toujours
par attribuer le nombre a la région la plus a l'intérieur, puis nous

progressons vers l'extérieur.
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1. Soit 'ensemble universel U ={a, b, c, d, e, f, g, h, i, j}, V={a, e,1,
f, h}, et W={a, ¢, e, g, i}. Dressez la liste des membres des
ensembles suivants :

2. Examinons les ensembles suivants : A = {SRAS, HIN1, H5N1,
MERS-CoV, COVID-19, influenza, norovirus}, B = {listériose,
Campylobacter, Salmonella, E. coli 0157, norovirus, shigella}, et
C = {SRAS, listériose, tuberculose, H5N1, Salmonella, VIH,
COVID-19}. Dressez la liste des membres des ensembles
suivants :

3. Une enquéte menée aupres d’athletes a révélé que pour leurs
douleurs légeres, 30 utilisaient de I'aspirine, 50 de I'ibuprofene
et 15 les deux. Toutes les personnes interrogées ont utilisé au
moins I'un des deux analgésiques. Combien d’athlétes ont
participé a l'enquéte?

4. Une étude menée aupres de 150 étudiant.e.s a révéle que 25
d'entre eux avaient déja subi une commotion cérébrale ou un
traumatisme cranien, que 52 avaient souffert d'une maladie
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mentale et que 15 avaient connu les deux types de problémes.
Combien d’étudiant.e.s n'ont déclaré aucun des deux résultats?

5. Une enquéte menée aupres de 100 étudiant.e.s de I'Université
Ryerson révele que 50 d'entre eux sont abonnés a Netflix, 40 a
Amazon Prime et 30 a Disney+. Parmi eux, 15 sont abonnés a la
fois a Netflix et a Amazon Prime, 10 4 Amazon Prime et a
Disney+, 10 a Netflix et a Disney+, et 5 aux trois services.
Dessinez un diagramme de Venn et déterminez les éléments
suivants :
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5.2. Axiome de multiplication

Axiome de multiplication

Dans ce chapitre, nous essayons de développer des techniques de calcul qui seront utilisées dans les chapitres suivants
pour étudier les probabilités. L'une des techniques les plus fondamentales est 'axiome de multiplication. Avant de
présenter 'axiome de multiplication, nous allons d’abord voir quelques exemples.

Siun étudiant a deux chemises et trois pantalons qu'il veut porter, combien de tenues différentes composées de ces vétements

peut-il porter?

Solution

Supposons que nous nommions les chemises cl et c2, et les pantalons pl, p2, et p3. Nous

pouvons avoir les six tenues suivantes :

Siun étudiant veut porter deux chemises, trois pantalons et deux paires de chaussures, combien de tenues différentes

composées de ces vétements peut-il porter?
Solution

Supposons que nous nommions les chemises ci et c2, les pantalons pi, p2 et p3, et les chaussures fi et fa. Cela se traduit

par le schéma en arbre suivant.

Nous comptons le nombre de branches de l'arbre et constatons qu'il y a 12 possibilités
différentes. Cette fois-ci, la méthode comporte trois étapes. Tout d’'abord, I'¢tudiant choisit
une chemise. Deux choix s'offrent a lui : la premiére ou la deuxieme chemise. Supposons
maintenant qu'il choisit la premiere chemise. Cela nous amene a la deuxiéme étape du
processus, qui consiste a choisir un pantalon. Létudiant a le choix entre trois pantalons;
supposons qu’il choisit le pantalon 2. Maintenant qu'il a choisi une chemise et un pantalon,
nous passons a la troisiéme étape, qui consiste a choisir une paire de chaussures. Comme il a
deux paires de chaussures, il a deux choix pour la derniere étape. Supposons qu’il choisit la
deuxieme paire. Il a choisi la tenue composée d'une chemise, d'un pantalon et de chaussures,
soit ¢1 p2 fa.

En regardant les différentes branches de l'arbre, nous pouvons facilement voir les autres
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possibilités. Ce qu'il faut retenir ici, clest qu'il s'agit d'un processus en trois étapes. Pour la
premiere étape du choix d'une chemise, il y a deux possibilités. Pour chaque choix de chemise,
il y a trois choix de pantalon, et pour chaque combinaison de chemise et de pantalon, il y a
deux choix de chaussures. Au total, nous avons 2 - 3 - 2 = 12 possibilités différentes.

Les schémas en arbre nous aident a visualiser les différentes
possibilités, mais ils ne sont pas pratiques lorsque les possibilités sont
nombreuses. En outre, nous nous intéressons surtout au nombre
d’éléments de I'ensemble, et non aux possibilités réelles. Mais une fois
que le probléme est envisage, nous pouvons le résoudre sans schéma en
arbre. Les deux exemples que nous venons de résoudre nous ont peut-
etre donné un indice pour y parvenir. Essayons maintenant de résoudre
I'exemple précédent sans schéma en arbre. Rappelons que le probleme

comportait trois étapes : le choix d'une chemise, le choix d'un pantalon

et le choix d'une paire de chaussures. Le nombre de possibilités pour
chaque tenue est indiqué ci-dessous.

Le nombre de possibilités de choisir Le nombre de possibilités de choix Le nombre de possibilités de choix
une chemise de pantalons de chaussures

En multipliant ces trois nombres, nous obtenons 12, ce qui correspond a ce que nous avons obtenu lorsque nous
avons fait le probléme a 'aide d'un schéma en arbre. La démarche que nous venons de faire est appelée « axiome
de multiplication ».
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Axiome de multiplication : si une tache peut étre effectuée de m fagons, et une seconde tache, de n
fagons, alors I'opération impliquant la premiére tache suivie de la seconde peut étre effectuée de m -
n facons.

Laxiome de multiplication général n'est pas limité a deux taches et peut étre utilisé pour n'importe
quel nombre de tiches.

Par conséquent, le nombre de plaques d'immatriculation possibles est de 26 - 10 - 10 - 10 - 10 = 260 000.

En appliquant U'axiome de multiplication, nous obtenons 2 - 2 - 2 = 8 facons

différentes.

Les huit possibilités sont énumérées ci-dessous :

VVV, VVF, VEV, VFE, FVV, FVF, FFV, FFF

Le.la lecteur.trice notera que la premiere lettre de chaque possibilité est la réponse correspondant a la
premiére question, la deuxiéme lettre correspond a la réponse a la deuxiéme question, et ainsi de suite.
Par exemple, VFF indique que la réponse a la premiéere question est donnée comme vraie, et les réponses
aux deuxieme et troisieme questions comme fausses.
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Par conséquent, six séquences de mots différentes peuvent étre formées.

Enfin, nous aimerions illustrer ceci par un schéma en arbre :

1. Une plaque d'immatriculation se compose de 3 lettres suivies de 3 chiffres. Combien
de plaques d'immatriculation sont possibles si aucune lettre ne peut étre répétée?

2. Combien de numéros de téléphone a 7 chiffres sont possibles si les 2 premiers
chiffres ne peuvent étre ni des 1 ni des 0?

3. De combien de fagons peut-on répondre par vrai ou faux a un test de 4 questions?

4. De combien de fagons différentes peut-on répondre a un examen comportant
8 questions a choix multiples contenant 4 options de réponse et 7 questions de type
« vrai ou faux »?

5. Vous souhaitez créer un nouveau mot de passe de 4 chiffres (0 a 9) pour votre
téléphone, mais vous ne voulez pas réutiliser le méme chiffre plus d’'une fois. Combien
y a-t-il de possibilités de mots de passe différents?

6. Une serrure a combinaison s'ouvre lorsque vous tournez la roulette d’abord vers la
gauche, puis vers la droite, puis a nouveau vers la gauche. S'il y a 30 chiffres sur la
roulette, combien y a-t-il de combinaisons possibles?
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5.3 Permurtations

Permutations

Dans un exemple précédent, on nous a demandé de trouver les séquences de mots formées avec les lettres {A, B, C} si
aucune lettre n'est répétée. Le schéma en arbre nous a donné les six arrangements suivants :

ABC, ACB, BAC, BCA, CAB et CBA
Les arrangements de ce type, ou I'ordre est important et ot aucun élément n'est répété, sont appelés « permutations ».

Permutations : une permutation d'un ensemble d’é¢léments est un arrangement ordonné ou chaque

élément est utilisé une fois.

Il y a quatre choix pour la premiere lettre de notre mot, trois choix pour la deuxiéme lettre et deux choix pour la troisieme.

En appliquant U'axiome de multiplication, nous obtenons 4 - 3 - 2 = 24 arrangements

différents.

Le total de permutations estdonc4-5-4-3-2-1-3 =1440.

Avant de donner une formule pour nPr, nous allons introduire un symbole que nous utiliserons beaucoup dans ce chapitre ainsi

que dans le suivant.
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Permutations circulaires et permutations avec

des éléments similaires

Cette section portera sur les deux problemes suivants.

1 De combien de facons différentes cing personnes peuvent-elles étre
assises en cercle?
De combien de fagons différentes les lettres du mot MISSISSIPPI




peuvent-elles étre ordonnées?

Le premier probléme reléve de la catégorie des permutations circulaires et le
second, des permutations avec des éléments similaires.

Permutations circulaires

Supposons que nous ayons trois personnes appelées A, B et C. Nous avons
déterminé qu'elles peuvent étre assises en ligne droite de 3! ou 6 fagcons. Notre
prochain probléme consiste a déterminer le nombre de facons dont ces
personnes peuvent étre assises en cercle. Nous dessinons un diagramme :

Il se trouve qu’il n'y a que deux fagons de faire asseoir trois
personnes en cercle. Ce type de permutation est appelé

« permutation circulaire ». Dans ce cas, quelle que soit la
place de la premicre personne, la permutation n'est pas

modifiée. Chaque personne peut se déplacer a autant de

places qu'elle le souhaite, et la permutation demeurera
telle quelle. Imaginez les personnes dans un manege; la
rotation de la permutation ne génere pas de nouvelle
permutation. Ainsi, dans les permutations circulaires, la
premiere personne détient une place, et I'endroit ou elle
s’assoit n'a pas d'importance.
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Nous rappelons que la premiere personne peut
s’asseoir n'importe ou sans modifier la

permutation. Il n’y a donc qu'un seul choix pour la

premiere place. Supposons qu'un homme s'assoit en
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premier. La chaise voisine doit appartenir a une
femme, et il y a 4 choix possibles. La chaise

suivante doit étre occupée par un homme;ily a

donc trois choix, et ainsi de suite. Nous énumeérons
les choix ci-dessous.

La réponse est 144.

Traitons maintenant du deuxiéme probleme.
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Permutations avec des éléments similaires

Déterminons le nombre de permutations possibles des
lettres du mot ELEMENT.

Supposons que nous rendions toutes les lettres différentes
en les étiquetant comme suit.

Comme toutes les lettres sont maintenant différentes, il y a
7! permutations différentes.

Examinons maintenant une de ces permurations 5

Supposons que nous formions de nouvelles permutations a

partir de cet arrangement en ne déplagant que les E. Il est

clair qu'il existe 3! ou 6 arrangements de ce type. Nous les

enumerons ci-dessous :
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1. Un groupe
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de 15 bénévoles
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souhaite
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choisir un.e
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président.e et

170 | 5.3. Permutations



un.e secrétaire.
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De combien de
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fagons
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différentes
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peut-on

5.3. Permutations | 175



procéder?
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2. Combien de
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permutations
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des lettres du
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mot anglais
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SECURITY se
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terminent par
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une consonne?
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3. De combien
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de facons
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différentes
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peut-on faire
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asseoir
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5 personnes
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dans une
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rangée si
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2 d’entre elles
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insistent pour
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s'asseoir l'une
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a coté de
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lautre?
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4. De combien
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de facons
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peut-on
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disposer sur
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une étagere
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3 livres
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danglais,
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3 livres
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d’histoire et
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2 livres de
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mathématique
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s, si les livres
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d’anglais sont
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placés sur la
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gauche, les
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d’histoire au
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milieu et les
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livres de
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mathématique
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s sur la droite?
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5. Trouvez le
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nombre de
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permutations
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différentes des
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lettres du mot
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MASSACHUSE
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6. Si une
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équipe joue

226 | 5.3. Permutations



10 matchs,
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combien de
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réesultats
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différents pour
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6 victoires et
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4 défaites sont
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possibles?
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7. Vous et
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6 autres
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camarades de
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classe décidez
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de prendre une
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photo de
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groupe en

240 | 5.3. Permutations



égoportrait.
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5.4. Combinaisons
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5.5. Reponses aux exercices pratiques

Réponses aux exercices pratiques du chapitre 5

. a {a,cef,gh i}
b. {c, g}
. a. {SRAS, H5N1, COVID-19}

b. {Tuberculose, VIH}
. 65
. 88
. a. 20

c. 10

. 15600 000
. 6400 000
. 16

. 8388 608
. 5040

. 27000

. 48

. 72

. 64 864 800
. 210
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. 120

. 2598 960

. 20

. 25

. a. 4
. 60
. 80
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CHAPITRE 6 : PROBABILITE - PARTIE 1
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6.1. Espaces echantillons et probabilite

Espaces échantillons et probabilicé

Si on tire pile ou face deux fois, quelle est la probabilité d'obtenir face deux fois? Le probléme semble simple, mais on
entend souvent la mauvaise réponse de 1 ;’ 3. Un.e étudiant.e peut incorrectement déduire qu'en tirant deux piéces,
on pourrait obtenir trois résultats : une face, deux faces, ou aucune face. Ainsi, la probabilité de deux faces serait d'un
sur trois. La réponse est incorrecte, car si on tirait pile ou face deux fois, on aurait quatre possibilités, et non trois.
Plus précisément, supposez qu'une des pieces est un sous et 'autre est une piece de cinq cents. Nous avons les quatre
possibilités suivantes :

La possibilité FP, par exemple, indique le coté face du sous et le coté pile de la piece de cinqg cents, tandis que PF
représente le coté pile du sous et le coté face de la piece de cinq cents.

C'est pourquoi nous soulignons le besoin de comprendre les espaces échantillons.

On appelle « expérience » I'acte de tirer a pile ou face, de lancer des dés ou de sonder des personnes.

Espaces échantillons : un espace échantillon est une expérience, qui est I'ensemble de tous les résultats
possibles.

Nous illustrons ces possibilités a U'aide d'un schéma en arbre :

Un des dés étant rouge et l'autre vert, nous avons les 36 possibilités suivantes :
5
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Lentrée (2, 5), par exemple, indique que le dé rouge affiche 2 et le vert, 5.

Maintenant que nous comprenons le concept d'espace échantillon, nous allons définir la

probabilité.
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Lexemple que nous venons de voir est composé d'un seul résultat de l'espace échantillon. Nous
souhaitons souvent trouver les probabilités de différents résultats représentés par un événement.

Un événement est un sous-ensemble d'un espace échantillon. Si un événement représente seulement
un résultat, il s'agit d'un événement simple.

Exercices pratiques

1. Créez un espace échantillon pour l'événement suivant : on lance
un dé, et on tire a pile ou face.

2. Une carte est pigée dans un paquet de 52 cartes a jouer. Trouvez
les probabilités suivantes :
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3. Un bocal contient 6 billes rouges, 7 billes blanches et 7 billes bleues.
Si une bille est choisie au hasard, déterminez les probabilités
suivantes :

4. On lance 2 dés. Trouvez les probabilités suivantes :

5. Une famille est composée de 4 enfants. Trouvez les probabilités

suivantes :
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6.2. Evénements mutueﬂement 6XC1USifS ct I'églﬁ dG

I’addition
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6.3. Probabilité a 'aide de schemas en arbre et de
combinaisons

Probabilité a ’aide de schémas en arbre et de combinaisons

Dans cette section, nous allons appliquer les techniques de comptage précédemment apprises dans le calcul des
probabilités, et utiliser des schémas en arbre pour mieux comprendre la situation.

Commengons par un exemple.

Nous allons maintenant démontrer les résultats ci-dessus avec un schéma en arbre.

On termine la section en résolvant le probléme de la date d’anniversaire.
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Exercices pratiques

1. On choisit 2 pommes dans un panier contenant 5 pommes rouges et 3 pommes jaunes.
Dessinez un schéma en arbre, puis déterminez les probabilités suivantes :

2. Trois billes sont pigées dans un bocal contenant 5 billes rouges, 4 blanches et 3 bleues.
Trouvez les probabilités suivantes :

3. Les 4 personnes d'un comité sont choisies parmi un total de 4 étudiant.e.s en santé
publique et au travail, 5 en soins infirmiers et 6 en nutritio rouvez les probabilités
pour les événements suivants :

4. Une équipe de hockey est composée de 2 gardiens de but, 6 joueurs défensifs, 8 ailiers
et 4 joueurs de centre. Si l'équipe choisit 5 joueurs de maniére aléatoire pour une activité
de bienfaisance, trouvez la probabilité des scénarios suivants :

5. Résolvez les problémes de date d'anniversaire suivants :

6.3. Probabilité a l'aide de schémas en arbre et de combinaisons | 255



6.4. Probabilité conditionnelle

Probabilité conditionnelle

Supposez que votre ami et vous souhaitez jouer a un jeu qui implique de piger une seule carte dans un paquet bien
mélangé. Votre ami vous distribue une carte face cachée du paquet et vous propose ce qui suit : si la carte est un roi, il
vous donne 5 §. Sinon, vous lui donnez 1 S. Devriez-vous jouer au jeu?

Voici le raisonnement : puisquil y a 4 rois dans un paquet, la probabilité d’'obtenir un roi est de 4/52, ou 1/13, et la
probabilité de ne pas obtenir de roi est de 12/13. Votre rapport de gains aux pertes est donc de 1 pour 12, tandis que le
ratio de rentabilité est de seulement 1S pour 5 S. Vous concluez donc que vous ne devriez pas jouer au jeu.

Considérez maintenant le scénario suivant : pendant que votre ami distribuait la carte, vous vous étes apercu qu'’il
s'agissait d'une carte de figure. Devriez-vous maintenant jouer au jeu?

Puisquil y a 12 cartes de figure dans le paquet, les éléments totaux dans l'espace échantillon ne sont plus 52, mais
seulement 12. Cela signifie que la probabilité d'obtenir un roi est de 4/12, ou 1/3. Votre probabilité de gagner est de 1/
3, contre celle de perdre, qui est de 2/3. Cela signifie que votre rapport de gains aux pertes est de 1 pour 2, ce qui est
beaucoup mieux que le ratio de rentabilité de 1 $ pour 5 S. Cette fois-ci, vous estimez que vous devriez jouer.

Dans la deuxiéme partie de l'exemple ci-dessus, nous cherchions la probabilité dobtenir un roi, sachant que la
carte était une figure. Il s'agit d'un exemple de probabilité conditionnelle. Lorsque nous cherchons la probabilité d'un
événement E a condition qu'un autre événement F ait lieu, nous cherchons la probabilité conditionnelle.

Le symbole P(E | F) souligne le probléeme de trouver la probabilité de E étant donné que F a eu lieu. Par P(E | F) on
entend « la probabilité de E compte tenu de F ».

Formule de probabilité conditionnelle

Pour 2 événements E et F, la probabilité de E compte tenu de F est :

Les événements H, F, C et V se passent d’explication. Trouvez les probabilités suivantes :

a. P(V | H)
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b. P(F | V)

c.P(H|C)

Solution

PlENF
On utilise la formule de probabilité conditionnelle I[E | = } = ﬁ

_ P(DNM) _ 39/100 _ 39
aP(D| M) = P(M) ~ 47/100 47

P{FnD 40,100
bP(F|D) =852 = oo = &8

P(MNP) _ 8/100 _ g
«P(M|P) = =5~ = 317100 = o1
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Etant donné que P(F | E) = 0,5, et que P( ) = 0,3, trouvez P(E).
Solution
En utilisant la formule de probabilité conditionnelle, nous obtenons :

Nous remplagons :

Supposons que E est l'événement ou la famille a 2 garcons et 1fille, et que F est
l'événement ou la famille a au moins 2 garcons. Nous voulons trouver P(E | F). Nous
énumérons lespace échantillon, ainsi que les événements E et F :

S ={GGG, GGF, GFG, GFF, FGF, FGG, FFG, FFF}

E = {GGF, GFG, FGG} et F = {GGG, GGF, GFG, FGG}

E M F' ={GGF, GFG, FGG}

Ajnsi,JF"l[.f"_']II = 4f8etP(E I F} = 3{'8.

- = %a.altCréé par QuickLaTeX.com
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Exercices pratiques

1. On lance un dé. A Uaide de la formule a cet effet, trouvez la probabilité conditionnelle
quun 3 s'affiche si on sait qu'un nombre impair sest affiché.

2. Le tableau suivant montre la distribution de personnes buvant du café, par sexe :

Boivent du café Hommes (H) Femmes (F) TOTAL

Utilisez le tableau pour déterminer les probabilités suivantes :

3. Dans le programme de la santé publique et au travail de 'Université Ryerson, 60 % des
étudiant.e.s passent le cours de biostatistique, 70 %, le cours de droit de l'environnement
et 30 %, les deux cours. Si un étudiant est choisi au hasard, déterminez les probabilités
sutvantes :

4. Considérez une famille de 3 enfants. Quelle est la probabilité que la famille ait des
enfants des deux sexes, étant donné que le premier né est un garcon?

5. Si P( ) = 0,25 et que P(F | E) = 0,55, trouvez P(E).

6. Un sondage a été réalisé aupres des conducteur.trice.s pour déterminer le nombre de
contraventions pour exces de vitesse qui ont été recues parmi les hommes et les femmes.
Les données sont affichées dans le tableau ci-dessous.
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Utilisez le tableau pour déterminer les probabilités suivantes :
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6.5. Evénements indépendants

Eveénements indépendants

a. Pour que E et F soient indépendants, nous devons avoir :

P(ENF) = P(E)P(F)

Maisg‘fg 7& 1‘{'2 -1‘}'2

E et F ne sont donc pas indépendants.

b. F et G seront indépendants si :
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P(FNG)= P(F) P(G)

Puisque 1 f 4 7& 1 f 2-1 f 4 F et G ne sont pas indépendants.

c.OnexamineP(Eﬂ G} = P(E}P( }:

1/8 =1/2 -1/4

E et G sont donc des événements indépendants.
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Exercices pratiques

1. Dans un sondage aupres de 100 personnes, 40 boivent occasionnellement, et 60
ne boivent pas. Parmi les personnes qui boivent, 10 ont des maux de téte faibles.
Parmi les personnes qui ne boivent pas, 5 ont des maux de téte faibles. Est-ce que
les événements « boivent » et « ont des maux de téte » sont indépendants?

2. Supposons que 80 % des personnes attachent leur ceinture de sécurité et que

5 % des personnes ont arrété de fumer lannée derniére. Si 4 % des personnes qui
attachent leur ceinture de sécurité arrétent de fumer, les événements « attachent
leur ceinture de sécurité » et « arrétent de fumer » sont-ils indépendants?

3.Si et E et F sont indépendants,
trouvez

4. Les probabilités que John et Linda passent le cours de gestion des données sont
de 40 % et de 70 % respectivement. Si les deux événements sont indépendants,
trouvez les probabilités suivantes :

5. Le tableau ci-dessous montre la distribution des employé.e.s dans une
entreprise qui ont signalé un accident au travail selon leurs années d'expérience
de travail au sein de cette entreprise.
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Utilisez le tableau pour déterminer les probabilités suivantes :

6. Etant donné que , SL A et B sont

indépendants, trouvez
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6.6. Reponses aux exercices pratiques

Réponses aux exercices pratiques du chapitre 6

1. {IF, 2F, 3F, 4F, 5SF, 6F, 1P, 2P, 3P, 4P, 5P, 6P}
2.a.
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4. a.0,0036
b. 0,1291
c. 0,0619
d. 0,4474

5. a. 0,8831
b. 0,9704
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CHAPITRE 7 : PROBABILITE - PARTIE 2

Chapitre 7 : Probabilité - Partie 2 | 269



270 | Chapitre 7: Probabilité - Partie 2



7.1. Probabilite binomiale

Probabilité binomiale

Dans cette section, nous allons examiner les types de problémes qui impliquent une séquence dépreuves, ou chaque
épreuve a seulement deux résultats possibles: le succeés ou l'échec. Ces épreuves sont indépendantes. Cela dit, le
résultat d'une épreuve n'influence pas le résultat d'une autre épreuve. Par ailleurs, la probabilité de succes, p, et la
probabilité d’échec (1 - p), demeurent les mémes tout au long de I'expérience. On appelle ces problemes des problemes
de probabilité binomiale. Puisqu'ils ont été étudiés par un mathématicien suisse nommé Jacques Bernoulli aux alentours
des années 1700, ils sont également connus sous le nom d’épreuves de Bernoulli.

Ceci nous améne a la définition suivante :

Expérience binomiale : une expérience binomiale satisfait aux quatre conditions suivantes :

1. IInya que deux résultats pour chaque épreuve : le succes ou I'échec.

2. Laméme expérience est répétée plusieurs fois.

3. Les épreuves sont indépendantes, c'est-a-dire que le résultat d'une épreuve précise n'influence pas
le résultat d'une autre épreuve.

4.  Laprobabilité de succes demeure la méme pour toutes les épreuves.

Le modele de probabilité que nous allons étudier nous fournit les outils pour résoudre de nombreux problémes de la
vie réelle comme ceux énumérés ci-dessous.

Si on tire a pile ou face 10 fois, quelle est la probabilité d'obtenir le coté face 3 fois?

2. Siun joueur de basketball réussit 3 lancers francs sur 4, quelle est la probabilité qu'il réussisse 7 lancers francs sur
10 au cours d’une partie?

3. Siun médicament guérit 80 % des personnes qui le prennent, quelle est la probabilité que parmi les 10 personnes
qui le prennent, 6 guérissent?

4. Siun fabricant de puces prétend que seulement 4 % de ses puces sont défectueuses, quelle est la probabilité qu’il y
ait exactement 3 puces défectueuses parmi les 60 sélectionnées?

5. Siun directeur de télémarketing a déterminé que 15 % des personnes contactées achetent le produit, quelle est la
probabilité que parmi les 12 personnes contactées, 2 achetent le produit?

Considérons maintenant I'exemple suivant pour élaborer une formule afin de trouver la probabilité de k succés dans
n épreuves de Bernoulli.

Cela nous donne le théoréeme suivant :
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Nous utilisons la formule ci-dessus pour résoudre les exemples suivants :

Exercices pratiques

1. Quelle est la probabilité d'obtenir 3 fois 1 si on lance un dé 5 fois?
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2. Un joueur de basketball a 80 % de chance de marquer un panier lors d'un lancer franc.
Sur 5 lancers francs, quelle est la probabilité qu'il marque :

3. Si un médicament guérit 75 % des personnes qui le prennent, quelle est la probabilité
que parmi les 30 personnes qui le prennent :

4. L'Agence canadienne d'inspection des aliments (ACIA) a constaté que 5 % des épices
importées au Canada étaient contaminées par des bactéries pathogéniques d’origine
alimentaire. Quelle est la probabilité qu'un lot de 25 épices importées ait :

5. Un cadre a déterminé que, dans le cadre d'une initiative de don de porte-a-porte, 20 %
des ménages visités fourniront un don. Si on visite 10 ménages, quelle est la probabilité
quau plus 2 d'entre eux fournissent un don?
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7.2. Formule de Bayes

Formule de Bayes

Dans cette section, nous étudierons la formule de Bayes pour résoudre un type de probléeme important en probabilité.
La formule de Bayes est une méthode de calcul de la probabilité conditionnelle P(F | E) a partir de P(E | F). Les idées
présentées ici ne sont pas nouvelles, et la majorité de ces problemes se résout a I'aide d'un schéma en arbre. Toutefois,
la formule de Bayes offre un outil pour résoudre ces problémes sans schéma en arbre. Commengons par un exemple.

Disons que CI représente le fait que le contenant I est choisi, que CII représente que le contenant II est choisi, que N représente le

fait qu'une bille noire est pigée et que B représente le fait qu'une bille blanche est pigée. Illustrons cette situation a l'aide d'un

schéma en arbre.
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Formule de Bayes :Disons que S est un espace d'échantillon divisé en n parties, Ay, A2, . . .
An. Si E représente un événement dans S, alors :

Exercices pratiques
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Siun lieu est choisi au hasard, déterminez les probabilités

suivantes :
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7.3 Valeur probable et schemas en arbre

Valeur probable

Une valeur probable est une perte ou un gain prévus dans un jeu de hasard. Le concept de valeur probable est fortement
lié & la moyenne pondérée. Etudions les situations suivantes.

Dans la premiere situation, pour trouver la valeur probable, nous avons multiplié chaque résultat par la probabilité de
son occurrence, puis nous avons calculé la somme des montants calculés pour tous les cas possibles. Dans le second
exemple, si nous considérons la note du questionnaire comme étant un résultat, nous faisions le méme calcul. Cela nous
amene donc a la définition suivante.

Valeur probable : Si une expérience dispose de la distribution de probabilité suivante,

Résultat X1 X2 X3 ' Xn

Probabilité p(x1) p(x2) px3) = p(xn)

Donc, en moyenne, il y a 1,56 enfant par famille.
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Disons que D représente l'événement ou la porte est déverrouillée et que V représente

l'événement ou la porte reste verrouillée. Illustrons cette situation a U'aide d'un schéma en
arbre.
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Exercice
s

pratiques
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7.4. Chaines de Markov

Chaines de Markov

Nous étudierons maintenant les processus aléatoires, des expériences pendant lesquelles les résultats des événements
dépendent des résultats précédents. Un tel processus ou une telle expérience se nomme une chaine de Markov ou un
processus de Markov. Le processus a été étudié pour la premiére fois au début des années 1900 par un mathématicien
russe nommeé Andrei A. Markov.

Une petite ville est desservie par deux compagnies de téléphone, Maman Bell et Papa Bell. En raison de tactiques de
vente persuasives, chaque mois, 40 % de la clientéle de Maman Bell passent aux services de Papa Bell, c'est-a-dire que
les 60 % restants de la clientele restent avec Maman Bell. D'un autre c6té, 30 % de la clientéle de Papa Bell passent aux
services de Maman Bell. Les renseignements précédents sexpriment a l'aide d'une matrice qui énumere les probabilités
de passer d’un état a un autre. Cette matrice se nomme la matrice de transition.

Il faut noter qu'une matrice de transition est toujours une matrice carrée, puisque tous les états possibles
doivent avoir des rangées et des colonnes. Tous les intrants d'une matrice de transition ne sont pas négatifs
puisqu'ils représentent des probabilités. De plus, puisque tous les résultats possibles sont considérés
comme étant dans le processus de Markov, la somme des intrants par rangée est toujours de 1.

Disons que M représente le fait que le professeur Symons marche et que V représente le fait qu'il prend son

vélo. Nous utilisons le schéma en arbre suivant pour calculer les probabilités.
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Certaines chaines de Markov, nommées chaines de Markov réguliéres,
ont tendance a se stabiliser a long terme. La matrice utilisée dans les
exemples ci-haut s’avere étre une de ces chaines de Markov. Le
prochain exemple traite de la tendance a long terme ou de la situation a
I'état stable pour cette matrice.

Lorsque cela survient, nous disons que le systeme est a un état stable ou a
un état d’équilibre. Dans cette situation, tous les vecteurs de rangée sont
équivalents. Si la matrice d'origine est une matrice n sur n, nous obtenons
n vecteurs qui sont tous pareils. Nous appelons ce vecteur un vecteur da
probabilité fixe ou le vecteur d’équilibre E. Dans le probléme ci-dessus, le

vecteur a probabilité fixe E est . De plus, si le vecteur
d’équilibre E est multiplié par la matrice dorigine T, le résultat est le
vecteur d'équilibre E. Soit :

Chaines de Markov réguliéres

Une chaine de Markov atteint un état d’équilibre s'il sagit d'une chaine de
Markov réguliere. Une chaine de Markov est dite réguliére si une partie de
sa puissance n'a que des intrants positifs.

Lorsque nous utilisons des puissances plus élevées de T, T", et que n
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devient plus gros, nous approchons d'un état d’équilibre. Le vecteur de
répartition de U'équilibre E se trouve en déterminant que ET = E.

Le vecteur d’équilibre E peut-il étre trouvé sans développer la matrice de
transition aux puissances élevées? La réponse a cette question nous donne
une maniere de trouver le facteur d’équilibre E. La réponse se trouve dans
le fait que ET = E. Puisque nous avons la matrice T, nous pouvons
déterminer E a partir de U'énoncé ET = E. Lexemple suivant illustre cette
approche.
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Exercices pratiques

1. Un sondage aupres des gens qui achetent des voitures
américaines détermine que, si une personne achete une voiture
Ford, il y a 60 % de chances que la prochaine voiture qu'elle achéte
soit une voiture Ford. Toutefois, les propriétaires de voitures GM
acheéteront une voiture GM a nouveau selon une probabilité de
0,80. Représentez les habitudes d'achat de ces personnes dans une
matrice de transition.

2. Un joueur de hockey décide de lancer la rondelle (L) ou de la
passer a un coéquipier (P) selon la matrice de transition suivante.

Déterminez ce qui suit :

3. Le service de police local lance une
campagne pour réduire les taux de textos
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envoyés au volant dans la communauté. Les
effets de la campagne sont résumeés dans la
matrice de transition ci-dessous :

Si 35 % des personnes dans la
communauté rapportent avoir
envoyé des textos au volant avant la
campagne :

4. Une grande entreprise mene un

programme de formation aupres de
son personnel afin de réduire le
nombre de fois ou une personne qui
glisse, trébuche ou tombe sur son
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lieu de travail. Environ 15 % du
personnel a signalé avoir glissé,
trébuché ou fait une chute au cours
de l'année précédente (an 1). Apres le
programme de formation (an 2),

75 % des personnes ayant
précédemment signalé un accident
n'en ont pas signalé d’autres, alors

que 5 % de ceux qui n'avaient pas

signalé d’accident en ont signalé un
cette année.
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7.5. Reponses a 'exercice pratique

Chapitre 7 Réponses a lexercice pratique

. 0,0322

. a.0,0064
b. 0,2048
c. 0,9424

. a.0,1047
b. 0,0604
c. 0,0269
d. 0,2026

. a. 0,3650

b. 0,2305
. 0,6778

. a. 0,6458
b. 0,4706
c. 0,625

. a. 0,125
b. 0,7241

. a. 0,045
b. 0,2667
c. 0,03

. a. 0,0572
b. 0,07
c. 0,0446

.17

. -0,83 cents
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. -0,96 cents

. -0,0519 cents
. 0,94

. 0,5177

. 0,776

. 0,97

. 0,32

. Lancer (L) = , Passe (P) =

. 31%
. 25 %

b. 680
c. 561
d. 6,25%
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